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lieber  den  Vortrag  der  Lehre  von  der  Aofld- 
sung  der  GleichuDgeu  des  dritten  Grades. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Der  in  den  Elementen  gewöbnlic^e  Vortrag  der  Lehre  von  der 
Auflösuu^  der  Gleichungen  dci  drUteo  Gradei  hat  uir  immer  der 
Nfttnr  der  Seche  nicht  recht  entsprechend  geiebieneo«  VieUeiebt 
dürfte  sich  die  folgende  Darstellnng  eioigerniMsen  nur  Berückiich* 
tiguna:  beim  Uoterriclife  cmpfelileo. 

Die  aufioiöeende  Gleichang,  in  welcher  dne  sweite  Glied  fehlt« 

sei 

1)  4r«  =s«ur+^» 
wo  a  und  6  reelle  Grössen  sind.   Mao  setze 

2)  a:=:{p  +  gy~l)'h(p,H-gy^l) 

wo  auch  fi,  7,  p^^  reelle  l«russeu  sein  sollen,  so  ist»  wie  man 
leicht  liodet: 

oder 

af*  =  t{p  +  q\^)(p^+q,V^l):v-^(p^g\/Z:iy 
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nad  wenn  als» 


eine  Wnrtel  unserer  Glekha^ogr  seio  soH,  lo  mfinen  die  GrSsieA 
Pf  ff  Pi9  9i  ^  beaCimmt  werdeB,  dm  den  beiden  Gleichungen 

d.  i.,  wie  van  naeb  leiebter  Bntwlekelnng  findet,  den  beiden  GleU 
ebnngen 

also  den  vier  Gleicbungen 

Z''  +     '  -  3^,y, »  = 

r-^fi*— ^p*9  -  ^,  V. — 0 

genügt ,  wird. 

Richten  wir  nun  abrr  unser  Aug^cnmerk  zuuäcbsC  und  xorzüg- 
lich  auf  die  Auffindung  einer  reellen  Wurzel  unserer  ^egeUeueu 
Gleitibang,  ebne  udb  rar*B  Erfite  darnm  au  bekümaiern,  ob  ee  aneb 
eine  reelle  Wur/el  in  ^alleu  Fällen  wirklick  giebt,  so  kömmt,  au 
den  Tier  obigen  Bedtngnngsgleiebungen  nocb  die  Gleiehnng 

nnd  wir  miislen  also  die  vier  Grössen  pt  ^fPn^i  so  att  bestimmen- 
aneben,  dass  den  fünt  Gleichungen 


4) 


\PPi  —  ffi  P9t  H-fy»i  =0, 

\P*  +       —  ^P9^  —  Zp,g,*=h, 


genügt  wird ,  wobei  nun  aber  die  zwei  folgenden  Fälle  von  elnan* 

der  unterscliiedcn  werden  miisson. 

I.  Wen»  ni;in  der  ersten  der  fünf  vcjrliorq-ehcndeD  Gleichungen 
zufolge  ^,  •=.  —  (/  setzt,  zwsfleicli  aber  aniiiiiiint,  dass  die  Grössen 
q  und  beide  veräcbwiudcUj  su  situi  uileubar  die  fünf  Gleichun- 
gen 4)  vollständig  erfüllt,  wenn  man  die  Grossen>, so  bestimmt, 
dass  den  awei  Gleichungen 

genügt  wird. 


r 


Google 


Setsl  man  p*  =m  Pt* ^^t^  »  wnd^m  4i9m  GMdiangitt  * 

m 

«mI  weil  Biw 

(tf  —  «j)»  =  (i#  -I- 1#     —  4tfai,  =  ^»  — 
Ulj  flo  bat  maii  cor  BestiBinBD|if  voo         di«  beiden  Glel»bno(fcs 

# 

aus  deneD  sich  '  . 

ff  --5--  ,  ü.  ^  5  . 

also  ,  .  *  '  ■ 


ergiebt.   Wenn  daber 

'S. 

ist,  so, ist 

eiD.e  reelle  Wurzel  uoserer  GleiebuDg^,  oad  folglich  * 
Zieht  man  dies  vod 

•  ...» 

» 

ab,  so  erhält  man  * 

»  — <»jr  —  Ä  =      — (/y  H- —       —  0?  H- ;y  j )  I , 
oder,  wie  msii  leicht  findet: 

nnd  die  Ddfefeik- aiideivtf 'Wumln  der  GlerefauD^ 

f 

■'  '  >•  ■  . 

ergeben  sieb  daher  durch  Aaflosueg  der  quadratischen  Gleichuiiff 


4 

wodurch  aan  nuk  dem  bekannten  Ver&bren 

erbftlt  Hier  fragt  sich  nun,  ob  diese  beiden  Wurzeln  reell  otf^r 
iBogtoMr  «od,  welcbe  Frage  auf  foigende  Art  beantwortet  werden 
kann. 

Wenn  ist,  so  ist 

oUu 

und  folglich 

d.  i.  wegen,  der  Gleichnng  pp^=iai 

{p-hPiV^i^ 

oder 
all« 

und  die  Wurzeln  6)  sind  also  in  dieien  Falle  beide  reell  and  ein* 
ander  gleich. 

Wenn  ^V«*  ist 

p^+p^:>^ppx. 

nnd  folgKch 

d.  i.  wegen  der  Gleichung  pp^=^i 
oder 

^-»-/»,)»>«, 

•lio 

and  die  Wwr7:<»ln  6)  sind  also  in  diesem  Italic  beide  imaginär. 

f)ic  e:eiv;ebeiie  (ilcirlnnii,^  li.ir  Jtl.so  drei  reelle  oder  eine  reelle 
uud  ;twei  imaginäre  Wur^tilu,  jeuucliUeui  ^V*'  oder  ^V^'^Ä* 

isti  im  ersten  Falle  sind  awei  der  drei  reellen  Wurseln  einander 
gleich.  I  .  •  -WiWu  V  \^     t  ^ 

U.  Wenn  man  der  ersten  der  fünf  Gleichungen  4)  Tufo!!:re 
f  I  s--^  ietst,  nsgieieh  aber  annimmt,  dass-die  Grössen  ^  und 
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Hiebt  veneliwiBdeii ,  lo  folgt  »a«  4«r  4/kt»u  dir  fllnl  g«Mai&t8i 
GleiebüDgent  ntelieh  ftvi  Str  Gleicbaog 

aut  der  Stelle  pi  =^Pi  fünfte  Gleicliuug,  uänüicli  die  Gki- 

ebuDg 

7' -3;,^^-^ 3/1.      =  Ö 

ist  DttD  ideotiieh  gleieh  Natt.  Qm  sw«to  and  vierte  Gleicbangi 
nämlicli  die  Gleichnogen 

werü.ea  aber 

% 

und  die  GWliien     und  ^  sind  alio  jetit  lo  zu  beiliMen,  da» 

diesen  beiden  Gleichnogen  genügt  wird. 

Hierbei  siad  wir  nacb  f.  offeabar  berecbtigt  aainaebMea,  daea 


alao  ancb  m  aotbwendig  positiv  iit  Deauufolffe  kdooett  wir  die 
erste  der  beiden  la  erfllleoden  Gleiebaagen  auf  die  Form 

briogen,  ond  aind  alao  offeabar  berecbtigt» 

■ 

^  L 

^  ein  yj/p  f  es eoe 

tu  setzen.  Fübren  wir  diese  Ansdrücke  tod  p  und  g  in  die  zweite 
der  beiden  zu  erfüllenden  Gleiebaagen  eioi  so  wird  dieselbe  nacb 
einigen  leicbten  üeductionen 

•u    -ad.  ,  Mi  = 

Weil  imn  aber  nach  einer  bekannten  goniometriscben  Relatiott 

sin  lysMn  ^  «oa  9*  — als  3^* 

ist,  SU  ist 
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Da  uack  lier  Vorauafietzuog  i 

>      also  ^  <  1 

"  ist,  so  kaoa  aus  der  vorkergehenden  GleicfauBg  ^(p  immer  bestimuit 
werden.  Bezeichnen  wir  nun  den  seinem  absoluten  Werthe  nach 
in  nieht  übenteigendeD,  der  'Gleicliang 


4aV 

geuügeoden  Werth  von  3y  durcb  — u),  so  sind,  weil 

8in(c»»9r)aE:sin(— 6»),  sin(e»+ir)ssiin(— o)) 

ist,  auch  w  —  tt  und  w  +  tt  Worth e  von  und  für  (p  erhält  man 
also  die  drei  Werthe  —  |w ,  j(tt»  —  jf),  yf*^  4~  folglich  für 
ps^Pi  die  drei  folgeudeo  reelleo  Werthe: 

—  sin  ,  sin  {{(t»  —  ^rj^j-,  sin  ^(w  -|-  ^f)!/"^- 

Da  nun  p-^p^=z2p  eine  Wurzel  unserer  Gleichung  ist,  so  hat 
dieselbe  im  vorliegenden  Falle  jederzeil  die  drei  folgenden  reellen 
Wuri^eln: 

— 2sinitu|/y  ' 

k  *  'S 

7)  ar=  /  2sio  i(w  —  Trjj/^-l-  . 

V '  flP      *  '       .  -4.  • 

1 

8)  ir=       2sibi(w— Cü)|/y 

Auch  erhellet  leicht,  dass  die  zwei  ersten  dieser  drei  reellen  Wur- 
zeln immer  nef^i^ativ  sind ,  die  dritte  Wurzel  dugeii^en  stets  positiv 
ist.  Dass  die  drei  Wurzeln  im  vorlicgcnflcn  Fa]I(>  jederzeit  sämmt« 
lieb  unter  einander  ungleich  sind,  fällt  r  btu  so  leicht  in  die  Augen. 

Aus  der  vorhergehenden  EotwicJkelimg  .ergiebt:  sich  ,  al4(>.  Über* 
hanpt  Folgendet.  , 

1.  Wenn  ^V^1<^:^  odjn  '4m\^^ßJä*  |pt,  äm  bat  die  gegehene 
Gleicbang  drei  reelle  Worxeln,  von  denen  xwei  einander,  gleich 
sind. 

%  Wenn  ^i^»  oder  4«»  <'27//'  ist,  so  hat  die  gegebene 
Gleiehnng  eine  reelle  i^nd^aiwel  imaginäre  Wurzeln« 


oder 


>  » '  ■ 
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3.  Wenn  ist,  so  bat  die  gegebene  Gleicbuiig^  drei 
sämiDtlich  unter  einander  ungleicbe  reelle  Wurzeln,  zwei  ueg;ütive 
miil  «nie  positive. 

4.  Die  gegebene  GleieliiiDg  bat  also  bieraach  aucb  inaer  mm* 
destens  eine  reelle  Wurzel. 

Sind  aucb  die  im  Vorhergebenden  gefundenen  Resultate  nirltt 
neu,  so  scheint  mir  docb  dte  oh\^v  nnrstcllunsf  eine  bessere  Kin- 
sicht  als  die  gewöhnliche  in  <li<^  ricrmMiclio  Natur  des  Gegensinn^ 
des  zu  gewähren,  und  desiiulli  Ijeiui  Eleineutaruuterricbte  vielleicbi 
einifper  Beriickncbtigung  nicht  ganz  unwerth  zu  aelo. 


U. 

üeber  die  geometrischen  Oerter  der  Mittel- 
piink^te  einiger  Begränzungscurven  de^^ 

Schattens. 

4 

Van 

Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  4er  MathemiiCik  an  der  Kantonsachule  au  Aarau. 


Bestimmung  der  Oerter,  auf  wclcbcn  die  Mittelfuinktc  der  Be- 

Sränzungscurven  der  Schatten  liegen,  die  eine  Fläche  zweiten  Gra- 
es auf  eine  gegebene  Bbeoe  wirft,  wenn  sich: 

A)  der  leuchtende  Punkt  auf  einer  ausserhalb  der  Fläche  ge« 
gebenen  Linie  zweiten  Grades  bewegt  und  die  Ebene,  auf  welche 
die  Scbattofi  geworfen  werden,  fest  bleibt. 

B)  Wenn  der  leuchtende  l'unkt  fest  bleibt,  der  lllittei{)uukt  der 
Fläche  zweiten  Grades  aber  (oder  wenn  diese  keinen  >littelpunkt 
hat,  ihr  Scheitel)  sammt  der  Fläche  sich  so  auf  einer  Linie  zweiten 
Grades  bewegt,  dass  eine  ihrer  Haupiehenen  mit  der  Bbeoe  jener 
Lllii^  zweiten  MSrades  zusammenfällt  und  Ihre  Achsen  steh  innner 
parallel  bleiben.  Aucb  in  diesem  Fall  sollen  die  fraglichen  Mittel- 
|Minktsörter  hcHtinmif  werdco,  wenn  die  Ü^bene,  worauf  die  Schatten 
geworfen  werden,  fest  bleibt.  '    ^  ' 

Wir  schicken  zum  bessern  Verständniss  des  Folgenden  einige 
wenige  Erklärungen  und  Sätze  vprans.     -  ,  ' 

f)  Denken  Wir  uns  irgend  eine  Fficlie'^  dweiten  Grades  nnd 
ansserhalb  derselben,  aber  auf  cnt(?egen^setz(en  $«ten  der  F^ä^he 
Ff  zwei  parallele  Ebenen  E  uadi^  (s.v.  die  mteta  oberhalb  uäd 
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die  andere  mtertialb  der  Fläche  i^).  lo  der  erstem  befinde-  sieb 
ein  Punkt  wird  aus  diesem  eine  itetige  Folge  von  geraden  Be- 
rührenden  an  die  FläcUe      gezogen,  so  liegen  diese  bekanntlich 

auf  der  Oliprflädie  eines  Kegels  K  zweiten  Grndps,  welcher  die 
'zweite  Flfcue  £}'  in  eiuer  FJnin  L>  zweiten  firades  scbueiden,  die 
Fläche      über  in  einer  andern  Linie  jL'  desselben  Grades  berübreo 
wird. 

2}  Der  Punkt  P  beisat  der  Pol  der  Ebene,  in  welcher  eicJi 
die  Linie  JL'  befindet,  so  wie  diese  Ebene  . die  PoUrebene  des 
Punktes  P  genannt  wird. 

3)  Beweert  sieb  drr  Puukt  /'"in  einer  Ebene,  so  dreht  sich  die 
Ebene  der  Uerührutigsc  urx  c  um  einen  Funkt;  bewegt  er  sich  aber 
auf  einer  Geraden,  so  dreht  sich  letztere  Kbene  ebenfalls  um  eine 
Gerade. 

4)  Ist  der  Punkt  P  lencbtend«  und  die  Pf  Sehe  P  dnnkel,  so  ist 
ebenfalls  bekannt,  dass  die  Linie  Zr  die  Hegränzungscurve  des 
Schattens  ist,  welchen  die  Fläche  P  auf  die  Ebene  JS*  wirft;  fer- 
ner ist  die  BerUhrungscurvc  L'  dos  Kegels  IC  und  der  Fläche  /'die 
Trennungscurve  des  beleuchteten  und  dunkeln  Theiles  der  letztern. 

Nach  diesen  vorausgeschickteu  Erklärungen  gehen  wir  zur  Lö- 
sung der  fulgeuden  speciellen  Aufgaben  über: 

I.  Bs  ist  ein  BIlipsoid  der  Lege  nnd  Grösse  nach  gegeben; 
ansserbalby  und  zwar  oberhalb  der  l!]bene,  io  welcher  die  beiden 
Hauptachsen  2JI  und  2S  des  K)Hi|>soidi  liegen,  in  der  Entfernung 
A  von  dieser  und  (larallel  mit  ihr  befinde  sich  eine  Ebene  /7.  und 
ebenfalls  ausserhalb,  aber  nuf  entgcgeni^rsetxter  Seite  in  Beziehung 
aut  die  Ebene  der  Hauptachsen  2yi  und  tiif  befinde  sich  in  der 
Bntfernung  ( — /*')  von  dieser  eine  zweite  parallele  Ebene  JS'.  In 
der  ersteren  Ebene  B  bewege  sich  eia  leuchtender  Punkt  P  so, 
daas  er: 

a)  eine  Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Ge- 
rade beschreibt.  Die  Mittelpunkte  der  beiden  erstem  und  der  Schei- 
tel  der  dritten  dieser  Curven  befinden  sich  im  Durcbschnittspunkte 
der  verlängerten  dritten  Hauptachse  2C  des  Ellipsoids  mit  der  Ebene 
'  nnd  die  beiden  ersten  Achsen  2a  der  beiden  erstem,  so  wie  der 
HattiitdnrcbBesser  der  dritten  jener  Leitcurren  seien  mit  der  Achse 
2ji  des  Ellipsoids  parallel.  Man  soll  die  in  der  Ceherschrift  ver« 
langten  Stücke  der  Aufgabe  bestimmen. 

Wir  nehmen  den  MittclpunUf  des  Ellip^^oids  zum  Coordlnaten- 
anfaug  und  seine  Achsen  zu  Coordiuatenachsen;  alifdann  ist  dessen 
Gleichung: 


Bezeichnen  wir  mit  a:',  i/  die  veränderlichen  Coordinaten  eines 
Punktes  P  in  der  Ebene  E.  deren  Gleichung  z  —  ist,  so  ist, 
wenn  dieser  Punkt  eine  Ellipse  beschreibt,  deren  Achsen  2a,  Iß 
respective  mit  den  Achsen  und  2B  parallel  sind,  nnd  deren 
Mittelpunkt  im  Ourcbschoitt  der  verlängerten  Achse  %C  mit  der 
Bben«  E  ist» 


die  Gleichung  jener  Ellipse. 
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♦ 

Feraer  iit  die  Gleichong  desjenifeD  Kegels,  desgen  Selwital 
sieh  in  irgend  einem  Piinkte  ( Aj  d&eier  EIli|iie  befindet,  und 
der  daa  Bllipioid  (1)  berührt,  folgende: 

MV*  +  —  A^B^  i(«  — I 
-+-  \A^h*  -f-  C»jp'»  — ^«C^l(y  — y)«  I 

Selsen  wir  in  dieser  GleichuDg  x  =  —  A\  so  erLalten  wir  die  Glei« 
cbuDg'  der  Curvc ,  iii  welcher  die  Kegelfläche  die  Ebene  E 
durch dri n t ,  oder  der  lurve,  welclic  den  Schatte u  bcgräozt,  deu 
das  ElUpsoid  (1)  uui  die  Kbene  wir  iL,  weon  sich  der  lenchteode 
Punkt  in  eiDem  Puokte  P  der  EUipse  (2)  befindet,  dessen  Coordina- 
ten         h  sind. 

Diese  Gleicbong  Ist: 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  leicht; 
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Sfllitraliirei  wir  die  Gleichung  (6)  von  der  Gleichiing  (5)  und  dl* 
vidireo  den  Beet  ait  pf^^f^  so  erhalleii  «wirs 

(C*  —  ii»)     +^''>  —  2(     4- =s  0, 


P  -irp  =  — ^j-— Pl     ....  (6j 
Addiren  wir  die  Gleichungea  (7),  so  erhftUea  wir 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coortlinatcn  des  Mittelpunkts  der  Bcgran- 
zoogseurve  PCBQ,DA  des  Schatteos  mit  t  und      so  ist  hckanut- 


Hch 


Aoe  diesen  Gleichungen  nnd  nni  (8)  und  (9)  erbitten  wir:  « 

Ist  jedoch  der  leuclitende  Punkt  P  nicht  fest«  sondern  hewegt  er 
sich  auf  der  Kllipse  (2),  so  Trin!  auch  die  Cnrvc  (3)  in  icdein  Aupren- 
blick  eine  andere  Lage  und  (^estnlt  unnehinen ,  mithin  auch  ihr 
Mittelpunkt  stetig  seinen  l'Jatz  ändern,  also  eiwe  Curve  beschrei- 
ben. Die  GleichuBg  dieser  Curve  werden  wir  aber  erhalten,  wenn 
wir  ans  den  GleicmiDgeD  (2)  und  (10)  die  Gf9iaen  nnd  y  eli- 
ttiniren.  Dndnrcb  erbäten  wir 

nie  die  Gkiebnnfif  des  Orte  der  Mitteiponkte  der  Begränznngscnr» 
ven  des  Schattens,  wenn  der  leuchtende  Pnnkt  die  ßllipse  beschreibt, 
welche  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  ist.  Die  GleichoDg  (11) 

drückt  aber  ebenfalls  eine  Ellipse  aus,  und  Ewar  verhalten  sich 
ihre  beideti  Acliseu  wie  «  :  ß-,  mithin  ist  sie  derjenigen  Ellipse 
ähnlich,  uut  welcher  sieb  der  leuchtende  Punkt  bewegt. 
.  .  Jit  b^i  der  Gotve  (11)  zu  beaerken,  dass  dieselbe  rdr  jedeb 
positiven  oder  negativen^ Wertb  von  4\reell  bleibt^,  wat 'begreiflieb 
allen  Vorstellungen  nnd  Begriflfon  von  Schatten  widerspricht,  indem 
offenbar  weder  von  Begranxungscurven  des'ßebattens,  noch  von 
ihren  Mittelpunkts  Oertern  die  Rede  sein  kann,  wenn  z.B.  die  Ebeno 
sich  in  solcbf'ii  f.iigeti  befindet,  die  entweder  zwischen  dem  EI- 
iipäoid  uud  dem  leuchtenden  Punkt,  oder  gar  oberhalb  von  beiden 
liegen.  In  ^iesepi,  f§\igin  jßkjißB  düc  ^lei^ung  (4)  nickt  betracblet 
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werden,  als  drücke  sie  die  Beg^räuungscurve  des  Seliatten 

sondern  sie  stellt  alsdaun  offenbar  nur  die  Durclischnittscurve  des 
Umhülhincrskrcrcis  (^)  mit  t]or  Ebtiif^  /7  vor,  welcbe  für  alle  posi- 
tiveu  und  lu'uativen  Wertlie  von  //  reell  sein  wird.  Bei  dieser 
Betraclituug  kaun  man  mit  jenen  üntersucbiiu^en  die  Frage  verbin- 
den: ,,Aui  welcher  Fläcbe  liegen  die  säuimtiicUeu  Mittelpunktscur- 
ven,  weon  sich  die  Ebene      parallel  mit  sich  seibat  bewegt?^ 

Wir  werden  die  Gleichung  dieser  Fläche  sogleich  erhaltes, 
wenn  wir  die  €irö8se  als  veräaderlich  betrachten  und  statt  dieser 
in  der  Gleirlning"  (11)  eine  neue  ^  eränder!ic!ie  (rt  /')  einfiibteil^ 
wotiurcb  wir  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  erhalten: 

Diese  Gleielmng  drückt  oft'enbar  ein  eintlieiliges  Hyperboloid  aus, 
dessen  AcLsi  nricbtungcn  mit  jenen  des  tliipsoids  (I)  dieselben  sind^ 
dessen  Mittelpunkt  zwar  auf  der  Achse  der  »y  jedoch  nicht  auf  dem 
des  ElUpsoids  liegt  ' 

Eben  so  finden  wir,  wenn  sieb  der  leuchtende  Punkt  in  der 
Ebene  E  au£  einer  Hyperbel,'  Parabel  oder  einer  Geraden  bewegt, 
deren  Gleichungen 

.  (13) 

ff^zszpa^ (14) 
^  s=an+M'.^(15) 

sbd,  dait  reepeetive 

,=  V^^5....  (17)  .  ■ 

die  Gleichungen  der  Mittelpunkts- Oerter  der  Uegränzuogscurveu  der 
Schatten  sind.  Auch  sehen  wir  aus  diesen  Gleichungen,  dasi  die 
entere  eine  Hyperbel  ist,  welche  derjenigen  üb  a  Ii  eh  ist,  welche 

durch  die  Gleichung  (13)  dartcestellt  ist;  die  zweite  aber  ist  eine 
Parabel,  die  mit  der  in  No.  14.  ausgedrückten  ähnlich  ist;  die 
dritte  endlich  ist  eine  mit  der  Gemdeu  (15)  parallele  Linie. 

Bewegt  sich  die  i^hene       wieder  »o,  dass  sie  immer  in  paral- 
leler Lage  bleibt,  so  erhalten  wir,  wie  vorhin,  für  die  Gleichungen 
der  Flächen ,  auf  welchen  sich  die  besiiglicbeii  Mittelpunktsearren 
liefinden,  folgende: 

m^v  — (C*— ii*)»T»-«^-h«^^=0...,  (21) 


Google 


IS 

Die  erste  drückt  ein  rweitYieiliges  Hyperboloid  WU^  dio  IWOllO  ois 
Paral»o]oid  und  die  dritte  eine  Ebene. 

Um  den  zweiten  Tbetl  der  ailgemeioen  Aufgabe  auf  deo  spe- 
ciellen  Fall,  wenn  die  Fläche  F  ein  Ellipsoid  ist,  aDsnwenden, 
iieliiiioii  wir  an: 

II.  In  der  Ebeoe  ß  hefiode  lieh  ein  leoebtendei^  jedoeh  fester 
Punkt  jP,  dessen  Coordinaten  d,  c  sein  sollen;  ferner  sei  ein 
Ellipsoid  ^ofrehen,  das  sich  so  bewegt,  dass  sein  Mittelpunkt  in  der 
Ebene  seiner  beiden  Acliseii  2  /  und  2ß,  welche  sich  während  des» 
sen  Bewegung  immer  purallel  bleiben  sollen,  a)  eine  Ellipse,  b)  eine 
Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade  beschreibt  Weichet  ist 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  BegribtKUOgaevrfea  der  Sebstteo» 
welclie  jeaea  fillipsoid  in  seinen  verschiedenen  Lagen  auf  eine  Bit 
der  Ebene  der  Achsen  2^  und  2B  parallele  Ebene  ^  wirft,  WOBO 
dieae  tou  jener  den  Abstand  /t'  hat? 

Sind  X,  Y,  Z  die  veränderlichen  Coordinaten  eines  Punktes 
des  EUipsoids  io  irgend  einer  seiner  in  a)  angegebeoen  Lagen  j 
«iy  t  jene  seines  beweglichen  Mittelpunkts  und 


{if-H  j-^r  =  i....  (22) 


ilie  Gleichanjg  der  Ellipse,  aul  der  sich  jener  Mittelpunkt  bewegt, 
aa  ist  die  GleiehnDg  den  EUipioide: 

und  die  der  umhüllenden  Kegelfläche,  deren  Seheitel  sich  im  Punkt 
(«i»  6f  e)  befindet: 

Betzen  wir  in  dieser  Gleichung  Z=  —  A'y  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chung der  Curve,  io  welcher  die  Kegelfläebe  (23)  die  Ebene  JS? 
aclineidet,  d.  b.  die  Gleiebnoff  der  Corvo ,  weldio  den  Sebotton  be^ 

Sränzt,  den  das  Ellipsoid  (22)  in  irgend  einer  eeiner  Logen  nnf 
Io  BboBO  £'  wirft.  Dieae  iit  daher: 
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0ieso  Gleicbang  drückt  aber  eine  mit  der  durch  di^  GlMdlQflg^  (22) 
durgestellten  EUtpse  äholipHe  Kllipse  i^us.  ... 

Nebmeu  wir  statt  4er  LttiteBnre  (22)  (f«t  IlfittelpiiDkti  fon  El- 
lipgold  eine  Ii jperbel,  eine  V4fnMi,  «icr  ClifM0|  dma  HM- 
diuDgen  /  *  . 


■ 


sind,  80  erhalten  "wir  auf  n:1r'ir?ir  Weise,  Tvie  oben,  für  di<»  f>Je5- 
c1tiinc;cü  4er  Ortscurven  der  fraglichen  Mittelpunkte  respective  fol- 
gende: ,  '         .  ' 


Djc  erste  dieser  Gleichung-en  drückt  einr  ByperlK^l  ntis,  die  mit  der 
Lcitcnrve  (28)  ähnlich  ist;  die  zweite  eine  Pjjrnbel,  welche  eben* 
fuils  mii  der  entsprechenden  Leitparubi^l  (29)  ahniich  ist;  die  dritte 
endlich  eine  mit  der  Geraden  (30)  parallele  Gerade. 

III.  yVir  kfianea  auf  gleich«  Art  die  aSmlielieii  im^Üe»  in 
Beziehung  auf  andere  Fläeoen  des  aweiten  Grades  löeeBk,  nCbi  je^ 
doch  Wiederholungen  zu  veruieideii)  werden  wir  nur  D^b  bei  einer 
derselben  die  Res^tate- angeben*  '"^ 

Ist  nämlich 

die  Gleichung  eines  einiheiligcn  Hyperbuluids,  so  finden  wir  in  Be- 
itebmig  auf  die  in  Aufgabe  I.  gesteUte  Forderung  für  die  Cilei-: 
ebnng  der  Beg^änznnfiricarTe  des  Scbattene,  weleben  das  Hvperbor 
loid  auf  eine  Bkene  deren  Gleichung  x  =  —  A'  ist,  wirfl^  wenn 
{a/$  f/^  h)  die  fjoerdinaten  des  lencbteBden  Funktet  eind:  ' 


u 

Die  Coordiouleü      u  des  Mittelpunkts  dieser  Ciir?e  sind: 

C^-|-A>  C«+J^*  ' 

Beschreibt  der  leuchtende  Funkt  j^,  ^)  a)  in  der  Ebene  %=./s 
eine  Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Furubel,  d)  eine  Gerade,  de- 
GkicbangeD  respeetive  ^ 


•  •  •  • 


an) 


sind,  so  finden  wir  beziebungsweise  für  die  nieieliunp^en  der  Curve» 
welcbe  de;r  Ort  der  Sobatteycurven  Mittelpufikte  ist,  tolgeode: 

Wir  erkennen  aus  der  Form  dieser  Gleichutii^en  die  Acbniich* 
keit  der  Curvea,  welcbe  sie  ausdrücken,  mit  den  entsprecbenden  in 
No.  ;i7. 

Bleibt  aber  der  lenektende  Punkt,  dessen  Coordinaten  wir  jetzt 
mit  ^,  c  bexeielineD  wollen,  feit,  und  bewegt  sieh  das  Uyperbo* 
loid  so,  dasa  sein  Mittelpunkt  io  der  Ebene  der  Keblellipse  a)  eine 
Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade  beschreibt» 
und  die  drei  Achsen  des  bewegliehen  Hyperboloids  immer  mit  ibrer 
erst  gegebenen  Lage  parallel  hteiben,  so  finden  wir  bei  den  cflei- 
cben  angenommenen  Bezeichnnogen,  wie  i>eim  IJIi|)Soid  in  Aut- 
gabe II.,  für  irgend  eine  angegebene  Lage  des  Hyperboloids,  des- 
sen Gleichung: 

'     i'VT  +  l^-r-  iil  «1-  (m 

für  die  Gleichung  des  Sehattenkegels  abers 
+ «Ä»<?(a  —    ( X — «)  ( Z  —  <?) 
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im  Fall 

u*iC»  -f- <?»>»  U*  -4-  r4- 

Im  Fall  b):    ■  ;  " 

In  FaU  c):  ' 


....  (46) 


Im  FsH  d): 

Auch  diese  vier  Cuiren  sind  ähnlich  mit  jenen  in  (43).  Bei 
den  übrigen  Flachen  des  zweiten  Grades  wird  man  bei  ähnlichen 
UntersachuDffen  Re&ukate  erhalten,  welche  mit  den  bereits  gefun» 
denen  im  Allgemeinen  übereinstimmen. 


■ 
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III. 

U^ber  elliptische  Flacheiiraume. 

Von 

'  Herrn  L;  Mossbrnfger^'  ' 

.  Lehrer  der  Matbematik  an  der  l^antousscbiile  zu  Aarau. 


Es  bewep:t  sicli  ein  Punkt  P  inoerlialb  einer  Ellipse  DCßE, 
(Taf.  I.  Fig.  2),  deren  Achscu  2a,  sein  sollen,  so,  dass  wenn 
man  durch  denselben  parallel  mit  den  beiden  Aclisen  DB  und  FIC 
Lioieo  zieht,  wie  KS  und  iVX,  die  Fläcbeuräume  ACi\jL  und 
AK8B^  nvelcbe  swiscben  der  parallelen  Hstbacliae,  dem  von  jenen 
Linien  anf  der  andern  Acbae  abgeschnittene n  Stuck  und  dem  zwi« 
Bebenliegenden  elliptischen  Bogen  begrünzt  sind,  einander  gleich 
werden.    Welches  ist  der  p^eometrische  Ort  des  Punktes  PI 

Es  sei  AL  z=  x  ^  Lii  s=  AIC=  a:\  JKS  =  y\  so  ist  be- 
kaoDtlicih  der  Inhalt  der 

Flache  ACJVI. = |^V/a*  -  a:*  -H  ^  Are  ain      . . . .  (1) 

und  der  Inhalt  der 

Fläche  AJKSß  =        6*  -      -f-  y  Are  ain  (2) 

Noch  der  Bedingnng  der  Aufgabe  musa  also  die  Gleichung 

Itatt  üoden. 

I>ie8er  Gieicbuug  wird  aber  Genüge  geleistet,  wenn  wir  ent- 
weder die  traoBcendenten,  oder  die  algebraischen  Grössen  einander 
glekb  «€tM9$  dadnrcb  erhnllen  wir  in  ersten  Fells 


Are  iin  -y  i==  Are  ein 


filglieli  aneb 
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Im  zweiten  Fall  aber  bekommen  wir 
Lierant  iil  aber 


Nehmen  wir  denjeDigen  Werth  von  welcher  sich  bierans  far 
das  Zeicb«D  •+-  etgieM»  ao  crbiiltoii  wir:       =         «lao  wie- 

derum  ar'  =  =t  • 

Dieser  Wertli  wird  offenbar  die  Gleichnog  (3)  befriedigen«  Wir 
sehen  aber  daruus  ferner,  dass  es  nicht  nur  eineu,  soBdern  eine 
stctiji^e  Folj^e  von  Putikteu  giebt,  welche  der  io  der  Aufgabe  ge- 
gebenen Forderung  entsprecnen.  Bezeichueu  wir  daher  die  Coor- 
diaatea  dea  Terl^adertieiieD  Pnoktei  P  mit  t  nnd  so  bäben  wir 
ac  =  ty  op'ssvy  alao  ist  die  Gleicbiing  dea  gesachten  Orts: 

Bei  dieser  Gleicbnng  erkennen  wir  aber  auch  gleich,  dass  dnreh 

sie  die  beiden  Asymptoten  einer  Hyperbel  dargestellt  werden,  die 
mit  der  gegebenen  Ellipse  denselben  Mittelpunkt  bat,  und  deren 
Scbcitel  in  den  EDdj)unkten  der  grossen  Achse  2<ar  der  Ellipse  sind, 
deren  imag^inlirc  Aciise  aber  die  gleiche  absolute  Grösse  und  Lage 
bat,  wie  die  der  kleinem  Achse  26  der  p^egebenen  Ellipse,  die  also 
aiit^einein  unter  dem  Namen  einer  zugeurdueteo  liyperbel  bekannt 
ist.  Weil  aber  aus  dem  Obigen  aucb  folgt,  das^  der  elliptisebe 
Raum  CNnE  gleich  dem  eil.  R.  BStD^  so  haben  wir  den  allge- 
meinen^ so  viel  mir  bekannt  ist«  noeb  neuen  Satz: 

I.  Dass  wenn  man  aus  irg-end  einem  Punkt  der 
Asymptoten  einer  Hyperbel,  welcher  innerhalb  dcrziige* 
börigeu  Ellipse  liegt,  mit  den  Achsen  der  letztern  pa- 
rallele Sehnen  zieht,  alsdann  diejenigen  beiden  ellipti- 
acben  Ränme  einander  gleicb  aind,  deren  einer  von  der 
kleinen  Achse,  der  ibr  parallelen  Sehne  und  den  bei^eta 
elliptischen  Bogen,  welche  zwiaehen  jenen  liegen,  be« 
gränzt  ist;  der  andere  aber  ist  von  der  grossen  Achse 
der  ihr  parallelen  Sehne  und  den  beiden  zwischen  die- 
sen liegenden  elliptischen  Bogen  eingeschlossen. 

Mittelst  dieses  Satxes,  den  wir,  wie  hesser  unten  gezeigt  wird, 
nocb  weiter  ausdebnen  könneni  sindi  wir  im  Stande,  die  Gleiebheit 
einer  Menge  ellipiiseber  Räume  bersnieiten  und  deren  Fliehen  lellMt 
zu  bestimmen. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Allgemeinen  die  fernem  Be- 
stimmungen nur  auf  Theile  eines  einzigen  elliptischen  Quadranten, 
nämlich  von  ACFBA  beschränken,  und  zuerst  die  Vergleicbungen 
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iwkdiMi  4m  «lliiitiMbeii  F12db«DrIa«iii  iib4  altdMB  «ffit  4i« 

hm  BestiniiiODff  ilires  Inhalts  Tornehmen. 
Wir  ImImii  «alier  mM/th  d«»  obigen  Ms: 

.  ellipt  Raum  ^6xVX  =  €HipL  Kaum  AKSB   (5) 

Nehmen  wir  von  jeden  dieser  Riosi»  dM  Reeliteek  AKPis  liin- 
weg,  se  bleibt  I  , 

eil.  R,  KCAP=  elL  R.  LFSB  ....  (6) 

Ana  dem  ffefuDdenen  iillgemeinen  Satze  fulfft  ferner^  wennwSD.#*S 
femllel  Äß^  und  FT  parailet  AC  siebt,  daae 

eil.  R.  JCFT=  dl.  R.  J^Fß  ....  (7) 

«itliiD  Ist  nncb 

elL  R.  g  CiXF=  eil.  R.  T/"^^ ....  (8) 

Beschreiben  vir  endlich  das  Rechteck  ßßCeDgßi  nro  -die  gege- 
bene RIMpae  end  verlängern  TF  und  %F  bis  sie  die  Seiten  desiel* 
hen  in  V  und      treffen,  so  folgt  aua  (7)  und  (5),  daas 

eil.  R.  JLMFT=  eil.  R.  Ä^/  A  ....  (9) 

mitbin  iit  auch 

eil.  R.  «AJ^ssell.  R.  (10) 

vnd 

eil.  R.  UAVF=::t\].  R.  /'WY/iSf  (11) 

eil.  R.  CFß^ell  R.  ßFß.../  (1^) 

Ans  (8)  folgt  aber  auch 

eil.  R.  AFSC=  eil.  R.  AF8ß  ....  (13) 

Meboien  wir  ferner  ausserhalb  der  Elllpsp  BCDE  auf  einer  der 
Asymptoten;  z.  B.  auf  AFH,  eineu  beliebigen  Fuukt  jP  und  zie- 
hen P'Ä'  puraliei  mit  AB^  P'JL'  parallel  mit  AC^  so  folgt  aus 
(13),  dass  auch 

Renm  .CiSC'i^iF'ssRaDm  ^/^/^Z.  ....  (14) 

ist.  Da  wir  lieü  Puukt  P'  an  einem  ganz  beliebigen  Ort,  jedoch 
auf  eiuer  der  beiden  Asvwptoteo  liegend,  angenooimen  haben,  so 
ergiebt  sich  ans  üfo.  (le)  als  Brweitemog  des  Satsei  I.  noch  fei- 
gendto: 

II.   Wo  wir  anf  einer  der  Asymptoten  einer  Hyperbel 

f?incTi  Punkt  annehmen  und  von  demselben  auf  die  ver- 
längerten Achsen  der  zugehörigen  KIlipse  Perpendikel 
fällen,  so  iät  derRaum,  welcher  zwischen  einemsolchen 
Perpendikel,  dein  ihm  nicht  parallelen  AchsenstUck,  das 

«wiscbren  dem  SeMitel'-der  Ellifse  nnd  dem  Fosspunkt 


I 

j0aes  PerpenilikeU  liegt,  4««  Aaymptot«B«llieli,  4#ft 

swischen  dem  aoffeDOMmeoen  Punkt  und  ihren  Dnre^li'* 

sclinitt  mit  der  Ellipse  befiodlicb  ist.  und  endlich  xwi- 
seilen  dem  elliptiscben  Bogen,  welch  rr  zwischen  diesem 
Durchschnitt  und  jenem  Scheitel  befindlich  ist,  gleich 
^em  elliptischen  Raum,  der  von  den  analogen  Stücken 
auf  der  aadero  Seite  der  Asymptote  fc«|pr&ait  Ist. 

Zieheo  wir  BC^  so  wird  diese  tod  AR  la  Jt  balblrti  md-wl^ 
haben  ^JC:=silX  =  /fX=  ^X,  aad  wenn  wir  XF  parallel  aiit 
AC,  Ö/y  parallel  mit        ziehen,  so  ist  auch  AY=BY,  AT 
=  IT,  OF  =  IF  =  AF.   Also  ist  t^AOF=:^  AJF^  und 
J^ACXz^^ABXf  mitbin  ist  auch,  wegen  No.  13., 

eU.  B.  \CAJFO=B\l  R.  BSFI....  (15) 

nad 

eil.  R.  CMFX  =  eil.  R.  BSFX . .  • .  (16)  .     '  * 

Diese  Vergteiehongen,  ireiehe  alle  aas  de«  darcb  die  Oleiehaog^ 
^  (5)  dargestellten  und  ia  I.  durch  Worte  ^us^edriicktea  allgeaieiaea 
Satz  abgeleitet  sind,  lassen  sich  aoch  auf  vielfache  Art  yeraiebreii» 

Wir  "wonpn  jedooli  srhiiesslich ,  um  nicht  allzu  weitlänfijr  zu  wer- 
den, einige  Inhalte  der  bereits  verglichenen  elliptischeu  Räume  be- 
stimmen. 

Bezeich/ieu  wir  die  Coordinuteu  des  Punktes  F  mit  ^,  uäoi- 
lieb  AT=f,  TF=t^,  so  ßndea  wir  leiebt: 

Da  aber  nach  No.  (1) 

eil.  R.  ACFT=:i^a^  — -f  -  y  Are  sin 

so  ünden  wir  wegen  No.  (7J: 

eil.  R.  A%FB  =  eil.     ACFTz=z       4-  2)  ... .  (17) 

Aas  No.  (l),  (6)  nad  (8)  folgt: 

eil.  Ä.  ACAi'=:eU.  R,  Z/W^      '     ■  ' 

=  Ti^y^^  -  o;»  -  &r|  4-  ^  Are  sin  |- . . . .  (13) 
Aus  (17)  und  (8j  ist  über     .  . 

elL  R.  %CNF=  eil.  R.  TFSB  =  ^n^%) ....  (10) . 

Anar(l)^  (Uj  «ad  (J^lelgts^;    ;  .  ;  '  > 

eU.  R.  XA^iFT=eU.  .R.  /TgifÄ  Z  ;.,         , \  ..  '    \ , 
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An  (19.  (11^      (1«)  Mgtr-  . 

s^sF  -  2)     l^ll/SnirSS^  -  ^  Are  sin  |" ....  (21) 

nnd  auch  -      '  ^ 

eil.  a«  Tii4ffs=eU.  iL  CAOI* 

ss=|^il^^^-«|/2}H-y  Arctin^....  (») 

Ferner  findea  wir  Dock:  , 

eil.  R.  JjFiVC  =  eil.  R.  .iFSjB  =  ^  . . . .  (23) 

eil.  R.  C/7i=:eil.  R.  BFHs^ji^'^»)  ....  (24) 

eU.  a.  CAFOzpelU  R.  iri$'l!/sy44  — ^)  (3S|) 

Aus  (24)  und  (25)  iol^t  aucli ,  üh<;s  die  elliptischeD  Räume  CNFO^ 
lisSFl,  Cä\FH,  JU&FH  eiqaoiler  gkicii  sind. 
Ferner  ist  aneli 

eil.  R.  CFX  =  eil.  R.  iT/^X  =  ^(ir — 2)  ....  (2«) 

Aus  (19)  nnd  (26)  geht  aucIi  liervor,  dasa  die  eUiptitehen  Räume 
CJVFX,  ^JSFX,  ^CiVF,  BJSLFT  ebenfalls  einander  gleicli  sind. 

Setzen  wir  endlich  AJU  =  ae^t  sn  Itt  FU  =  — ,  und  wir 
finden  leieht,  dass 

•II.  R.  OFF'J^'^^n.  R.  ^/*P'/;'s=s^|4j?*«  — ««»^  ....  (27) 

Wir  "Würden  die  uämitclicn  Resultate  wie  in  (13J  und  (23)  er« 
halten  haben^  wenn  wir  4\e  Frage  gestellt  hätten: 

Wo  ist  der  Ort  des  Punktes  dass«  weun  APLr  (larallei  jiC 
gezogen  und  AF  bis  warn  Dnrehsebnitt  mit  der  Ellipse  verlftnsert 
wird»  aMsnn  der  Fläehenranm  ^CNF  gleieh  dem  elliptisenen 
Sactor  AFSB  wird! 

Denken  wir  uns,  um  die  Fi^or  nicht  mit  l.inicn  zu  überladen, 
es  sei  AFH  nicht  die  Asymptote  der  Hjperbel  e^Bg't  und  setzen 
AL,  =  ay  ALz=zi/,  AT=x\  FTssf'^  so  ist 

eil.  R.  ufCiKPss eil.  R.  ACNL^tl 

und 

eil.  Seet  AF&B = eil.  R.  BSFT'^  A  ^i^^» 

oder  da^:jPZs=:4r':sf  nnd  FJL^^=  ^Vm^^af^  ist,  so 
hihop  wir: 


SA 


«  :      .  . 

^Stet  AFSB  =  ^  Are  eon^. 
Folgliek  kaken  wir  4i«  BMUngoD^sgldchang: 

Ss  iit  aber 


Are  cos  —  ss  Are 

ff' 

mithin  wird  die  Gleiehnng  (28)  xu 


Setzen  ^wir  in  dieser  Gleipbang  die  traoscendenten  Grössen  einan- 
der gleich,  10  raoss  auch 


sein,  weraiu  wir 


erhalten. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  ar'  in  ffie  letzte  Gleichunff,  so 
finden  wir,  dass  d^8eU»en  nur  in  dem  Fall  genügt  «Hrd^  i^nn. 

^\  ^!^^  Pn^t  P  auf  JP  fallen,  und  es  er- 

g^ben  lieh  iriiid^^'^d^l^^^^  in       (13)  «wd  0»). 


V  j 


IV. 

Eatwickehnig  der  beiden  im  Literarliclieii 

richte,  No.  XVIII.  S.  278.  und  S.  279.  ange- 
führten Lehrsätze  des  Herrn  Clausen. 

• 

Von 

Herrn  A«  Göpel 
tu  Bflriin. 


Mau  erkennt  sehr  IcicLt^  dais  diese  beiden  Theoreme  zu  dtr 
CiattuDg  derjenigen  gehören,  welche  man  aus  der  Vergleichnng 
xweier  verscbiedeueo  Entwickeluuffeu  vou  eioer  und  denelbeii  Fiuw- 
tion  nach  Potonseii  ihnr  Vuiabeln  als  Corollare  erUUt  Sa  kann 
man  i.  B.  die  FoDction  (l-f-^)*^  «latM  nacb  das  biaoaiiialieD 
tiabnatea  aatwickala;  4i«a  |^abt 

M 

1  -I-  {m^m)iat     {m+m^^w^     •  •  • 

dann  kaun  man  sie  aber  auch  in  dai  Product  (1 -f-^)''(l 
▼arwaodaln  nod  jedea  Factor  aatwidkala}  diea  fgiebl 

4 

(1  -f-       Hr  m^jf*  -f-  •  • .  •)  (1  H->«|JpH-        «4-  •  •  •  •) 

oder 


Diaae  EntwickeluDg  ist  der  abigeu  gleich,  und  man  wird  also  auf 
^  die  Glaichbeit  der  GatfüelaalaiL  der  olaieliiiaiiigaB  Pötanaai  vaa  ae 
acbliaiian  köanen  vnd  alt  CoroUar  den  bekannton  Sate  erkalton: 


Er  koMst  nini  \m  FaHa  oniatar  baldeto  LebraStoa  mr  daraaf  an, 
gerade  diejenige  Reibaaantwiekalnng'  SQ  ftadan»  a»  iralebar  ila 

gefolrert  werden  können.  •  - 

'   Der  erste  Lehrsatz  ist  folg^ender: 


9>ieien 


Alle  CombiaatienaA  tob  gaaaeo  Zablca^  deren  Saauae  «  iit»  J 


4 


igitized  by  Google 


•  •  «  • 


,,und  die  Anzahl  d«r  gleicben  a,  a^,  seien  X,  A',  A,'^  ... * 
„der  gieiciiea         f>\ .'. seieo  fi, ^\  der  gj^icbesf  1 1^ 

jjI'*',  .  •  * .  seien     v',      • « • aa  ist 


»  > 

1 

%  1 

%  • 

1 

1 

a  .  a  •  a"  •  •  •  • 

,  A*A  «A  ••••• 

1 

1 

ß  »ft  %  ff  •  •  • « 
1 

1 

y .  y' .  y" . . .  • 

■ 

Zum. Beispiel,  wenn  i»=7y  so  hat  man  unter  andern  die  Conip 
bination  2  +  2+1  +  1  + Hier  wäre  etwa  a  =  2,  a'  ==  2» 
a"  =  1,  a'"  =  1,  «'^  =  1.  Unter  diesen  Zahlen  kommt  die 
2  zweimal,  die  1  dreimal  vor;  es  wäre  daher  ^l=p2,  X'x=.Z\  und 
dieser  Zerlegung  entspräche  daher  in  der  bewelaettden  QeidiiiDg 
du  Glieil 


-    .  2.2'2!3r 

*  ^ 

Cm  uun  die  Richtigkeit  derselben  darzutbnn,  betrachte  ich  deti 
Att9drbck  {A)  als  Coefficienten  von  jc**  oder  ^»♦^-KT-i^—  und  habe 
daher  für  Min  entee  «lied  datf  Prodoet 

a^"  1 


Ein  eolcliee  Plcodoet  Itoamt  aber  offenbar  vor,  wenn  ieb  eil» 

Beibe  ans  lauter  Gliedern  wie  — ,  d.  h.  die  Reihe  > 

bilde,  welehe  der  Kürze  wegen  mit  y  beseichnet  sein  MK»  ud 
wenn  ich  diese  Reihe  eben  so  oft  setze  als  die  Anzahl  der  ZabUn 
a,  a\  a'\  ....  anzeigt,  und  dann  sämmtHche  Reihen  mit  einander 
multipticire.  Ist  nämlich  p  die  Anzahl  der  in  der  Combination 
a  +  ^'  +  «+...  •  enthaiteaea  UUeder  und  wifd.  die  Fotenz  ^» 
d.  b*  das  Firoduct  -  i ' 
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1*"»^^  T 1"  "f -j" -f-. . . .| 

X -j^  4- -j- +  •y-l» . • . •  y 

X  u.  «.  w. 

entwickelt,  äo  hat  man  jedes  Glied  der  er&teu  Reibe  uut  jedem 
Gliede  der  sweiteii,  dritten  n.  ••  w.  bii  snr  leisten  so  nnltiplieirMi. 

In  der  ersten  Reibe  kommt  aber  das  Glied  io  der  zweiten  das 
Glied  ^«  in  der  dritten  das  Glied  ^  a.8«w.  m;  es  wird  also i« 
Prodnet  das  Glied  —  .  — r  .  -^r  . .  . .  Terkouen.  Inawiaekem  d» 

a      a       a  . 

d«s  Glied  -;7  aiebt  alkiAiin  der  ersten,  soadern  in  allen  übrigen 
Reiben  vurkommt,  und  da  dasselbe  aucb  voo  den  Gliedern 
.  • .  •  gilt,  so  wird  im  Prodnel  aMb  a«  B«  das  Glied 

iT'T'ir  

▼erkemmeD,  in  welchem  der  erste  l^actor  tod  der  ersten  Reibe,  der 
zweite  von  der  zweiten .  u.  s.  w.  berrubrt.    Das  Glied  —  •  —r- 

O  0 

.  —TT  . .  • .  wird  also  im  Prodnct  so  oft  Torkottmen,  als  man  ans  den 

Elementen  a,  a',  a"  p.  . .  vcn^cLiedene  Perniutatronen  bilden  kann. 
Die  Anzahl  dieser  Kleraente  ist  aber/;;  wären  sie  alle  voo  einan- 
der verschieden, .so  wire  die  Anzahl  ihrer  Permntationen  gleich  ft\ 
Nnn  zerfallen  sie  aber  der  Voranssetzung  zufolge  in  Gruppen,  wel- 
che zu  zu  Vy  u.  8.  w.  unter  sich  gleich  sind.  Daher  bescbrlnkt 
sich  Hie  Anzahl  ihrer  Buter  sich  vcnchiedenen  PerrnntatieneU  he* 
kanntUcb  auf 


In  der  fintfrickelnng  Ton  ^  erb&lt  das  Glied  ^  *  ^  •  •  •  •  • 
daker  diese  Zahl  sua  Ceelfieieiiten,  oder     efttliitt  im  GMed 

,       »ä"        .AI  ii' Iii"  l       ♦  <■ 
folglich  entk&lf  die  Gntwickelnng  von  ^  das  Gli^d 


ar»  1- 
«•«'.«"...••iU'U"! 
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lÜMselbe  gilt  n«t3rlie1i  jon  den  Gliedern 

r 

1 


in-  denen  die  ABsnhl  der  ZeUen  ß,  ß',  ß'', ebeofalls  gleich  p 
igt;  und  somit  wird  ei|  klnr,  .dais  der  Coefficient  von       in  der 

Bntwiekelbog  von  ^  ans  denjeoigen  Gliedern  dea  Aaidmeka  C^) 

beBtehen  wird,  welche  solcbea  Combinationen 


'  ■  •  •  • 


ß+ß'+^-i — 

zur  Summe  u  entspreehen,  in  denen  die  Aozabl  der  Ettmente  «r, 

«f,  ^"  (oder  /J,  ß\  ß''  u.  s.  w.)  gleich  p  ist. 

Geben  wir  nun  dem  sämmtliclx*  Wertbe  von  1  bia  zum  ÜB- 
eudlicben,  so  wird  in  der  Entwicl&eiuüg  der  Summe 


nacli  Püteuzen  von  a:  der  CoefHcient  vuo  a.'^'  aus  sämuitliclieii  Ulie- 
dem  dea  Auadmcke  {J)  beateben,  weil  die  Combinati^nen 

•  et  -f-  a'        -|-  •  •  •  • 

'     \  •  .  '      U.  .8.  W.,  ^  ' 

^onen  sie  entsprechen t  entweder  aua  einem  *  oder  aiia  zwei,  oder 
aus  meLreren  Elementen  besteben  müssen.  Die  Summe  (ß)  ist  nlst» 
der  iraglicbe  Ausdruck ^  auf  dessen  Aufüoduug  es  ankam,  uud  den 
man  jetzt  nur  noch  uuf  eine  andere  Art  nach  Poteuzeu  ?od  zu 
entwickeln  iiat,  um  äuiurt  üeu  Werth  de«  Aufdrucks  (jI)  durch 
Vergleicbüng  mit  dem  Coeffidenten  von  an  zu  erbafteo. 

Eigentlich  könnte  man  die  Summe  (B)  bei  dem  Gliede  ^  ab- 
brechen, 'well  die  höheren  Glieder  r^^rn  u.  s.  w.  ohnehin  höhere^ 

Potenzen  von  of  als  die  «ite  enthalten  uod  daher  auf  den  Coem- 
cienten  von  keinen  Einfluss  üben,  lodessen  köuneu  diese  hö- 
hereni  Gltcder  ans  demselben  Grande  anch  beibehalten  werden,  was 
nn  so  zweckmässiger  ist,  da  die  Summe  (B)  nur  dann  leicht  anf 
anderweitige  Art  nach  Potenzen  von  a:  entwickelt  werden  kann, 
^enn  sie  bla  ins  UBondliebe  fortgesetzt  wird.  Man  hat  nämlich 
bekanntlich 

r 

Nun  ist  aber 


Google 


'    ■   '     .         _L  *•  J_  JU/«  \ 


folglieh 

^  —  1«  i^jp  —  1  =  « -I- or' 


•  •  •  • 


Der  Coefficieut  von  or«,  welcher  dem  Ausdrucke  (^J  gleich  sein 
muss,  ist  in  dieser  Kntwickelunjr  aber  p^leicli  1.  Der  Lehrsatz  ist 
also  erwiesen.  Ein  dazu  gebörigeä  Beiä[>iei  ist  sciiun  ao  der  oben 
angeföhrtan  Stella  gegeben  wordeo»  und  ich  will  nnr  nneh  erwäh« 
■leD,  dasis  sich  das  Wilsooseha  Theoteai  aoa  userni  Lakmlia.  wie- 
dnram  als  Corollar  ergiebt. 

Ist  nämlich  n  eine  Primzahl,  so  kann  der  Ausdnick  (//)  nur 
zwei  Glieder  euthalten,  welche  den  Factor  n  im  ^ienoer  habe^:  es 
sind  diejenigen  beiden,  weiche  den.  Coaibinationen 

1»  nnd  1 +  1-1-1-1*' l  +  *«*-(MnaI) 

entsprechen.  Denn  entweder  ist  eine  der  Zahlen  a,  «'....  ofleich 
«»,  und  dies  kann  nur  bei  einer  einzigen  Combination  der  Fall  sein, 
weil  a  +  a'H-a"-f- . . , .  genau  gleich  n  sein  muss;  oder  eine  der 
Zahlen  A,  X\  X'\  ....  ist  gleich  und  dies  kann  wieder  nur  bei 
einer  einaigen  Combinatian  stattfinden,  weil  ^  A'  +  X'' +  . . 
mindestens  gleich  der  Anzahl  der  Elemente  et',  . . . .  sein  malt» 
diese  aber  höchstens  gleich  »  sein  kann,  in  welchem  Falle  a  =  s^ 
rr=a''=....  —1  ist.  Den  Iteiden  oben  angegebenen  Combinatio* 
nen  entsprechen  im  AusdruciL  (^)  di&  Glieder 

11 

und  sie  sind  daher  gleich  der  Einheit  weniger  den  übrigen  Glie- 
dern, folglich  gleich  einem  Bruche,  der  keinen  Factor  n  im  Nenner 

11 

hat  Ans^der  Samai«  -r*  +  ^  ninsa  daher  der  Factpt  js  im  Nen. 
ner  verschwinden,  fblglich  aoch  ans  dem  Prodnct  derselben  mit  der 

c^anzen  Zalil      —  1)!,  d.  h.  aus  ^ — ^  Dieser  Ausdruck  hat 

aber  keiue  anderen  Factoren  als  /i  im  Nenner,  er  muss  also  eine 
ganze  Zahl  sein;  und  hierin  besteht  eben  das  Wilsonsche  Theorem. 

Der  zweite  der  angeführten  Lehrsätze  ist  folgender: . 

„Die  Samme  der  Reihe 

1_J!L       (»~l)(w-~2)  (»7"2)(»-3)(it-4) 

„bis  ein  Glied  jrerseh windet,  ist: 

\  S  2         '  1        A  2 

,ijenacbdeni  n  beziehungsweise  von  der  Form  ist: 


I 
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Mit  der  Aiia1jif>^dM.B«weiiei  wHljcli  aidi  der  Eine  w«g«n 
niebt  aufhalten. 
«   El  irt 

(C)  /<»(1  -- jy-i^^'J  —  Ml  —  or)  =  /ü ^ =  ^^F^?* 
Wird  miA  dU  liaf^e  Seite  dadurch  eutwickelt,  daas  in  di^  Formel 

y  der  Reihe  nach  gleich,  je  —  jc*  und  a?  gesetzt  wird,  so  ergiebt 
•ich 

J7  —  —  JP)  T-  2  **"  $  •  •  *  " 

«»-^1      (1  —  a?)*«— l 

^  diesem  €liede  kann  man  abbrerhen,  denn  die  folgenden  wurden 
doch  keine  ntcu  Potenzen  von  je  mehr  erhalten.  Nun  ist  nach  de« 
biAMMflchen  JLebrsatze 

'  i—(i^Ä?)«»-i=:(»— 1)4?— («— +  ^ 

u.  s.  w. 

1  —  (1  —  or)»  fl=s  8ä? — 2,*» 
l-.(]^4r)  =5l.^. 

MalHplicirt  nwii  diese  GleichuDgen  nach  eipsnder  mit  j^:^»  »==3' 
•  T*  ^''^  addirt  dann  ulles,  so  bat  man 

•af"—- •••• 

II«  8.  W«  Us 

^*      •  •  •  * 


Der  Cdafficiapt  von      ist  in  dieser  Bntwiekainng  also 

I»  — 2   ^   II— «         »  — A 


Google 


tl 

ote 

*        2~.**"  1'  .    2.3  2.5.4 

bis  ein  Glied  finW  wird.  . 

Wird  «nn  anch  die  ndito  "Saite  dar  Clleiabiittg  <C),  oftmlieb 

lia-       ,  oder  /«(l  +      —       —  a?*)  aatwiekatt,  ao  aotapria- 

gen  aas  /j»(l-f-^')  Jauter  Glieder  von  der  Foren 

and  ans  — /m{l — a;^)  lauter  Glieder  van  der  Form 


Die  Potenz  kann  daher  nar  dann  vorkommen,  wenn  n  entwe- 
der durch  3,  oder  durch  2,  oder  durch  beide  zugleich  fhcilbiir  ist, 
also  wenn  i»  eioe  der  Formen  ^v,  6&  +  2,  3,  4  hat.  Der  Aufdruck 
{D)  Tcneliwindet  also,  wenn  n  eine  der  beiden  Formen  +  5 
kat. 

Suchen  nnn  den  CoefBcientan  von  or"  für  die  erstaren 
Fälle.  Wenn  m  nur  dorch  2  theiiliar  ist  und  also  eine  der  Foram 

^  bAt,  80  kommt  40*  nur  unter  den  GKodem  —  vor  nvl 

1  2 

lain  Coeffieient  ist      oder       da  jetzt  isssSr  ist. 

Wenn  m  nnr  dnreb  t  ^heilbar  ist  und  diso  die  Form  6fr +8 

hat,  so  kommt  a:"  nur  unter  den  Gliedern  ( — 1)^1—-  vor  und 
•  1  3  '  ^  ^ 

nein'  Coeffidont  ut  (*—  1)^^*^  oder     ,  da  jetxt  m  =  9§$  oad  ^ 

ungerade,  mitbin  ^     1  gerade  ist. 

Wann  acUieasHdi  »'Sowobl  dnreb-S»  als  dureb  3  theilbar  ist, 
und  also  die  Form  6tr  bat«  so  kommt  ir*  sowohl  unter  den  GUe- 

denn  ( — ly+^-rr-j  als  auch  unter  den  Gliedern  —  vor.   Dort  hat 

13' 
es  den  Coel&cienten  (<-*iy*^'^  oder  — da  jetxt  mas^  und 

|i  gerade,  mitbin  unji^erade  ist;  hier  bat  es  den  CoefBcienten 

12 

oder      da  «I  auch  =     ist.  Die  Summe  dieser  beiden  Coeffi« 

deuten  ist  aber  gleich  —  — . 

Faflsen  wir  alles  Vorstehende  zusammeD|  so  ergiebt  sieb«  dass 

der  Ausdruck  (/>)  oder 

1_ÜZJ  -5)     (i>-5)(^-6)(n-7)  , 

-  Ua  äft:  GUed  Ndt  wird^  gleiek 


Google 


_  JL,  0,  ±,  i..  0 

ist,  jenaclidem  n  eine  der  Formen  6t;,  2,  3,  4, '5  hat 

Wird  hier  i»-|-3  anstatt  m  gesetzt,  so  iat  die  Summe  der  Reihe 

♦ 

,      M    .  (//-l)(n-2)      (^~2)(«->S)(it-4)  . 

4 

gleich 

0   -L-  0 

jenacbdem  i»+3  die  Formen  6tr,  1^+1,  2>  3,  4,  5,  d.  h.  jeii««b- 
dem  m  die  FotMen  6» +3,  4,  It,  0,  1,  1^  hat;  oder  jeae  SttMO  iil 
gleich 

jenacbdem  «>  die  FornieD  6(r-h0,  1,  2,  3,  4»  5.  hat»  welches  der  zu 

heweiscnde  I.plirsntz  ist. 

Man  kann  über  auch  diese  lästige  ITnterscheidunii^  der  Formen 
von  «  vermeiden  und  eioen  generellen  Summenausdruck  für  (/?) 
finden,  weun  man  die  reclite  Seite  der  Gleicbuog^  (C)  mit  Hälfe  des 
ImagtDären  auf  eine  andere  Art  entwickeU.  Sind  nämlich  a  nnd  ß 
die  beiden  primitiven  Cubikwnrseln  der  Einheit ,  so  ist  a=co8 
-l-f  sin  |3r,  ß=w  -fJ^  — <  «n  <|ir,  o-h/Jes-^l,  äßtst^  nnd 
man  h^t  ^ 

In  den  Entwickelungen  dieser  drei  Glieder  kommt  die  Potenz  or" 
bezieblicb  mit  den  Coefficienten 

vor,  folglich  ist  der  Ausdruck  (/>)  gleich      '  .  . 

Ii 

fis  ist  aber 

a^  =  (cos  |;r     1  sin  |;r)»  ä  ees  -j- » 4  sin  y^r, 

■  ■  * 

27t  .  2» 

/S«  =  (cos{ir  —  f  sin  l»/*  =  cos  y  ;r  —  »  sin  -j^, 

2« 

daher  hat  man  (iQ 
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(^])»44^  2C0S  ^n-^i 


Wird  liier  wieder  i»  +  3  statt  n  gesetzt,  so  ist  die  Summe 
n        (w '  (n-2)(i»-8)(i>-4) 

  > 

woraus  wieder  die  obigeo  sechs  verscbiedeaea  Wertbe  tervorgeiien, 
wenn  man  die  Formen  der  Zthl  m  in  Bezug  auf  den  Modulus  6 
nDterscbeiden  wiH 

Znt  Üelniii|P  fnr  Lernende, füge  ich  noeh  einige  äiwfieke 


.     278 -f-  1 

sin  n 


(it-hl).  l)g  —  4.(<»  — 2)^-1-.... 


tu  in 

1«2«**«M  A»2«»««fl(^~2 

4)  Auch  der  im  4ten  Bande  No.  XML  zun  Beweise  vorgelegte 
Satz  gehört  hierher: 


•  •  •  • 


und  man  wird  sich  leicht  überzeugen,  dass  m  weder  reell  noch 
imaginär,  geschweige  denn  eine  ^esiti?«  ganze  Zahl  za  sein  braneht, 
wie  doirt  angegebeD  ist. 


Tb«ttfl. 


M 


V. 

Ueber  die  Rechnungsspielerei  im  Tlieile 
,  S.  223^  dieses  Archivs. 

Von 

Herrn  A.  Göpel 
la  Berlin. 


Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  iulgeude: 
Kilian  soll  die  Zahlen  yod  1  bia  9  deigeatalt  in  4aa  Sdienia 

^, schreiben,  dass  die  Summen  der  drei  Horizontalreilien,  der  drei 
„Verticalreihen  und  der  ersten  Diagonalr^be  (««  iy  gleielie 
„Werthe  ergeben/'  , 

'  Bezeichnet  man  die  drei  Horizontalreibeu  der  Kürze  wegen  be- 
»ehlich  mit  h^,  h^y      \  eben  so^die  VerticaLreiben  mit  v^^  v^^ 
die  erste  Diagonale  mit  «f,,  so  bat  sNin  die  Gleicbnngen 

1)   ^,  =     =         «I     tr^  =    =  ilj. . 

Nun  ist  über  Jie  Summe  aller  9  Zahlen  gleich  45;  folglich 

^1  "1- +    =  . 

woraiis  sieb  in  Verbindung  nil  1)  dib  Gleicbnngen. 

^,  =  15,    t;,  r=:15,  d^-=z\% 
2)    ^.  =  15,  r»=;5l5, 

ergeben,  von  denen  eine,  z.  B.  f ,  =  15,  weggelassen  werden  kann, 
weil  sie  sich  durch  die  übrigen  von  selbst  ertuUt  Es  bleiben  dem> 
Bbeb  aecbs  Olelebnngen  zur  Bestinmiang  der  nenn  Unbekannten, 
nnd  das  gewöhnlicbe  Verfiibren  würde  nun  weiter  darin  bestehen, 
dass  man  dreien  von  ibnen  ?ersuchsweise  beliebig  Werths 
ans  der  Zablenreibe  1 ....  9  beilegtOi  bis  man  zu  sftauiUicben  .Coai« 
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binationeD  gelat)<z;t  wnre,  welche  tür  die  iii»rip:(Mi  (>  (Inbekaunten 

feeignete  Werthe  iieteilen;  nämlich  Kukiic  Werthc,  die;  nebst  den 
willkührlich  angenouimc&eo  die  Zahlunreihe  1 ....  9  erschüüften^ 
Iii  dieser  Besiebuo|p  wSre  netere  Aufgabe  also  nicht  des  iSrwännene 
Werth.  Vielleieht  ist  eher  die  foI|Brende  Behandlung  ioi  Stende»  ihr' 
dadurch  einiges  Intereme  sn  Terleihen,  dess  sie  die  yersnche  regelt 
and  mindert. 

Die  Wirksamkeit  der  Autlösiing,  welche  ich  zu  geben  im  ßc- 
crift'  hib,  erstreckt  sich  viel  weiter  als  auf  die  vorliegende  Aufu^abe. 
Um  gleich  ihre  ganze  Bedeutung  erkenucn  zu  lassen^  stelle  ich  da- 
her die  folgende  Anfgi^,  welche  Jene  als  beiendern  Fell  In  sieh 
•chlieset 

,,Man  soll  nenn  beliebig  gegebene  Zahlen  dergeitall  in  dae 

„Schema 

fieinscbreiben ,  dass  die  Summen  «f-r^y  At*^*^»» 

,,</,  H- a;!piclip  Werthe  haben." 
Die  Bedeutunp;  iJcr  üuclisktticn  ^,  bis       ist  dieselbe  wie  oben. 
Bezeichnet  man  die  6uDioie  aller  neun  Zahlen  mit  «,  so  hat 

man 

tr,  Hr  er» -H  er«  SS  #  ' 

M«1ich 


». Vi) -i- f») (/i, -I- f ,) = 

nnd>  wegen  ^,  -h    =  ^»     f »  =     -t"  v»^' 

/'i  =1*. 

Die  BediDguQgea  der  Au%ahe  sind  also  ausgedrückt  durch  die 
(jlleichuugeo:  •      ■  ^ 

4)  //»-Hff;=SB|i 

5)  //, =|# 

Substitnirt  aan  hier  lUr  A,  hie  d^,  Ihre  Werthe  in  «bis  t,  so  er- 
hält 


7)   2a-f-/>-f-c-t-<!^-f-^  =  |*,     10)   Äi» 2e 2f  =  |# 

8* 


Google 


Addirt  mau  DUO  7j  ttod  H)  uod  zieiit  dBTon  9)  and  10)  ab,  80  er* 

giebt  sich 

U)   ^  +  i#=:^- 
,    atliltrt  man  7)  und  9)  und  zieht  davon  8)  und  10)  ob,  so  bat  man 

addin  man  8)  und  9)  und  sieht  davo»  7)  uod  10)  ab,  ao  wird 

13)  /-{-ÄssZat 
oder  mit  andern  Worten: 

.  .,yiHie  Gruppen  ^,  ä\  tf,  c\  h  bUden  drei  arithnetiicbe 
,, Proportionen'*.  * 
Umgekehrt:  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  sind  die  Bedingungen  der 
Aufgabe  erfüllt,  d.  b.  «reen  die  GJeiehnngen  11),  12),  13)  stattfin-^ 
deo,  so  ergeben  sich  daraus  die  Gleichimgen  7)  .bis  10).  Denn 
addirt  man  11),  12),  13)  und  fiigft  auf  beide|i  Selten  m'^€^i 
blnin,  so  bat  fian 

*  =  3(a      ^  4-  «) , 

oder  die  Gleichung  10).  Addirt  »en  11)  ni4  IS)  ond  fdgt  raf  bei- 
>   den  Seiten  %t  biosn,  so  hat  man 

2» -I- ^ -t- CJ -h       ^=  2(» -h  ^ -i- f) 

oder  die  Gleichung  7)  u.  s.  f. 

Desshalb  ist  oie  Aufgabe  folgendermaassen  ▼ollstilndig  gelöst: 
»yBfan  bilde  ans  oen  gegebenen  Zahlen  auf  ulle  mÖgliehen 
,»Arten  drei  Gruppen,  deren  jede  eine  arithmetische  Propartion 
,,sei;  und  setze  jede  dieser  Ternioneo  von  Gruppen  auf  »Ue  mög- 
liehen  Arten  der  Ternion      t,  d\  c%         h  gleich.'' 

«.  ■ 

Wendet  man  dies  r.  R.  auf  die  Zahlenreihe  I  bis  9  aU,  so  Sber- 
sieht  man  auf  einen  Blick,  dass  sich  aus  ihr  anf  die  ¥0^fescbfie- 
bene  Art  nnr  folgende  Gruppen  bilden  lassen: 

o)  1,  2,  3;  4,  5,  6;  7,  8,  9 

..     '        '           /    /5)  1,  2,  3;  4,  6,  8;  5,  7,  9 

y)  1,  3,  5;  2,  4,  6i  7,  8,  9 

d)  1,4,7$  2,  5,8;  3.0,  9. 

Man  wUrde  also  unter  andern  (aus  8.)  folgende  Auflösungen  er- 
halten: 

*  ^,  f,  d\  g.  €,  C',f,  «,  h 

2,  4,  Oj  1,  3,  §5  3f,  8,  9j 


y  Google 


woraus  die 


87 

» 

».      g,  e,  e;  /,  a,  h 
2,4,  «5I.».  *5»,  8,  7; 
Quadrate  entstehen: 

8,  2,  5  8,  3,  5 

6,  3,  7  uod  0,  9 
1,  9,  4  1,  7,  4, 


WeoB'  null  in  der  Aufgabe  (2)  noch  die  Bedinguoii^  liiozufügt, 

dass  =t',,  ^,  =  €^3,  ^3  =r,  sein  soll,  so  (Ihss  sämintliclie 
liucbstaben  ^,  bis  gleiche  Werthe  erbaltcii,  si»  trrten  zu  den 
GleicbuugCD  11),  12}«  13)  nur  uucb  die  Gleit  huitgen  //,  =  v^^ 
^i=r, ;  denn  aus  diesen  rolgeo  sehr  leicht  die  obigen:  h^'==.Vx% 
/i^=Vt,   Sa  muBS  also  seiu: 


oder 


Mithin  erleidet  die  Auflösung  unter  (2)  die  Beschrankunü;,  dass 
,,die  ixruppen       i,  ä-,       e,  c\f^  a,  h  nicht  nur  arithmetische 
„Proportionen  mit  einer  und  deraelben  Differeni,  aondern 
»Wien  tu  gleich  fallende  oder  steigende  sein  rnnMen'*. 


5; 

Wendet  nan  diea  'anf  die  ZaUenrelbe  1  bia  9  an,  so  erhält 
■an  die  AnllSsang  jener  sogenannten  Rechnungasplelerei*  Bs  er- 
hellt nämlioh»  dasa  ?on  den  unter  (3)  aofgefuhrten  Gruppen  die  /?) 
und  Y)  ausser  Betracbtuag  fallen i  nad  von  den  beiden  ani|^rn  giebt 
o)  a.  fi.  folgende  Anflöanng: 

^,  e,  c\ /,  a,  h 
l,  %  35  7,  8.  9i  4,  5,  d;  - 

•her  nach 

^,  «  »  fi\  gi      c\  /,  a,  h  ( 
,    3,  2,  Ii     8,  7j  6,  5.  4; 

woraus  die  beiden  Quadrate  entstehen: 

»,  I,  9       5,  »,  7 

3,  8,  4      und     1,  8,  «  '     ,  . 

7,  Ö,  i  .  »,  4,  2j 
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in  (Ionen  srimmtlirlip  Reihen  mit  Ausuuhuie  der  (hier  sir  G^eoannteo) 
zweiten  Oiagonalicilie  t;U'iolM'  Summen'',  nämlich  \s  oder  15,  geben. 
Dass  von  den  so  £\i  erzicleDdeu  ÄuÜüsunf^et]  mancbe,  wie  z.  B.  die 
eLeu  uugeiiiLrleii ,  als  ideatiscij  zu  hetracUteu  üiuii,  iät  eiu  Auderes 
uo4  überdien  uugeufällig  genug. 


VL 

Ueber  einen  Satz  von  der  Gonvergenz  der 

Reiben. 

Aus  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  C.  J.  Malmsten 
zu  Upsala  in  den  Nov.  Act  Reg.  Soc.  scient'iariiui  Upsaliensia. 
YoL  m  Upsaliae.  MDCCOXLIV.  p.  255.  mitgetheUt 


TOD 


dem  Herausgeber. 


In  einer  ,,Notc  sur  la  convcrgence  des  s^ries''  über- 
sctiriebencn  sehr  lesenswerthcD  Abhaodluog,  welche  in  dem  so  eben 
erscbienenen  neuesten  Baude  der  Schriften  der  KteiglicbeB  Sode* 
tät  der  WiBseDtebaflten  %n  Opsala  9.  a.  O.  abfredrackt  ist,  bat  Hwrr 
Professor  C«  J.  Halmsten  sa  Üpsala  (!<'n  fol tuenden  benerkeni» 
verthen  Satz  von  der  Convergens  der  Reiben  bewiesen: 

Seit  /{a:)  «ne  fonction  de  or,  ffui,  en  eonservant  le 
iiieuic  signe  pour  tuutes  valeurs  tres-consid^rables  dca:, 
u  toujours  en  diuiiuuaut  et  s'^vaoouit  pour  ar  =  oo;  si 


va 


/(«) 


les  sdries 


€o»a  ./(l)+Co8  2a  ./(2)-f-CoB3a  ./(3)+....+Gosiia>./t«)+etc. 
Sin  a  ./(l)H-SiD  2o  ./[2)+8iii  3^  ./(^)^^^Sm  ma  .A»)^^ 

sont  toüjonrs  con vergentes  pour  toutes  les  valeurs  dea, 
qui  De  sont  uas  intiiiiment  pr^s  de  0,  ijf,  kn^  etc. 

Nachdem  Herr  Professor  Malmsten  diesen  Satz^t  Hülfe  der 
Iniegralrecbnung  gerechtfertigt  b^t»  tagt  «r  «m  Scblnsie  seiner  Ab» 
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handlung:  A  präsent  uuus  alloos  doBner  pour  ce  tbeoreme  iinpor* 
taut  one  d^noostratioa  aussi  simple  qu'^JmeDtaire ,  qui  pour  cela 
■i6m«  nouB  MiiiUe  wä4ntw  nna  plaee  aanfles  Trait^  ^mentairat 
ites  s^fiafl»  Diesen  elementaren  Beweis  werde  ich  in  Folt^«  uden' 
den  Lesern  dca  Arcbiva  mt  daa  Herrn  Verfaaeere  eigenen  Worten 
nütlheilen. 

DdsisfDons  par  St  et  Sii  ies  iomnea.  mpectivea  des  Xr  prenuera 
termea  des  s^ries 

Goa  a./tl)  +  Coa  2oy(2)  H-  Caa  3a./(S)'«4-^+  Coa  «a./1(ii)H-  ele. 

Sin  a ./(l)  +  Sin  Äa^(2)  -i-  Sin  3«./(a) Sip  «a./(ii)4-  etc. 

il  a'enanit  q»e 


-     =  2^Coa  •> 

'  (I) 


ÄWw-     = 5  Sin  (il  H-  i)a  .f(k  +  i) 


lies  sdriesi  dont  U  a'agit,  sont  donc  coovergeotet  «i  |ionr  lea  va- 
lenrs  iofiniaient  grandea  de  k 

a^approcbent  iniinimeDt  de  z^ro,  quelque  graod  soit  le  oombre  en- 
tier  ttp  e'eafc  »  dire,  al  . 

,A  cause  des  formules  connues 

Cos  a=  ^iii(#4-^)-8m(tf-i) 


«.^  Ooc(g-f-^)  — Cog(g~^) 

on  ponra  aettre  lea  formnlea  (1)  aons  cette  foraie 


•       \    2Sin  y  '^^ 
«in  ^ 

d!*oii,  en  ae  rappelant  que 

SiD(i&4*^4-i)a=rSin  (j^+iH-l)» .  Coa  y--  Cos(i&4-l+l)a  •  Sin 
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«.pposant  pour  abr^ger  le.  «prCMioM 

M.»  las  ,„,«1^  ^    ^,  ^^^^^        ^  ^ 

A         f(i-i-  'Ii,.,, 

^oii,  Äant^  =  Qo  et  daa«  ce  cm 
OD  aura  imm^diatemeiit 
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Cela  ^ant,  ti  f(a:)  s^^ranooit  poor  les  v«l«an  inftilamt  fgnmim 
de       il  B'enaaU  ^videMent,  qne 

•  M 

A=o  et  A'=o, 

« 

et  partent,     wte  Au  fonmiw  ß)t 


uour  toutes  ies  valettrs  de       t^ui  ue  s'^apprucbeDt  iniiDimeot  de  0, 

C.  <t  F.  D. 


Note  Sur  Tlnt^grale  finie  le^j^. 

Monsieur  C.  J.  Malmst^n, 

Profeaseur  des  Matlieiikati<|ue8  k  rüiÜTersite  d'Uj»^ 

(Aus  den  NoTis  Actis  Renae  Societatis  scientiarum  Upsaliensis*   VoL  XII. 
üjwalia«»  liu.  iiiitg«dittl(  Tom  Hoaiugeber.) 


Etant  y  nne  fonction  eotiere  de  or«  on  sait  bien,  qae  rinU- 

«  *  f 

pent  tonjourt  se  tronver  aent  le  fome  finie  par  la  fomnle  eomim 

(•»-  Ij^^-y = «»y + g  +  AI»«*  .0  H-  Ol»*» .  ^ 

-|-ete. ....  (1) 

00  les  coöfficjeoB  sont  d^termin^  par  les  ^nadons  *) 


•)  Vojei  Lftcroix  Traite  des  Differ.  et  des  Sehes.  Parifc  18W» 
pag.  IM* 


Google 
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C(**_l)+i.i»e*+yf,^e*+^=6 

ete* 

Le  toat  consiste  ä  trouver  iine  expression  g^n^rale  pour  calcnler 

Tod  quelcoDque  de  ces  coefBciens  iod^pendninmcnt  des  autros.  En 
efiet  une  teile  expression  est  deja  trouv^e  par  Ey  telweio  maisi 
qne  je  sache,  personne  n'a  obsenr^  la  relation  iotime  de  ces  coeffi* 
cieoä  üux  d^riv^eä  äuccessiveä  de  la  fouclioa 

1 

C'est  cette  relation  ^ue  je  yaia  faire  connaitre  dans  la  note  pre» 
sente,  et  qui,  je  croiS)  doit  dtre  <rautaut  plus  importante,  qu'elle 
DOU8  fouroit  UQ  mojen  ais^  de  ilejuoutrer  rig^ureusement  la  for- 
male sysboftin»    :  '  .  - 

«     ,  —  1 

y  stallt  inip.  foBctioii  .de  ^« 


*    ^oit  y  UQC  tüQCÜoQ  entiere  de  a;  de  ^ieme  d^gr^^  et  äubsti- 

tuoDi  dwa  (1)       >  ' 

,      (e*-lM.,  (e*-l)^„  Xe»-lM.,  (^-l)^*tetc. 
ao  lieii  de 

jif       C,  D,  etc.; 
la  fermule  (1)  poiirre  6tre  pr^seiiUe  aons  cc^e  ferne 

2e^  =  BJj^e!^%  ....  pi) 

eü 


*)  Gnmdlebreu  der  hö^em  Anaijrsis  von  J.  A.£yteiweip.  IL  Bd.  §.9^ 
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Mais  par  la  fornule  eonnm 
oQ  aura 

ou  Gondora 

<?*y  =  (eÄ  — — ^i: — r2^^*), 

et,  en  posaat  y(0  an  lieu  de  v    x  . 

.    .  '  « 

Salmtituou  a  pr^nt  cctte  ?aleur  de  e*y(0  Uaus  (2):  se  raape- 
laut  qaa  »r*. 

=  0  pour  i^k^m 
OD  aiira  '  .  ^ 

ou^  si  Pon  pose  «laus  la  demiere  äumme  i  au  Üeu  de  «  + 


Od  en  coDdora        licile«^,  >oiir  la  MmliHtlott  dei  eoiSffi- 

eiens  JE: 

et  g^Q^ralement 


0  =  ^«(e*-l)4.*A^  -i^tl* 
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Ott  ettliB 

En  mtlMit       1  ä  k  place  de      ob  aara 

■ 

d'oü)  en  diff^reotiant  par  rapport  k  ^» 

-ai--iw^   M  r(M-|.i-^t)  

Mnltiplioiii  Ii  pr^eat  la  fonaale  (4)  par  al  an  ratrancboiia  (5); 
nana  aaraaa  T^aatiali 

■*       «I  ik=i  r(iii  +  l  — iCr) 


qni)  poar  6tre  aatiifalta»  eaige  Mdeianeal  qua 

4 

( 


dk 


i  ^taat  un  nombre  entier.  En  posant  ici  sneeatBiTa  i — 1» 
4^$,  ate.  aa  liau  da  1,  U  aa  idsaitara 

r(t-M)-"3ir* 

c^ait  k  dira,  ea  varta  da  (3), 

« 

« 

Voila  F^aatlan  trhB  simple,  qai  fiitt  dapaalira  la  dtenaiBatioB  des 
eaWeieai  Jl  da  razareMloB  adadrala  dca  ddiifdea  da  la  faaatiaB 


*az|ireMioB  gdadrali 

1 


Qoaat  ä  la  valaor  da 


'S., 
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clle  poiirra  se  trouver  imm^diatemeiit  par  unk  foraiiile  qiie  Dous 

avouä  autreiuU  deiDontrde  ),  savoir 


1 


1 


k-l  k-2  ^5-3. 


En  faifiAut  ici 


noiu  «irou 


im 


')  Th«oremata  Nova  de  Inttgr.  Oefin.  ete.   Upsaliae.   1842.  Gfe  JMäi9 
der  Matlieiiiatik  und  FJijsiE  von  Gnmect.  Ut  Tiu  p.  44. 
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Heber  das  reguläre  Siebzdmedc 

Nach  einem  Anfbatse  des  Herim  ift,  Amiot,  Pirofeeseur  an 
GoUege  Saint- Lonu,  in  den  NoaveHes  Annales  de  Malhtoa- 
%ae8.   Journal  des  candidate  anx  Cooles  poljteohniaae  et 
noimale,  rö^ige  par  Teranem  et  Chvono*  T.  IlL-  Paria, 
'    ,  1844.  p.  m.  fioei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber, 


.  WcDD  oaeli  die  ^Aklgende,  auf  die  Aufiösang  Vou  fünf  quadrati- 
schen GleicbuDgen  ^ebruclite  BerechnUDg-  des  regulären  Siebzebo- 
ecks  im  Kreise  nicht  eben  viel  Neues  enthält,  so  scheint  dieseH»e 
doch  deshalb  zu  verdienen,  aligeiueio  bekannt  und  bei'm  IJtiter- 
ricfate  benutzt  zu  werden,  weil  sie  bloss  die  elemeotarsteo  ü^ätze 
der  ebenen  Geometrie  in  Anspruch  uiminl«  ' 

WoDn  io  Taf,  t.  Fig.  3^  der  um  den  Mittelpunkt  0  mk  eiaeai  der 
Einheit  gleichen  Halbmesser  beschriebene  Kreis  ?on  dem  Punkte  Jl 
aas^ib  Mebaehn  gleiebe  Thette  eiagotheiH  Isl^  aad  die  Bogen 

^/r,  JC,  AD,  JE  \ 

fespective 

J-  ^  i.  A 

17'  17M7*  17 

der  ganzen  Peripherie  betrag'en;  so  ist  nach  dem  pjthagorältclien 
I.iebrsatze^  wie  auf  der  isitelie  erhellen  wird: 

1  ±5  ^AC*  +  (1  —  VAB^  —  iAC*)*, 
1  ==  \AD^  -I-  (1  —  VA  —  i^/^»J% 
1  =  ^AB*  (1  -  VAD*^^AE^)\ 
1  =  ^AB\'^  (1  —  VAE^  —  iAB'y  5 

woraus  man,  wenn  man  die  Quadrate  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichheitszeichen  gehörig  entwickelt»  leidit  erhält: 
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AB  =  %VAB^  —  i^C», 

4 

Man  gelangt  zu  diesen  Gieichungen  auch  unmittelbar,  wenn  man 
sich  von  den  Punkten  C,  E  auf  <len  Durchmesser  Per- 
pendikel  gefällt  denkt,  weil  man  danu  uach  einem  bekannten  geo- 
metrischen  S«tie  iie  Mg«iid«ii  P»porti«nen  hat: 

2 :  ABssi  ABl  V^AM^^  ^E*, 

2 :  AE=  ABl  VAE»^  —  \AB^. 

Madit  man  die  ol»igen  Gleidmogen  rational,  so  erhalt  naa: 

Aii^—^ß^  =  ^AC*^  \  \ 

AC*  —  JLäü*  =r — AB\  * 

AB*  —  4yiD^z=--^AE*,  I 

und  hieraus  ergiebt  sich  weiter:       -  'V  ' 

AB*  =  2±:\/T^AC% 
AC* sss^dsV^A-^AB*^     .        .  ^>    *  .i.. 
AB*sss  2±  VA^AB», 

AE^sst^zhV^A—AB^i 

wo  sich  nnn  fragt,  wie  die  Zeichen  zu  nehmen  sind,  was  leicht 
auf  folgende  iirt  entschieden  werdea  kann. 
WeilBämlieh 
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und  das  Quadrat  der  Sehne  des  vierten  Theils  der  Peripherie  2, 
das  Quadrat  des  DorchmesserB  oder  der  Sehne  der  halben  Periphe- 
rie 4  ist;  lo  ist  eüsnliar 

<4; 


ead  Ban  muss  also  in  den  drei  ersten  der  vier  obigen  Gleichnng^en 
das  untere,  in  der  vierten  Gleichung  dM  obere  ziehen  neboMB» 
d.  b,  man  muss 


oder 


•eisen.  ' 

BeMictaeli  wur  mm  ^  vier  Seinen 

jA^C^  JkxM^%  j^j^B 

durch      Vi  WQ  ist  oÖenbar  nach  dem  pjtbagoräiscben  Lehr- 

sätze 

vsl/4=rZD% 
«s|/4^r2]^)  , 

und  wir  haben  daher  nach  dem  Obigen  die  vier  folgenden  Glei« 
chungen: 

1)  { 
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Zieht  man  die  dritte  Gleichuüg  von  der  ersten,  uod  die  vierte 

Gieiciiuu^  vuu  der  zweiten  ab,  so  erbält  mao: 

I 

also,  wenn  man  nnltiplicirt  und  daan  anfliebt»  was  atch  aofibebeo 
.  oder 

3)   »tr  —  VW  Hh  wo?  —       =  1. 

Zieht  »an  die  zweite  Gleichong  von  der  ereteo,  die  dritte  Glei<- 
chuDg  voD  der  zweiten,  die  vierte  filleicbuug  von  der  dritten,  imd 
die  erate  Gl^iebnng  voo  der  vierten  ab,  ao  erbfilt  man: 

f>*  —  —  o?, 

o?*  — fi*  =s  — («H-»); 
also,  weoD  man  nnltiplicirt  und  aufbebt»  was  sich  aufbeben  lässt: 

* 

4)   («  — (ier-|-^)(j?—iOsas—l 

oder 

5)  (#v  —  ro:  -|-  tw?  —  tw)  (tuff — rdrH-ew— f(Kjr)sL 
Man  setze  nun 

Qnadrirt  Bau  die  erste  dieser  drei  Gleichungen,  so  erhilt  man: 

X*=:     w*  ^- «>» -t- «r*  H-\a?» 

—  2{isv  —  vw-^  nac  —  was) 

ahui,  weil  nach  1)  ' 

-H  f^» -h  »» -4- =  Jt  H- 8 

ist,  ui}d  wegen  der  Gleicbung  3J  uud  der  zweiten  der  Gleicbua* 
gea  0):  ' 

7)    X»  — X  — 2y=6. 
Die  GleiehiiDg  Si)  kann  man  auf  folgende  Art  4ar8tellen: 

Tk«UfI.  4 
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»0 

weoQ  man  onltiplicirt: 

.  d.  k  nacb  3) 

Nack  1)  ist  aber»  wie  mau  leiclit  ündet: 
=  u'^w     v*aB  —       -f-  ae^p 

SSB3       {uV  —  fW       «iP  —  W») 

-f-  2( —  u  -4-   4-    -4-  4f )  -i-  4(f    —  utv) 

♦ 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

V 

Quadrirt  man  die  zweite  der  Gieiehnngen  ö),  so  erhält  man: 

d.  i.  .  , 

Nach  1)  ist  aber,  wie  naii  leiett  indel: 

■ 

d.  i.    .  •  ' 
und  folglich  naeli  dem  Obigen 

Weil  nun  aber  nach  S) 

ist»  so  erhält  man  die  Gleichung 

9)  r)-+-Z=:  — 3. 

Zwischen  den  C>  rissen  X,  JF»  Z  hat  man  daher  jetst  die  diet 
folgenden  Gleiobungen: 


Google 


öl 

X»  — X  — 2r  =  6, 


oder 


.  X(X-l)  =  2(y-4-3), 

11)  r(rHh3)=-2(x-i), 


Miiltiplicirt  matt  die  bcideu  ersten  GUicbuDg^eo  in  einander,  lo  er« 
liäit  man  die  Gleichuu^ 

12)  (xr+4)(x-i)(y-i-a)=?o, 

welche  für 

xr=-4,  x=±i,  3 

erföllt  iit.  FQr  X=t  folgt  ftiis  der  ersten  usd  drilteo  der  Gleil 
ehuDireii  11)  Bogleicb  Y=  —  3  und  Z  ==  l.  Für  F=^3  folgt 

aus  der  zweiten  und  dritten  derselben  Gleichungen  X  =  1  und 
Z  =  1.  In  beiden  Fällen  wäre  folglich  Z  ]H>sitiv .  wus  ungereioit 
ist,  da  nach  dem  Obigen  Z  r=  —  uvwa: ^üothvfeüdi^  eine  negalivo 
Grösse  sein  muss.    Also  kann  nur  '  < 

13)  xr==-T4 

sein.  Gliminirt  man  aus  dieser  Gleicluitigr  und  aus  der  ersten  der 
Gleichungen  10)  die  Grösse       so  erhalt  man  die  Gleichung 

14)  X*  — X«  — ex  +  8=o, 

und  wenn  man  aus  der  tüeichung  13)  nnd  der  zweiten  der  C!ei- 
chuogen  10)  die  Grösse  X  elimintrt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

15)    r»4-8y«— «F— 8  =  0. 

Eine  Wurzel  der  fJleicbiinü:  l  'O  ist  2,  und  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung 15)  ist  —  2.  Dividirt  man  also  die  Fuuctiuueu  dieser  beiden 
Gleichungen  res(>ective  durch  X  —  ^  uud  F+^j  so  erhält  man 
die  beiden  folgeodeo  GleicbangeD: 

16)  (X  — »)(X»+X  — 4}  =  0 

nod 

■ 

17)  (y+2)(yv-f- y— 4)=:0.^ 

Die  Gleichung  16)  ist  für  X  =  2,  und  die  Gleiebung  17)  ist  für 
.  y=  —  2  erfüllt,  welchem  letzteren  Wertbe  wegen  der  Gleichung 
13)  wieder  der  Werth  Xs=2  entspricht.   Nun  ist  aber  offenbar 

also 
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d,  i. 

und  folgUcU  um  so  mehr 

d.  i.  X>-2,  Also  kann  nach  dtm  Obicreo  weder  X  =  2,  noch 
y  =  —  2  sein,  und  nach  16)  und  17)  baben  wir  ditber  die  beiden 
folgenden  Gleif^hungen : 

18)  X«-l-  X--  4  =  0 

und  ^ 

19)  y»+y— 4  =  0. 

«  4 

Anth  etkellet  ans  dem  Torberft beuden  zugleicb«  das«  X  positiv, 
folgUeb  wegen  der  Gleichung  13)  die  GrSsBe  Y  negativ  ist,  und 
BUS  (Ion  Gleichungen  18)  und  19)  ergiebt  sich  daher  jetgt»  dass  X 

und  y  respective  die  positiv«  nrid  tipc^ative  Wurzel  einer  nod  der- 
selben quadratischen  Gleicbungi  welche  wir  überhau|it  durch 

20)  ^»-h  i/— 4=;0 

bezeichnen  wolieu,  äiud.    Mittelst  der  dritten  der  GleicbuDgen  II) 
iiudet  man  leicht  Z=:  —  1. 
Setseo  wir  nun 

Wx  =:  —  uw, 

I  mSm         von  \ 

SO  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgeeden  Cleichnngen: 

■•K^^'vien  wir  hierzu  nocli  din  Clptrltunc;-  2)  und  lieachten,  dass 
X  ^rz  —  \  ist ,  SO  erhalten  wir  die  beiden  iolgeuden  Systeme  von 
GkichuDgeu:  .  \  ' 

23)  if.  H-r,  sr  X,  ».t^,  l 

und 

24)   ft'i  4-  or,  =  y,  fe^^or,  =  —  L 
Ans  den  beiden  ersten  Gleicbnigen  ergiebt  sieh: 

— — 1=50, 
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und  UM  den  beiden  ietxten  Gleicbuegen  folgt: 

.«^,*-r«.. -1=0. 

Weil  buo  tf^=:p-^-af  offenbar  positiir,  wegmii  der  Gleichung 
=r  ^ —  1  also  «#i  Df^ativ  isf,  so  sind  «/,  una  p^  retpective  die 
negative  uod  positive  Wurzel  der  Gleicbaog 

Weil  jr,  r=:v:v  offenbar  positiv,  weg^en  der  GIeic!iun<3f  f*",/r,  — —  1 
nhn  if\  n(>!?utiv  ist,  so  sind  fv^  uod  or«  respeotive  die  negative  und 
positive  Wurzel  der  Gleichung 

Macb  21)  baben  wir  die  beiden  folgenden  Systeme  von  Gleiehnngto: 

27)  w  —  u=:u^,  uwzzz  —  fCTj 

und 

28)  fr+^s=sfr,,  «rar  SS 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergieht  sieb 

»•  -H       -4- =  0, 

and  ana  den  beiden  letaten  Gleielrangen  folgt: 

^«  —  «r,  ^ -I- a?,  =  0. 
Weil  Wx  negativ  ist»  so  baben  die  Warzeln  der  Gleichung 

29)  r/,»— «, //,  4-/^,  =0 

entgefpengeaetate  Torzeiehen,  und  es  erhellet  aus  dem  Obigen  leiebf » 

dass  die  negative  und  positive  Wurzel  dieser  Gleichung  respeotive 
die  Grössen  —  u  und  w  liefern.  Weil  ferner  positiv  ist,  so  ba« 
ben  die  Wurzeln  der  Gleiebnng 

|leicbe  Vorselcben,  und  sind,  weil  aneh  r,  positiv  ist,  beide  posi* 
tiv.  Weil  nun  offenbar  v  >  rv  ist  ,  so  erhellet  aus  dem  Obigen, 
dass  die  p^rössere  und  kleinere  der  boi(i<  n  positiven  Wurzein  der 
vorhergehenden  Gleichuog  respective  die  beiden  Grössen  v  und  x 

liefern. 

Nach  dem  Vorfaergebenden  redncirt  sich  also  die  Berechnunff 
dei  reffuläran  Siebaebnaeks  im  Kraisa  aaf  dia  Anflösung  dar  lÜM 
folg«ftd«B  qnadraliaeban  Giaicbuogen: 
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f/,*  — —  1  =  0, 
31)    (^,«-T  yi7,— IäO, 

r/,»  —   ^s^,  -H  «'i  =  0, 

£7^*  —     f/^  -f-  ^,  =3  0. 

Die  positive  und  negative  Wnriel  der  ersten  GleicTiung  tiefem  re- 
suective  X  und  Y.  Die  negative  und  positive  Wurzel  der  zweiten 
Gleichung  üpfcrn  </,  und  f,.  Die  negative  und  positive  Wurzel 
der  dritten  (ileichunsT  liefern  n\  und  jr,.  Die  negative  und  [tosi- 
tive  W  urzel  der  vierten  Gleichung  liefern  — u  und  Die  grüäsere 
wbA  kleinere  ^der  beiden  positiven  Wnr«%ln  der  Unften  Gleichuiij)^ 
liefern  v  und  es. 

Die  Grösse  X  ist  die  Seite  des  regulues  Vieninddr^lBMgoek'« 
Die  Seite  des  regniären  Siebsehnecks  ist 


AB  =  1/4  —     __  1/ ^2  —  f#)  (2  4-  «). 

Dnreb  die  wirkliebe  Auflosong  der  obigen  quadratiscben  Gleieboii- 
gen  erbält  man  nacb  Herrn  Amiot; 

X=^(V/17-1),  y==-i(|/17H-l); 

•r,  =  •  1  \./Vi  —  !  —  \/{%\  ^  2V/17)f , 
=s=  i  t  IX 17  -  H- t/(34  -  21/17)  I ; 

=  ^  II  i/17  + 1  +  V/(34  -I-  2»/17)f . 

j«|/[68^-i4l/17-4v/(^ö-WK17)+16l/(34— 2i/17)ir 
j    l/n-l-\/(34-2t/(l7)  1 
I  H-V/p»+UV/l7-4V/(17<>-«H/l'nH^M|>^(Bd-^»/17^^  I ' 
i    V/17— H-t^(34-2V/17)  Y 
i  -^V/(^l'ik^nH-4i/(17(^a(4/i7>-.i«V^(M4^V/A7)l ) ' 

(  1/17— l-f-\/(:34-2v/17)  1 
}  -  V/l68+14V/n-|-4|/(170-2^/17Hl«l/(344-2v/l7)l  1  * 

Um  aus  den  d h  i<  {lunjrea  31)  eine  Construction  des  regulären 
SieUxeijnecks  ui>/.uleiien ,  Wullen  wir  dieselben,  ibden  wir^  d^D 
Holbmefiaeff  immer  der  Einheit  gleich  anuelimend» 

1  .(—»,)  =5  1  .  ^,  S5S 

d.  i. 

1  :  f/i  z=.  m  :  —  ti\i 

1 :  M  =  /«  :  '  ) 
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setzeo»  inerit  auf  die  folgedüe  Form  bringen: 

1J  =  1. 

In  Taf.  h  Fig.  4^  Debmen  wir  ttnli  ttlerat 

so  ist^Daeh  eineni  bekannten  geovetriaehen  Satse 

0V.0V'  =  4, 

also 

oder 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 
Nnn  nebme  man 

fto  ist  nach  demielben  Satze  t^le  vorher 

A^U,.ji^IJ\==zl  und  A^U^.A^Ü\  = 


alio 


nnd 


oder 


vn4 


A^l/\.{A,L\  —  -X)  =  l 

.  K-t-  j,  tr,)  -  JC|  =  1 

(- A,U,)  .\i~  .1,1/,) -T\==l, 

(+ ^. £/',).       «/',)-  y>=i 


06 

Also  ist  oacli  dem  Obigen 

üüd 

iPi  =  —  -4.  f/ji,  or,  :=  r|-  ^1 

Nao  CoDstraire  man^  wie  aus  der  Figur  oboe  weitere  J^rläuteruoff 
nit  bibreichender  Deutlichkeit  enichtuch  ist,  die  Grössen 


«nd  Dehae 

so  ist 
also 


ji,®  =      «K,  0€>  =  i^,  ü, ; 
A,ü\.id,lP.^ßi,)z=xm* 


oder 


(-  A,U,)  .  1(-  J,U,)  -n,\=m\ 
A,ir,).  1(4-      £/',)  ~  ü,  l  =  »»; 

und  folglieh,  noch  dem  Obigen 

u=A,U,,w=,A,U\. 

Endlich  nehme  man 

A,^z=zA,%  A,^z=:A,C\ 

und  mache  die  Coostructioo  weiter  wie  die  ^igur  xeigt/  so  ist  of* 

fenbar 


also 


oder 


A^u^.A^ir^=i^; 

A,l/\.(Pi^A,V\)i=sf^* 


(4-  A,  V\)  U-h  A,  ü\)  ^p,\=^H^i 
und  folglich  Dacb  dem  Obigen 

Auf  diese  Weise  sind  also  die  Grössen  f/.  v,  uf,  «  durch  Cos« 
fttruction  gefunden«  üuiem  dieselben  nach  der  Reibe 

A,U,,A,U^,A,V\,A,L\ 
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sind,  OB^  dftM  sieh  bqd  «oek  d«i  reguläre  SiebzehDeck  leicbt  con* 
»traireii.  iSut,  •rbcllet  auf  der  Steile,  tadem  aiaa  Man  A^^ß 
zu  machen  braucht,  wo  daira  der  Bagea  AiB  dar  aleb« 

sehnte  llieil  der  Peripherie  sein  wird. 

NachPankcr's  Fundamenten  der  Geometrie.  Fünfter 
bis  Siebenter  Curaus.  Mi  tau.  1842.  S,43.  ui,  weoa  der  Durcb- 
inejsser  der  Einheit  fi^leicb  gesetzt  wird, 

-     u  =0,98897309968390  ' 
tr  =0,93247282940435 

«e;  =  0,73900891 7 -i2uü5 
^  =;  0,09220835940330 

ttod  die  Saite  des  regulären  Siebzebnecks,  ebeafalla  ia  Bezug  auf 
den  Durebmeiier  als  BiBbeit,  ist 

0,18374951781057. 

In  dem  genannten  vortrefflichen  üuche  findet  man  überhaupt  eine 
groase  jUaabl  genauer  naaMrisofaer  Angaben ,  welches  keiner  der 
geriDgateii  VeraKge  deaaelb^  iet. 


IX. 

Allgemeines  Kriterium  für  die  Fälle,  in  welciien 
die  Logarithmen  rationale  Brüche  sind,  nebst 
einer  Methode»  die  letztem  aufsnfindeD. 

Von 

Herrn  Arndt» 

Lebrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund« 


Wenn  in  der  Gleichung  h^z=zA  gegeben  sind  b  undy^«  so  ist 
meine  Aufgabe,  die  BediDguogen  des  gegenseitigen  ZusaanBeabaags 
xwiacbeb  b  vad^  aafsnsucheD,  dumit  x  eio  rationaler  Bruch  werde. 
A  ist  eine  peaiftive  ganze  Zahl,  and  b  die  Basis  des  logarithmi- 
schen Systems,  welches  also  einp  positive  ganze^  die  Einheit  über- 
steigende Zabi  ist.  Ks  heisst  beitanntlicb  X  der  Logarithmus 
von  A  in  Bezug  auf  die  Basis  (f,        -  , 
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Begreiflicherweise  kann  diese  meine  Aufgabe  nur  durch  die 
Pridcipien  der  bülioru  Zohlentheorie  gelöst  werden,  und  wir 
erhtilten  soüiit  eine  neue  Anwendung  dieses  schönen  Zweiges  der 
Mathematik.  Die  Methode  der  Betracbtuug  wird  zugleich  ein  Mit« 
tel  M  die  Baad  ^ebeo«  die  Logarithaied»  nilla  ale  mtiaad«  Bfüdie 
sittd)  auf  eiae  aieialicb  eroftieM  Arl»  ahfte  flalfe  der  böhera  Aaa» 
lysis,  gans  geoan  aufsufiadea. 

Der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  setze  ich      —  — ,  nad 

nehmo,  wozu  ich  berechtigt  bin,  an,  dass  dieser  Bruch  auf  seine 
klt  iiit^te  Benennung  gebracht  sei«  oder  die  ganzen  Zahlen  m  und 
n  relative  Primzahlen  seien. 

I.   Nna  sei  saydrdertt  h^A.  Da  I^^A^y  60  wird  m  klei- 

oer  als       oder       ein  achter  Bruch  sein.  Weil  letztere  Gleichung 

erfordert,  dass  h*^  durch  A  theilbar  ist,  so  kdoaea  A  vad  b  nicht 
relative  Primzahlen  sofn,  sondern  müssen  ein  grösstes  gemeinschaft* 
liebes  (von  der  Einheit  vefschiftdcnes)  3Jnas«s  (9  hahen,  so  dass 
Ä  =  0^,,  und  A'=.0A^  gesetzt  werden  kann^  und  ^,  zu  re- 
lative Primzahl  ist.  hierdurch  gebt,  obige  Gleichung  über  iu  l^i^* 
lesa  ^^Ax^*  mnti  alsa  Wieda?  •  durch  A^  thaitbai'  aeiat 
da  aber  A^  aa  ^,  relative  PriaiaaM,  M  kam  A^  tvtfr  dia'  BtalMdt 
sein,  und  dann  ist  A  =  0,  also  br^Ab^» 

Die  Gleichung  b»*=zA**y  in  weleber  6'^Ay  kann  also  nur 
dann  in  stanzen  Zahlen  anfgelasi  werden»  wenn  b  durch  A  ohne 

Rest  theilbar  ist. 

Die  Gleichung  ä,"  =  (9«— ''»^,"  gebt  durch  die  Substitutionen 
von  ut/,  —  1  und  A=^&  iiber  in  b  zzz  A**~^,  Ist  also  b^  nücb 
grösser  als  A^  so  darf  auf  diese  Gleichung  derselbe  Schluss,  wia 
anf  die  ursprünglicbe  aagewandt  werden,  aämlicb  es  muss  Toa 
Neuem  ^,  durch  A  theilbar  aeiBy  and  wenn  dieses  ist,  so  kommt 
es  auf  die  Gleichung  ^,«*— ^ai-a«  indem  b^^Ah^  geaatst 
worden. 

Ist  b^  auch  noch  grösser  als  4 ,  so  muihs  es  durch  A  theilbar 
sein,  und  wenn  demnach  b^zs,Ab^  gesetzt  wird,  so  ist  za  lösen 
die  Gleichung  <^,^  =  ^«-^. 

Diese  Schlüsse  filrfaa  so  lange  fortgesetzt  werden,  als  die  neue 
Warxel  noeb  n^rosser  als  A  ist 

Trifft  es  sich  also,  dass  eine  beliebige  Wnrxel  bk^'^Aj  nad 
ntebt  durch  A  tbeilbar  ist^  SO  kaan  die  nrspriinglicba  Gleiebnag 
iß^s^A"  in  ganzen  Zahlen  nicht  auflösbar  sein. 

Kommt  man  aber  durch  die  fortgesetzte  DiTision,  wie  sie  ahen 
angedeutet  ist,  endlich  auf  den  Quotienten  1,  in  welchem  Falle  ^ 
eine  genaue  Potenz  von  A  =z  A^  ist,  so  wird  b^^zzA^'^y  also 

■  .  fl  JS 

A'*=A*^t  n=ßMf  folglich  ^ss-^,  «ad  —  eine  gaaaa  Zobli 
«  da  aber  m  zu  n  prim,  so  kann  m  nur  I  nein,  Jk  =  th  also  biss^, 

oder  b'*  sasA.  Findet  man  also»  daas  dta  Basis  b  eina  vollständiga 


m 


Puteirz  von  A,  z.  B.  =  A^  ist,  so  wird  die  Gieichnng  b*^  =: Jl 
atets  aod  nur  aufgelöst  durch  i»  =  ^  und  «fasse  1.  Z.  B.  i253zsS»'i 

1  •  ^ 

also  125*  s=  5. 
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z.  B.  ^sssA^.Skt  wa  kki^Ay  flo  hst  Mn/u«h  teo  Obigen 
vleichnng  sa  geofigvo: 

* 

^  A^'^hk%  sa  Ux^n  sieb  «Ue  Torigen  SkUiuse  auf  diM 
iiuDg  voo  Nenen  onwendeo,  wenn  mn  rar  A  ail  ^  ver* 

«ascht. 

Nämlich  ist       e^ixt  Dicht  tiurch       uiiue  Rest  theilbar,  so  kann 
die  Gleicliun^  iu  gauzen  Zahlen  nicht  aufgelöst  werden.  Ist  aber 

durch  f^k  tbeilbar,  so  sei       die  höchste  Potenz  von  ä^,  wtlclie  in 

A  aufgeht;  ist  der  Quotient  1,  so  genügen  unserer  urspriinglirlien 
Gleichung  ganze  Zahlen,  ist  der  Quotient  grosser  als  /ji,^  ho  ist 
die  Gleichung  unlösbar,  ist  er  endlich  kleiner  als         oder  A 

zss  i^Aif  wo  A^^öky  80  bat  man  der  Gleichung  zu  geuiigen: 


und  da  jetzt  Ifk  A^^  so  werden  auf  diese  Glekbung  wieder  die 
vorigen  Schlüsse  angewandt 

Demnacb  haben  wir  faigeade  Eaiha  Yaa  ClleichaDgea: 


Id  deuseiheu  ist  bk-tC  Ai.^  Ai<ffff,,  f/a^  u.  s.  w.  Soll  also 
unsere  obige  Gleichung  in  ganzen  Z>iiiit;u  autlösbar  sein,  uiuss 
dar  xw^ita  Faji^or  auf  der  Keehtett  anglich  die  EiD^eitrir^rdeo.  wcl- 

'  -  Jedacb  ^Igt  aus  unserer  Analyse  nocb  nicht,  dass  die  Glet« 
ttifl&dtt' fiA)  Irtrl^eb  'au^  uäi  bebailii^tt  kti  ditrf(n& 

dass  die  Clricluint^  6"  A  in  guiüten  Zahlen  ;niil(ts!'.'ir  sei.  Dasg 
dies  hieb  aber  wirklich  so  verhalte,  ersieht  man  auä  deo  aligcmei« 
ipk.  Anadraeken  lAt"^  ftüd*  41;  d}^  ic^«ti^  obige^  ii^tettbliata  aaf 
ilarfblgende  Weisif^ferlelte.  '^^        '  •  > 

1/  Snbatituirt  man  den  Werth  von  A  kh'^f'^^Mim  llelaifab 
ift^:«lia  eiele«  an4 aetat  4ier  KfiM  batbet  •        ,  -  r< 

so  entsteht 
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2.  Subsdtuirt  man  dco  Werth  Toa  aus  der  dritten  &elntion 
in  die««  Gleichuog«  so  wird,  für 

3.  SiibstUuirt  man  in  diese  Gieichiiog  den  Weräi  ?on  ji^  am 
der  viertea  ReiutioD,  so/wird,  für 

\.  Substituirt  man  in  diese  Gleicbnng  den  Werth  von  /y«  am 
der  tüulten  Relation,  so  wird,  tür 

Geht  man  nicht  von  drr  ersten  Relation  aus,  sondern  Yon  der  zwei- 
ten, so  erhält  man  guuz  ebenso 

wenn  nach  und  nach  gesetzt  wird: 

a>+l=/»',  ^V<4-;i=SV^,  f4l-|r-^'sSS0l^. 

Setsen  wir  nun  die  für  b  und-^  gefundenen  Werthe  in  di^  Glei- 
chung ^  s=  -rf«,  so  erhalten  wir  jt^*z=zj^'^  also  mw^  —  m^t 

—  =      folglich  mr=m\  i» s «i^ . 

Umgekehrt  werden  für  m  und'  is  diese  Werthe  angenommen, 

so  ist  ^  =  =5  ^r',  oder  ^  r=  ^-  =  .|j:  ^ 

folglich  lt'»z=:A^.. 

Zugleich  ergieht  sich,  dass  nur  die  einzigen  Werthe  tou  ü 

m 

—  ta*  und  j»  =7  ce»j  der  Gleiehnng  =  ^  genügen;  denn  da  s» 
und  »  relative  Primsahlen  sein  sollen,  so  können  fär  'm  und  m 
nicht  Vielfuclie  von  w'  und  w,  angenoimneu  wer<Ien. 

Ist  ^      <^ ,       braucht  mau  nur  .4  mir     /u  vertans<cheo ,  und 

alle  vorheroelieiulen  Schlüsse  behalten  ihre  Kraft. 

Neiimeti  wir  DUO  Alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt 
fiicli  folgendes  Resultat: 

Um  zu  prüfen^  ob  die  Gleichung 


m 


in  welcher  A  in  guQxeu  Zablcu  auÜüibar  ist,  oder  nicht,  di- 
vidirc  man  mit  der  höchsteu  Potenz  ?on.  A  In  6^  mit  der  höchstes 
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Potenz  des  Quotienten  ^  kk  uf,  mit  derr  iiöi;h«toii  Poteat  det  aewa 

f^uotienten       io  ^h-  u.  s.  w. 

Geht  d  le  DivisioQ  einmal  tiic  lit.  auf,  so  ist  obige  Gleichung  in 
ganzen  Zahlen  nicht  nuflösbar;  komint  man  aber  endlich  auf  den 
t^uotieoten  1,  so  ist  sie  uutluäbar,  uud  nachdem  A:,  7.,  fj,.  v,  lu  durch 
die  Relationen  (a)  bestimmt  sindi  werden  die  Zuhlcu  m,  u  durch 
folgeode  xwei  Retnea  recurrirend  bettiaiBil: 

Bei  den  ersten  Anblick  erkennt  man  übrigens  sogleich,  dass  diese 
Relatiooen  denen  gnni  fthnlieh  sind,  dardi  welcUe  die  Partialwer* 
tbe  eiaes  eadlicbea  Ketten bruchs  bestlmait  werden. 

Nimmt  man  nämlich  zu  den  vorbergebeadea  Gleiebuagen  noeb 
die        If  1  SS  1,  ao  folgt,  dose 

±  £  V  ^  '  ' 

die  Partialwertbe  .des  Kettenbruebs 

ff 

9 

«I    I 

IT 

•lad.  ^  ' 

Ba  iet  ferner  bekaaat,  dass  der  nttCelat  dieser  Kette  berechnete 
Brneb  scbon  iainer  in  den  kleineten  Zahlea  aasgedrnckt  iit 

Verwandelt  man  also  einen  beliebigen  ächten  Hruch  —  in 

einen  Kettenbrucb,  so  dass       ^9/^1      w  die  durch  die  Division 

m 

entstandenen  Quotienten  sind,  und  bestimmt  den  Werth  j4  von  6** 
(wo  6  eine  wilikührlichc  positive  ganze ,  die  Ginheit  übersteigende 
Zahl),  so  lasaen  sieb  stets  die  io  (a)  dargestellten  Gleiebungen 
bilden. 

Ich  beschliesse  diese  Abhandlung;-  mit  ein  Paar  Beispielen. 
,  1)  F.n  ist  zu  untersuchen,  ob  der  Logarithmus  von  243  für  die 
Basis  t)561  ein  rationaler  Bruch  ist,  oder  nicht,  and  im  ersterea 
Felle  fordert  man  seinen  Werth. 

Hier  ist  ^  =  6561,  ui  =  243.   Nach  den  Gleichungen  (a)  bat 

man 

Xr=l,   h  =27, 
^=2,  Ap=1, 
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fillglick 

X,c=  1.1-4- 1=2,    X'  =  l, 

»  ssrS. 2+2=8,  fli=5| 

daher  6561*  =  243,  und  5  =:log  2^  5  (Itr^ais  6561). 

2)  I^t  der  Logarithmus  von  5  für  die  Basii  10  ein  rationaler 
Bruch  oder  oicht^ 

Bier  ist  6  =,  10,  A  =  5,  also 

Da  aber  kf>ine  gaoze  Zahl  ist»  so  kann  log  5  (Basis  10)  kein 
ratiooaler  Bruch  sein. 


X. 

Ceber  Systeme  von  Linsen  gläsern. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Id  der  im  zweiten  Theile  diest  r  Zeitsclirift  abgedruckten  Ab- 
liandluugp  Nu.  XV.  hake  ich  ciue  strenge  und,  so  viel  es  die  Natur 
des  Gegenstandes  zulässt,  allgemeine,  namentKch  euch  die  Dieke 
der  dläser  gehörig  berücksichtigende  Eotwickelung  der^  Formeln 
so  geben  versucbty  durch  welche,  nach  den  älteren  verdieDsUichen 
Arheiten  »on  Cotes,  Euler  und  Laarmncre  üHer  diesen  inf<»res- 
santen  Gegenstand,  in  reiicrer  Zrit  von  mehreren  ausgezeichneten 
Mathematikern,  namemiich  von  l'iola,  Möbius,  Bessel,  Clau- 
sen und  Gauss,  die  Haupteigeuschaften  der  Systeme  von  Linsen- 
ffläseru  vorzüglich  mit  Hülfe  der  Kettenbrüelie  dargestellt  worden 
sind.  Naeb  weiteren  Cntersttchungen  Uber  diesen  wichtigen  Theil 
der  Optik  bin  ich  aber  jetzt  der  Meinung,  dass  sich  die  erwähnten 
merkwürdigen  Ausdrücke  auf  eine  rintachere  und  eleprnnterc  Form 
bringen  lassen,  welche  insbesondere  dadurch  sich  vor  der  älteren 
Form  auszeichnet^  dass  die  Anzahl  ii«r  Glieder  der  betreffenden 


6i 

Ketteobrüche  eine  weit  greringere  ist  als  bei  jeoer,  wodurch  denn, 
wie  et  oiir  wenigitetifl  scbeint,  zugleicb  aDcli  bewtrict  wird,  dati 
lieh  die  allgemeiDeD  Gesetze,  detito  jedes  beliebiffe  LinseDsysteoi 
nterworfen  iit,  noch  dentUeber  und  bestinmter  a»  bei  der  friibe- 

reD  DarstelluDgBweise  herausstellfo.  Diese  neuen  too  mir  aufge- 
fundenen Formeln  w^rdp  ich  daher  zum  (Jegeiistande  «les  vorlie- 
genden, au  meine  frühere  oben  erwähnte  Abhandlung  insofern  sich 
ansehliessenden  Aufsatzes  maclien ,  als  ich  in  demselben  vqu  den 
uaiulicheu  Fuudumentulformeln  wie  dort,  welche  natürlich  jeder 
derartigen  Üntersuebung  cnr  Grundlage  dienen  milsaen,  ausgehen 
werde,  ohne  diese  Formeln  JetsI  von  Nenem  sv  entwickeln. 


Die  an  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen  erwähnten  Grund- 
formeln sind,  mit  Beilirlfttltung  aller  in  der  früheren  Ahliandluns;' 
eiugefübrü  a  ßezeichnuDc:eu ,  die  Tbl.  II.  S.  loD.  und  Tbl.  11. 
S.  162.  geiuudenen  Formeln  58,  uod  68.,  nämlich  die  GleicbntigeA 

uud 

Um  aber  die  durch  die  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 
Torkommenden  doppelten  Zeichen  herbeigeführte  Cnbequenlichkeit» 
welche  namentlich  bei  dem  vorliegendeu  Gegenstande  nicht  unbe- 
trächtlich ist,  zu  vermeiden,  ist  in  §.  11.  der  mehr  envlUmten  Ab- 

bafldlung  eine  Abänderung  der  Bezeichonng  vorgenommen  worden» 

über  welche  man  das  zum  Verständnisse  des  Folgenden  Nötfiic^o 
dort  scib.st  uacbsehen  muss.  Dieser  Abänderung  der  Bezeichnung 
zufolge  muss  man  in  den  beiden  ohigcu  Gleichungen  für 

jpunclidem  man  in  der  ersten  der  bciffen  in  Rrde  stehenden  Qlei* 
chnngen  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  respective 

=i=/>,  =bÄ,  dbÄj,  =f;',  =F/^ 

oder 

letzen,  wodurch,  wie  man  leicht  üodet,  die  beiden  obifren  GletcbVB* 
geu  die  folgende  guuz.  ullgemeiu  gültige  Gcätalt  erhalten: 
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ttod  '  , 

2)  i—  £. 

Dies  sind  die  Formeln,  von  denen  wir  im  Folgenden  naiem 
Attslonf  nehmen  werden* 


§.  3« 

Bezeichnen  wir  die  Werthe,  welche  erbalteti,  wenn  re- 

spective  //, ,  p  unendlicli  werden,  respective  Uurch  /*,  /*, ;  so  ist 
weg^en  der  Gleichung  1)  \ 


>  .  /       ix/'l  _i-  M—'ö  *— yi    .  n—\\ 

[  J-+(«_  1)     +  ^)  =  I .  fLzJ(^  +  ??^). 

Zielit  man  jede  dieser  beiden  Gleichungen  von  der  Gleichung  1) 
ab,  so  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

P  ^Pr  f 
  D(\      1     .  n  —  \.     1     .         I     1       n—\  1\ 

^        P\  f\ 

~  n\p  >»       Ä,  >  "*'"3r>,^Tg"  Vi^ 

t>  •  •  • 

oder:' .  .  •• '  ^  .         •  ' 


7*1-'  ■ 


ü      1  1 


—  ^^""'Är'  n^p'^^  A"*  «V, iT"' TT-'J^- 
Nun  ift  nber  nadi  3),  wie  man  leicht  findet: 
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•Ito' 


*  <-»)(i:-7-^v^)' 

i»d  folglich 

J  1^ 

l     «  — 1   ^  _       ig,     A  I 
"TT"  •  m      1     i    T    T  •  jpt 

j  j 

I     n^l    D  R 


Führfc 
drücke  von 


Aoidrueke  in  einen  jeden  dor  beideo  obigen  Aos- 


^11 
üe,  so  erhält  man  die  Gleicbnng 


wgeben'^"  Schwierigkeit  die  folgenden  Formeln 


5) 


oder 
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oder  «neb 


7) 


•^(■^~;^)/.+(»-l)(i-i->.^' 


w*nHtt  mn.fetBer  ohn«  SclinierigkeU 


8) 


(— l):(i-5;)(;'.-/.) 


'""''">-t>(i-i)0'-/) 


also 


1  1 


erhält 

Weil  DUO  nach  3) 


n-l   «-1  i^^l\C-L^JL\ 


ist,  so  ist,  wie  vao  feicht  fiodeti 

1      1  - 

1    '>  -  \  —  mf^  r—m  ' 

'  ■"'     X .J_  /-      ^'  -1  —  — 


r     . '  ■  ■  ■ 
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1  1 


ODä  folglich 


=  1  1  j* 


SO  dass  also  nach  ^uch 


11)  (p-f)ip,-f.) 
1 


oder 


Naeh  2)  ifit 


also 


4. 


Mittelst  der  im  vorhergehenden  Faragrapheu  gaCundenen  Formeln 
ergiebt  sich  aber  Qhn»  ^Schwierigkeit 


68 

und  folgUcb»  wenn  der  Kürze  wegea 

1 


13)  Ä=  


gesetzt  wird: 


14)     «A-  -=  

Nacli  11)  iit  niifl 

d.  i«,  nach  13)         .   .  ^ 

15)  b-/)(;».-/.)  =  (^j>  . 

und  folglich  ^ 

FQbrt  mm  diesen  Ansdrock  von  — /i  »  die  Gleiebnng  14)  eis, 
und  hebt  anf,  was  «Ich  aufbeben  läait,  so  erhält  man 

Verbindet  mau  nun  aber  hiermit  die  GleicbuDg  15) «  so  etbält  man 
für  ^  die  beiden 'folgenden  AnBdrficke: 


Die  Grösse  ; 


Google 
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fcaug^t  Dur  ?on  4w  GrQiBe  «,  4eii  beiden  Halbmessera  Ues  Glages 
und  der  Dicke  deuelben  ab,  und  eoll  im  FolffeDden,  weil  tle  för 
jedes  Glas  offenbar  charakteristiscb  ist»  der  Modnlna*)  deiselbeii  ' 
r^annt  und  durch  M  bezeicbnet  werden,  so  dnaa  also  nach  dem 

V  orliergeiieodeu 

17)  M=  ^  

(ii-l)(Ä-<-Ä,-Ä-i/|) 


«nd 


ao  wie 


19)  X-g£ii/  —  .  ^ 

k 

also  aucli,  wie  hieraus  leicht  folgt: 

>  » 

ist. 

Den  Modulns  kaoo  mau  auch  uuf  folgende  Art  ausdrücken: 

21)  jif=  —  

in-l){j^H'j^J  Ä-   "äT  "iT, 

oder  ' 

» 

Bllmisirt  maa  die  GrSne  mitteilt  der  ana  dem  vorbei^benden. 
Paiagrapben  bekannten  Formel 

1  I 


so  erhält  man 

i^  —  ^ 

 L-       /  /i 


')  Dieser  Ton  mir  hior  eingeführte  Begriff  des  MnduluH  piner  Linse  ach^int 
mir  l&r  die  ganze  optische  Theorie  nicht  unwici^tig  au  sei«» 


Google 
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oder  / 

Aach  ergiebt  sich  aus  9)  und  18)  iür  das  Quadrat  des  Modulus  qd* 
mitteltMir  der  folgeqde  Ausdruck: 


25)   i!f»  = 


7  A 


'»  =   1  H  ^  i  /Tt. 


Will  man  bei  der  Berechnung  des  Modulus  bloss       /,  /*,  als  be- 
kannte Grössen  auseheo,  so  muss  mfin  aus  dieseo  Grössen  die  Halb- 
messer M  und       berecliDen)  was  auf  folgende  Art,  freilich  nur 
mit  Hülfe  eioer  quadratisclieli  Gleieliiifig,  geiehehen  kann, 
üach'den  Obigen  ist 

also 

*  ^  *       /<       »  \ni/  >     .    >  »  >       /  1         >  %  1  I 
7-^  =  (1  -  +-)j-(y  -J. 

Bestimmt  man  aus  der  ersten  dieser  beideu  Gleicliuugen  die  Grösse 

V    «  — 1 

IT'  "äT' 

aus  der  zweiten  die  Grösse 

und  fütirt  die  crhuUrnen  Ausdrücke  in  dio  zweite  der  GleichuiigeD 
3)  ein,  so  erhält  mau  uacli  einigen  [eiehteo  Hedaetionen  die  GIsi« 
chung: 

•  * 

n__l\-  D      \\     D  n—l 
 /     fx       n  *ffi 

—  i 

nnd  durch  Auflösung  dieser  qnadratiselieB  lUeUhling  ergiebt  ild 
ohne  Schwierigkeit: 

Bettimmt  ma  iraa  ttltl«l«t  diMet  Auwlncki  wn 
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D    »—  I 


n 


Süd  der  ersten  der  beiden  Gleioiiiwgvn»' ?<Hi  ieata  wir  dboi 
gtgaigto  tiad»  mwIi  die 


so  erhält  man  zur  Bestimmung'  der  Halhmesser  H  und  über- 
haupt die  beiden  folgenden  Ausdrücke,  in  denen  die  obern  und  un- 
tern Zeichen  sich  auf  einander  beziehen; 


86) 


oder»  wenn  wir  der  Eürxe  weg^en 

«eisen»  die  beiden  Ausdrücke; 
oder 


oder 


29)  ii=(i^i^)^,  /i.==a— ^)^. 


Auch  erhellet  aus  der  vorhergehenden  Luiwickelung^  dass  bei  je- 
dem Linsenglase 


oder 


sein  muss. 

In  dem  Folgenden  werdeu  wir  nun  immer  deu  Moduius  eines 
jedea  in  einem  Systeme  von  Linsengläsern  vorkommenden  Glasei 
ali  bekätiBt  aDnebmen,  wosn  wir  berechtigt  sind,  da  derselbe  nit« 
telst  der  im  Vorhen^ekenden  entwickelten  Fbrveln  jednrMtl  Uta» 
Mwierigkelt  bereelinet  werden  kann. 
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Inden  wir  jetxt  %u  der  BetrachtiiDg  einet  dnreb  ein  Sjtton 

von.  Lioiengläsern  von  der  gewöbnliclien  liekannfen  Beschaffenheit 

Sehenden  Sfralits  übergeben,  führen  wir  suvörderat  die  folgenden 
ezeichnunpfen  ein. 

Die  Auzalil  Uer  das  System  biMeodea  Gläser  sei  i,  und  die  im 
Vorhergehenden  durch  q\  p^^  ;  fy/i  bezeichneten  Grösseo 
aollen  nir  die  einzelnen  Gläser  des  Systems  vom  Isten  bis  zum  tten 
jetzt  durch 

;,(U,  y(l>i  1^,(1),  ^,(l)./(l),/.0); 

^\  |li»>.  9fi^  5  f^^h 

pW,  ^1);  p,W, 

U.  8.  W. 

bezeichnet  werden.  Die  Moduli  der  einzelnen  Gläser  nach  der  Reihe 
vom  IstcQ  bis  zum  ^ten  mögen  ^ 

ilirt),  um,  jn»),  11(4), JHKO 

sein,  und  die  sämmtlich  als  positiv  betrachteten  Entfernungen  der 
einzelnen  Gläser  von  einander,  welche  von  der  hinteren  Fläche 
eiues  jeden  Glases  bis  zu  der  vordem  Flache  des  nächst  folgenden 
Glases  |^rechnet  werden,  wollen  wir  nach  der  Reihe  durch 

£X1),  Em,         ^4),  , . , .  M^i) 

hezeichneQ,  wo  wir  dann  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen 
Gleichungen  haben''): 

30 )  -^pi*)=z^  Ell), 

n.  8.  w. 
Nach  18)  ist  iittii  fiberbaupt 

mid  nach  80)  balien  wir  die  Gleiebnng 

p  ^(Xr-t)  ^  pik)  ^  _ 

der  sieh  leicht  die  Gleichung 


*)  Uan  wgl.  Tbl.  IL  S.  178. 


I 
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4 

otler,  weuu  wir  der  Kürze  wegea 

At*-tt  SS  igr*-!)  4-  f.i^i)  ^f») 
seUen«  die  Gleichnog 

I 

eigiebt  Daher  heBen  wir  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

» 

aM  weleber  lieh  ferner  leiebt  die  Gleichoog 
ergiebt 

Seteen  wir  jetat  analog  mit  dem  Vorhergehenden 

n«  w. 

wo  die  Grössea 

^- Mm^  A'W,  AU),  ....  Ao-i) 

naHrlieh  eben  so 'wie  die  Moduli  der  eiDzelnen  Gläser  als  gegelia^ 
GrSsseo  zu  betrachten  ftind;  so  haben  wiit  ^^^^^  31)  nnd  18)  die 
folfnadeo^GleicbungeD:  ^  - 

^ ^  (,^1)  «y;  (.-ij  =  -         _^  ^^^^  -/»(«y 

n.  w. 


nnd  nach  18)  und  32)  hiben  wir  anf  i&hnlleho  Weiie  die  folgenden 
Gleiehnngen: 
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u.  s.  w. 

Am  diesen  beiden  Systemen  von  CileichuDgen  efgelieD  Bich  aber 
unmittelbar  die  beiden  folgenden  ReUenbrüclie: 


UDU 

85)  /<«-/t«=-— 


■ 

Auch  ist 

34-)  /.(0-;,.(0  =  -^^^^,^„j, 


V 
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uod 

35*)  /(ii-.j»(i)  =  ll!!l!5! 




(if(l^l))» 


(Af(0)» 


Jeder  dieser  beiden  Kettculiriiclie  besteht  aus  «,  d.  b.  gerade  auf 
ebcD  so  vielen  Gliederu,  aU  das  Sys^Um  Linsen  enthält.  Zur  Ent* 
wickftloDg  dcnelbcB  ist  nnr  die  BercdmuDg  der  xUuduii 


üfU),  Jf(2)^  ifC»),  Jl«),  J#(0 
der  einxelneo  Linsen»  und  der  oben  darch 

A'Ci),  A'i%  AO),  AW,  . .  A(^i)      '  ■ 

> 

bezeichneten,  von  den  Entfernungen  der  einzelnen  Linsen  von  ein* 
fiüdcr  ul)häna:enden  Grossen  erforflerlich,  welche,  wie  wir  am  dtm 
Vorhergehenden  wissen,  keiner  ^Schwierigkeit  unterliegt. 

BeseichDeo  wir  hei  unserem  aus  $  Linsen  bestehenden  Systeme 
dieWertbe,  welche  die  Grössen  fiWj  ^U)  erhalten,  wenn  rcspective 
pS"^  mieDdlieb  werden,  res|iective  «imh  jFXO^  so  ist 

nach  34)  ntrd  85)  ofieatiar 


36)  ^,(0-/.(Oz=--^Ä 


und 


iVU) 


wo  jeder  Kettenbnich  nur  aus  s— I  Gliedern  besieht. 
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« 

f.  0. 

i 

Für  eio  GIm  ist  offenbar^ 
aD<l  daher  nach  18) 

.  38) , .  (^U)  —  /'W)     ,  (1)  -  iJ',  (D)  =  (ilfd))«. 

Für  ein  aus  zwei  OIHsern  besteheodea  Syitem  tat  nach  dem  vorber- 
geheuden  Paragraphen 


und 

Ajuji  der  ersteo,  driUen  und  vierten  Gleicbuog  folgt: 


uiul  eben  lo  ergiebt  aicb  aua  der  zweiten,  dritten  nnd  vierten 
Gieicliung: 


Alio  bat  »an  jetet  die  beiden  folgenden  Gleicbnngen: 

♦ 

autü  üeoea  sicli  durcli  Division        .  «  <. 


39) 


Digitized  by  Google 


77 

p^m  —  /-jW  —  /fö) 

©der  . 

•fgiebt.   Weil  nun  «l>er  Meb  4eii  Obigen  offenbar 

♦ 

Ans  38)  und  41)  sieht  man,  dass  für  ein  Glas  das  Product 

liir  ein  System  ven  awei  Gläsern  das  gam  äbniiclie  Prodnet 

einen  constanteD  Unadrate  gleich  ist,  und  es  fragt  sich  nun,  ob 
dieser  nlierdings  sehr  merkwürdige  Satz  allgemein  für  jedes  belie- 
bige Liosensystem  als  gültig  hetruclitet  werden  kann. 

üm  liieriihpr  zu  einer  bestimmten  Kiitsclierdunp;  zu  e^elancrrt), 
wollen  wir  dt  n  Satz  für  ein  System  vüu  i —  l  (i läsern  als  trultig 
aonelimen,  und  untersuchen,  ob  derselbe  dann  auch  immer  iur  ein 
Systejn  von  i  Glisern  gültig  sein  muss.  Denlien  wir  uns  nun  einen 
Strahl  dnrch  alle  i  Gläser  hindurch  gehend,  so  Ist  vaeh  der  Vor» 
anssetsnng,  wenn  eine  gewisse  constante  Grösse  beseiebnet: 

nnd  für  das  letzte  #te  Glas  ist  iiaeb  18) 

43)  0iO3— /W)0i,(O-/,(O)  =  (i|(O)»,  ^ 
odei',  weil  uacb  30) 

bt:. 

44)  (i9C*-i)-|-/i,tf-i)H-/«)  0»,C«>— /,(0)=s— (iirw)«. 

L&sst  man  fetzt  unendlich  werden,  so  geht  p^^^  io  /XO  und 
^  piO  in  /(O,  ttlsü,  weil  nach  30)  - '  ' 

ist,  /?,C*^i)  in  — E('—^) — fiO  über,  und  aus  der  Gleichung  42)  er- 
hält man  daher,  weil  die  Grösse  constant  ist,  die  Gleichung: 

4S )  (JFTO — Fd^vy  (JW^i) + Jf'jC^i)  -I-/W) = — (ft(^0)»: 
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» 

Lässt  man  aber  p^^^  uneodlich  werüeu,  00  gehen  pffen^ar  l) 
und  id  Ft<^i)  und  F^S^  über,  und  aus  der  Gleichung  44) 
erbSit  man  daher,  wail  die  Grdsse       constant  ia^  die  GleielinD^: 

46)  (^i)+F/^OH./CO)(iP,tO^/,(0)«:-(Jf»)t, 
Ana  den  Gleicbunfen  4^2)  mid  45)  arbUt  man: 


und  ana  den  Gieicbnagen  44)  und  46)  ergiebt  aicb: 
Alao  iat,  wie  mad  dnrcb  Snbtraclieda  leicht,  ^Bdait* 

t  • 

warana  aleh  durch  MallfplicatiaD  aaf  der  Stelle 

oder,  weil  nacb  33) 
Iii,  ■ 

ergiebt. 

Uieraus  sieht  mau,  Uuji»m  tier  8atz,  von  vreicbem  oben  die  Rede 
gewesen  ist,  für  ein  aoa  i  Linsen  bintebendea  System  gilt,  wenn 
er  fiir  ein  aua  t  —  1  Linsen  bestehendes  S3rstem  gilt,  und  daher 
allgemein  gülti^^  ist,  weil  er  eben  für  eine  Linse  und  ein  ^us  zwei 
Liusen  bestehendes  System  scliun  als  richtig  erkannt  worden  ist. 

Zn^Ieicb  bat  sieb  bei  der  vorbergebeaden  Betraobtang,  wenn  • 
allgemein 

49)  (pO)  —  #V3)(^.(0-./\«);c=  («(•>)» 
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gesetzt  wird»  die  bemerkeiiswertlie  H^latiou 

ergeben,  mit  deren  Hülfe  wir  nun  einen  iodependenten  Ausdruck 
der  GrUiSe  St^*^  aofiofinden  Tenoekea  wollen. 
Bei  dieser  UntersoAing  wollen  wir 

^^l  m  -  ^''^  -  ^^^^^  • 


AU) 


und  zugleich 


K9\    S(0)       1  S(»> 


eetseo,  d.  b.  Z&hYrr  eed  Nenner  des  den  Ketteobruclie  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleiclilieitsxelehens  de»  Gleichung  51)  gleichen 
genietuen  Brochs  durch  3^'^  ond  fHiO  besetchnen,  und 

3«»  =  1,  lÄtO)  ~  0 j  30)  =  A(0,  SRW  r=  1 

setzen. 

Weil  wegen  der  Gleichung  51)  offenbar 
ist^  so  haben  wir  die  beideti  folgenden  Relatiehen: 


j3«:i«il^W.3(M)_(JfCd)..in(^i), 

!  (9io^=30-i)j 

welche  wegen  der  GleicLungeo  52)  offenbar  aucii  uoch  iiir  »  =  l  und 
i*==  2  gelten. 

Weil  nun  nach  38)  Und  41)  offenbar 

ist)  so  ist  nach  52j 
Weil  nach  3«) 


Digitized  by 


8» 


d.  i.  nach  51) 


ifit»  so  ist  nach  50) 


^ = — p=s — * 


UDd  folglich,  weil  nach  der  zweiten  der  Relationen  53) 


ist: 


Also  ist 


M(X) 


«C4)  =  ^g-^j  


SU)  ' 
3(0)  ' 

ilS/(i)M2)M»)M4)  • 
J/a)if(g)M»)if(4)itfC5) 

8^^  ' 


n.  a.  w. 


und  folglich  allgemein 


54)   11(0  fs= 


p=i) 


oder  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  53): 


Ö5)   il(0  = 


^.    :  SCO 


81 

Nach  49)  ist  alio 
oder 

57)   (;iO)  —  J^0)(;,jW^  j  . 

nie  Grössen  3^'~'^  ^^'^  könoen  nach  iiea  aus  der  Theorie  der 
KetteDbffttclie  bekaooteii  Regela  immer  deicht  berechnet  werden, 

*• 

Naci  19)'  bat  na  die  lUgcadea  GIcicliaagea; 

oW   

yOP   

aai  deDeo^sich,  weil  offeabar 
* 

i«t,  durch  HultipUcatioii  auf  der  Stelle  die  beiden  Gleichnngen 

und 
' 

ergeben,  woreos  dann  feroer  wdi 

/  yd)  V  (^1)  -/(!))  (y(2)  ~/(2))  ipii)  , ...  ^/(O) 

folgt 

TMI  VI*  € 


^01  — /(i) 

M2) 

^(t)  _/(•) 

um 

Jf(t> 

U.  B. 

w. 

^(O  _/(*-) 
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WesD  Bu  DUO  einige  der  GrSues 

^,(0  _/,(•),  ,  .  . 

(,,.(»  _/,(»)), 

(;,,0)  -  /,(!>)  (;,,(»)  _/.«))  (;,.(»)  -/.»)  (^.«)  -/,«  ), 

vom  AnfaTige  an  mit  Hülfe  der  GleicbuDgan  18)  «ad  36)  aalinckelt 

und  durcli  p^^^  — ^('^  ausdrückt,  wobei  man  am  Leicbtesteo  rechnet, 
wenn  man  jedes  iUespr  Prodiic^p  fiir  sich,  unabliäng^is^  von  den  vor» 
hergebenden,  und  mit  drr  >luitipiicari(m  der  einzeloen  Factoren  in 
einander  von  Hinten  auiariii^t  nd ,  pntu  ickelt ;  s<>  bemerkt  man  sehr 
bald  das  allgemeiue  Gesetz.^  da^ä  äicii  dus  Product  * 

(p.O)  _/,(!))      -A&i)  {p,m  -  f,W)..  ,.{p,w  _/;(<>) 

durch  einen  Aoadruck  von  der  Forai 

•    €?C0 -i- /f(0  (/?(!) —/XD)  ♦ 
wo  GiO  and  /fCO  awei  Mosa  tob 

*  ■ 

üfO),  üf(«,  ....  ^0-1)5  AU),  A'(2),  A(«-l) 

abhängende  Gröiseo  beaeichoen,  daratellen  läast, 

üm  die  aUgemeine  Richtigkeit  diesea  doreb  Indnetion  gefaDda» 
Ben  Geietaea  an  prüfSen,  wollen  wir  imtersneboBi  ob  daaaelbe  unter 
der  Voraussetzung,  dass  es  bis  i  —  1  gültig  aei,  auch  immer  bia  i 
gelten  müase.   Der  Annahme  anfolge  iat  alao  , 

r  (MI)  W)  MD  > , .  e  M^m* 

und 

foigiichi  wje  sich  hieraus  durch  Division  ergiebt: 
Nun  ist  aber  nach  31) 
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und  foliz:ltch  mittelst  des  \'orL ergehenden  iiacii  geliöriger  Snbstitu* 
tioD,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  ^ 


61) 


Mtiea; 


Algo  ist  nach  dem  Obigeo,  wie  man  durch  NpUiplicatlou  dieser 
Gleichung  mit  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen,  von  denen  wir 
ausgegangen  sind,  soglewb  findet: 


(mnsmmtmw ....  luw))' 


=  (-1) 


1^1 


aad  die  Allgemeinheit  des  bemerkten  Gesetzes  ist  folfflich  hierdurch 
offenbar  bewieaen«  Sfingleiob  baben  die  in  den  Qleiebnngen  61) 
ausgesprochenen  Geaetze  der  Abhängigkeit  der  Grdaaen 


Qfid 


€70),  €m,  ....  €7(0 


jao\  m%      m^, ....  atw 


von  einander  entdeckt. 

Aus  dea  Gleichungen  59)  uud  62)  ergiebt  sich  nun  aber  so- 
gleich 

•      Aa\    y^ll-^/  ^W-H  7/(0  0^(0 -/(!)) 

CO  ^    *^  •  •  iuujii(2)iif(»)ifC4) ....  jf(«y 

Nach  4«ni  Yorheri^henden  ist, /w^  mnn  leicht  findet: 

f;'<2j=:(j!fa))», 

^  ^  €m  Ü^Q»  €?0D  (itfCS})>, 
€?(4)  =  €?Ö)  A^ff)  —  €?®  (il/CtJ)«, 
€?0O  s  G^X^^  l?(0(il(«)S 


U.  8.  W. 


oad 
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U.  8.  W. 


und  auMerdem  sugleich 

65)  3i^*^=0,  91,^»=t15 

80  ist  nach  eioein  allgemeia  bekanutea  Satze  von  dea  Ketteobrü- 
•chea: 

3,(2) —(jro))., 

3,c^) =3,(»ii^«)— 3»o)(jrca5)», 
3i^^ =3i^^^^^  -  3iöHi#^^)S 

IL  8.  W.  , 

«nd 

«|C0=1, 

gfr,(« = (2)3^ci) — »,ci)(j!rö))«, 
8»;eo = «».wiirw  -  9i,t»(ii/(4))% 

U.  8.  W. 

Vergleicbt  man  dies  mit  <iem  Vorhergehcuden,  so  ergiebt  sieb  auf 
der  Stelle 
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also  nach  63) 

66)    £11  — S»tO-i-9?,(0(pO)-/0)) 
VilO— ^    "  -  MQ}JimM&)Sm ....  MiO  * 

4 

mittelst  welcher  Formel  sich  das  Verhälkniss         bcrechneü  uod 

ancLi  ijeurtlieileo  lässt^  ob  ^0)  und  ^«^'^  £;leicbe  oder  nngieicliQ  Vor* 

zeicLeu  liaben.  ' 

Nach  4S)  und  45)^  imd  mch  43)  nnd  46)  habao  wir  die  beiden 
folgeiidcpi  Gleiebangen: 

und 

oder  die  beidea  Proportionen: 

f^y  —  JPV-D :  —  (igD*-i)  +  JP»,       -I-  /(O) 
—        —  j^i^l)  .     (^1)  —  if,  (1^1) 

und 

I»  ,(0 — /;(0 :  —  ( JBCi^i) + F.e^«  H-/(«>) 

aus  denen  sich  nacli  einem  bekannten  Satze  von  den  Proportionen 
die  beiden  folgenden  Propoftionen  ergeben: 

nnd 

1 W  —  /,  (0  :  -  ( JEt*-l)  ^-  jp,  (.-1)  +/C0) 
Weil  nun  aber  nach  30) 

ist,  80  werden  die  beiden  vorbergebenden  Proportionen: 

p^iO^/^iO  i---'(E(^-i)^F^if-iy'^/iO)=p^iO^J^^Uhpi^i-^^^^ 
und  fübren  dnreb  Division  zu  der  Proportion 
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woran»  Bieb  4ie  OTelehmig 

^     (0  —  ;i,(*-U  — •  ^W^^© 
ergiebt.   Daher  bat  man  jetzt  die  ioigendeo  Gleicbuugeo: 


0.  B. 


'    .  -'Ii 


Pitt) 


Mukiplicirt  Wan  tiun  avf  beiden  Seiteo  der  GleicbheiUzeichen,  und 
hebt  auf,  was  tieh  aufM^ffl^  lüMt,  ao  adiftlt  maoe 

-  _     (y^)        (p(^^  -fw)  (p(9) ^/my ....  (^(o  -yri)) 

(;p,U)-/,(i))  /,(2J)  ....  ipiiO  -f^iOy 

Also  ist  nach  €0) 


■iU  II  ijllS 


67V  /^y^M*  —  ^^^^ - 

'  Wi^'V 
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XL 

Bemerkungen  zu  zwei  Abliandhmgen  in  diesem' 
Archiv  in  Betreff  der  Steinersehen  Siltze  Aber 
die  eanisdien  Seehseeke  und  Seehssdte. 

VOD 

Herrn  Göpel 

zu  BerÜD. 


Im  dritteo  Bande  des  Archivs  beweist  Herr  Dr.  ScblÖmilcli 
einig'e  Sätze  üHer  die  conisclien  Sechsorke  und  Sechsseite.  wdclie 
Herr  Adams  im  dritten  Uefte  des  fünften  Bandes  wieder  aufuiuimt; 
allein  es  scheint  mir,  als  hätten  beide  den  Inhalt  dieser  Sät/e  ver- 
kannt. Je  mehr  die  uiuthematischen  Wissenschaften  in  den  ueueäteu 
Zeiten  materiell  »d  Umfang  gewinnen,  um  desto  dringender  wird 
auch  die  Pflicht  des  Hsthematikera ,  den  gewonnenen  Stoff  in  eine 
übersichtliche  Ordnnog  sn  bringen  und  das  Znsammengehörige  an> 
einnnderzureiben.  Aus  dieser  Rücksicht  wird  es. den  Lesern  des 
Archivs  vielleicht  nicht  unwiHkommeo  sein,  noch  einen  andern  Ge- 
sichtspunkt für  die  fraglichen  jüätze  kennen  zu  lernen.  Es  sind  die 
folgenden.  '  .  ' 

Ister  Lebrsats.  «^tn  einem  conisehen  Seehseck  ABCDEP 
wird  jede  der  drei  HsQptdiagonaleD  ADy  BEy  CF  von  den  beiden 
nicht  anliegenden  Seiten  des  Scehsecks  in  xwei  neuen  Punkten  ge* 
schnitten  ,  so  dass  man  zusammen  sechs  neue  Punkte  Jm\  A'y  7*'i 
M'\  A"  P"  erhält.  Von  diesen  sprl«s  Punkten  liegen  die  ersten 
drei,  nämlich  A",  J*\  auf  einer  Geraden^  und  die  drei  andern 
üf N%       auf  einer  andern  Geraden."  ;  ' 

...  Be weift.  Die  Punkte 

JfM                                       iCF  {AB 

mj,  l  sind  die  Durchschnittspunkte  1  mit  den   1  jr,» 

^  i        der  Hauptdiagonalen  Seiten 

)                                        IBE  {CD 

Sie  sind  felgNeh  die  Darcbschnittspunkte  der  gegenibVrlfegen- 
4 an  Seiten  des  coniscben  Secbsecks 

ADCFEB. 

Folgticb  (Paiealscber  Sats)  lief«-  eie  hi  el«er  <3eriiden* 


Digitized  by  Google 


88 

Bbeuu  «od^die  l'unkte 

t 

l  ICF  iDE  ' 

]  die  Durclischoitte  der  )  luit  *lea  ) 

^   I      BattütdiagoiwleD  Seitea 

Sie.  aind  folglich  die  DnrcbBcbniUe  der  gegenSberliegeodeii  S^tan 
des  coDieciien  SecheecIcB 

AFCBEU, 

folglich  liegen  sie  ebenfalls  auf  einer  Geraden, 

Aus  dieser  Durstelluog  ersieht  nan,  dais  der  anfgetlellie  SaU 
nieht  eiomai  eine  Folfferuag  aus  dem  Paeealscheii  8aCi;  eondern  le- 
diglieb der  Pascalsche  Sutz  selbst*iat. 

Bin  ähnliclics  gilt  von  dem 

llltcn  Lehrsätze,  welcher  der  polare  Geerensatz  des  vo rissen 
ist  und  den  ich  hier  uicht  zu  wiederholen  brauche.  Er  ist  ledig- 
lich der  Briaocho^sche  Lehrsatz  vom  cunischeo  Sechsseit. 

Um  nuu  zu  dem 

.  Iltea  Lebrsatze  aebst  seinem  polaren  Gegeaeats  in  kommen» 
wollen  wir  naeb  Herrn  Plückers  Vorgänge  allgemeio  das  coniacbe 
Seebseck 

ABCDBF 

durch  das  äichemu 

,  A  C  B 
BD  F 

aaffassen,  so  dasa  also  a..  B.  das  conische  Sechseck  , 

ADCFEB 

durch  das  S^chema 

ACE 
DFB 

dargestellt  wird.  —  W^nn  wir  jetst  noch  die  Gegenseiten  dea  nr> 
sprünglich  gegebenen  eonischeu  Secbseeks  ßj)p  Teviiinden,  so 

erhalten  wir  drei  Durchschuittspunkte  3/,  welche  nach  Pascal 

wieder  auf  einer  Geraden  liegen.  Nun  lautet  der  zweite  Lehrsatz 
dabin,  dass  die  drei  Geraden  MAP^  M'ßi*P'  und  BTA^'F'  sieb  in 
einem  Punkte  schneiden.  Hit  Benutzung  des  obigen  Sebemaa  wer- 
den wir  ihn  daher  fulgendermassen  aussprechen  können. 

Die  Paaealschen  Linien  der  drei  coniacben  ^ecbaecke 

JOE  ACE  ACE 

BDF  DFB  FBD 

acbneiden  sieh  in  efiiem  Paukt« 
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^  In  dieser  Fassaag^  erkennt  mwa  toglcicb,  dass  dieser  Satz  einen 
fferiogeu  Theil  von  dem  Stcinerschen  Saite  iiiter  das  coniscbe 
Sechseck  aiiRmnrlit,  welchen  dieser  Gelehrte  io  dem  Aohnng-e  zu 
seiner  ,,Eutwickelung  der  Abhängigkeit^*  geireben,  aber  schou  viel 
früher  im  (wenn  ich  oicht  irre)  18tGD  ISaude  der  Annaleu  von  Ger- . 
fonn%*y  bekannt  gemacht  bat  Herr  Plücker  btt  ihn  vor  langer  Zelt 
im  5ten  Bande  des  Grelle'acben  Journals  bewiesen  und  derjenige 
Xheil  seines  Beweitea,  welcher  anf  4ea  obifi^en  Ilten  Lebnats  Be- 
zug- bat^  atimint  gann  mit  dea  von  Herrn  Adaaia  dafür  gegebenen 
überein. 

Der  IVte  ODd  Vte  Lehrsatz  siud  wieder  nichts  weiter,  als  der 
Pascalsche  uod  ßriauchouäche  Lehrsatz.    Der  erslere  taufe  z.  B. 
darnnf  hinana,  daaa  der  Dnrcbsebnittapunkt  der  beiden  Ciegenieilen 
nnd  I^E  snr  Beetinninng  der  Paaenlieben  Uaie  dea  mbaecki 

ACE 
BDF 

und  auch  zur  BeatimiBUDg  der  PascaUcben  Linie 

A  C  D 

B  E  F 

dient,  was  ebne  weiteren  ana  dem  Schema  ersicbtlieb  ist«  Man 
kann  binzofligen,  data  er  nneb  anf  den  Paaealieben  Linien  von 

J  F  E      ^   A  F  D 
nnd 

B  DC  B  E  C 

liegt  Zn  dem  Vten  Satze  bemerkt  Herr  Adams,  dass  er  rieb  auch 
direct  ans  den  Briancbonseben  Satxe  ableiten  lasse»  Br  ist,  wie 
ich  an  seinem  reciproken  Satze  (IF.)  geneigt  bebe,  ledlglieb  der 
Brianehonscbe  Satz  selbst 

Cm  den  Lesern  des  Archivs  die  Mühe  dea  Nachscblagens  zu 
ersparen,  will  ich  iioch  den  Steiuerscben  Satz  Uber  das  Sechseck 
wiederholen,  ans  welchem  mau  üich  dann  dnrcb  polare  Uebertragang 
den  über  das  Sechsseit  bilden  kann.  « 

»Das  yollstindige  Secfbseck  bnt  15  Seiten.  Diese  15  Seiten 
ncbneiden  sich  ausserdem  noch  in  45  Punkten«  Ist  nun  das  Sechs« 
eck  einem  Regelacbnitte  eingcscbrieben,  so  liegen  diese  45  Punkte 
zu  dreien  auf  geraden  Linien  und  zwar  dergestalt,  dass  jeder  die- 
ser Punkte  vier  solchen  Geraden  zugleich  angehört.  Die  Anzahl 
dieser  Geraden  ist  diilier  60;  und  sie  sind  die  Pascalschen  Linien 
zu  den  (>0  eiutacheu  ^iechäeckeu,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Beben  des  voUstftadigen  Sechsecks  in  allen  ihren  möglichen  ver- 
scliiedenen  60  Reihefolgen  nimmt.  Diese  60  Pascalschen  Linien 
schneiden  sich  zu  dreien  in  einem  Punkte»  so  dass  man  20  solcher 
Punkte  erhält.  Dipsn  20  Puukte  liesren  zu  vieren  auf  geraden  Li- 
tjien^  und  zwar  dergestalt,  duss  jeder  dirscr  Punkte  drei  solchen 
Geraden  zugleich  angehört  und  die  Anzahl  dieser  Geraden  daher 
15  ist." 


•)  T.  ^VlAl,  p.  m. 
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Welche  Relatieo  diese  15  Geraden  so  eioaoder  haben,  hat  Herr 
Steiner  bis  jetzt  unerörtert  gelassen,  und  dieae  Futg«  Ul  «a  mBT 
Mch,  welche  ihrer  fc^rledigung  eiit|;9gei»fieht. 


XII. 

Eänige  Bemerkungen  fiber  die 

und  Quufdratur  des  Kreises: 

Nach  einem  Aufsatze  ilcs  Herrn  E.  Catalan  iu  den  lNouveiies 
Annalcs  ilc  Math^matiques.    Jonrnal  des  candidats  aiix  ^co- 
l»»  polytechnique  et  normale,  rcdig^  par  Tcrquein  et  Crerono. 
T.  1.  Paris.  p.  19Q.  irei  bearlieitei 


von  ' 


dem  Herausgeber« 


Wenn  wir  die  FlRcbea  eines  in  uud  eioefi  uin  einen  Kreis  be« ' 
regulären  Vieleoks  vo«  '^^^^  Seiten  re6[»ecti ve  dnrel)  - 

■   

jfi  und  JTk 

hezeichuen,  so  haben  wir  nach  einem  aUgemein  bekanoten  Satid 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

«m  denen  imth  Divitiee 

2)  = 

folgt. 

Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  1)  erhält  nan: 
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IL  V.  W.  ' 


aad  folglick»  weBo  mn  mvltiplieirt  und  aufbebt,  was  sieb  aufbe- 


Mnltiplicirt  nan  die  Gleichmigeii  2)  und      in  einnider»  so  erbiUt 

man: 

SeUt  man  bier  X:  —  1  für  Xr,  so  ergiebt  sieb: 

Difidirt  nan  nun  4)  durcb  5)»  so  komnt:  ' 

Wils  in nn  auch  leicht  in  Worten  anssprecheo  kann« 

Mao  kann  diese  Gleicbnng  aber  «acli  aof  iblgende  Art  aas- 

i 

uQ(i  bierans  ergiebt  sich,  wenn  mm 


••tit,  (emer  die  Gleichung: 


)  Sollte  sich  nicht  eine  iliiilicha  bein^rkenswertbe  Kelauon  bloss  zwi- 
schen den  FUehenriomen  der  nm  den  Kreis  hescfaiiebenen  regulären 
Vielecke  finden  lassenf 


Oigitized 


»2 

Setzt  man  dagegen  *    .  '  ^ 

10)  F*  =  2^a/*, 

V»  erhält  nan 

Geben  wir  vom  eiDgesckriebeuen  rcirulärea  V  lerecke  aus,  und  setzen 
folglich  »  =  4,  80  iit,  wenn  der  Halbmesser  des  Kreises  ab  Ein- 
Mt  angenoBOien  wird,  offeniMir 

also  Qucii  der  ersten  der  Gleicbuogeu  1):  *  - 

Voiglidi  irt  nach  8) 

nad  muo  erhält  also  mit  Hülfe  der  Gieichnng  9)  iiberliatipt  die  fol* 
genden  Ausdrücke: 

j» = v/(a+ 1/(2 + 1/2))), 

|^=l/(2  +  k^(2-hV/(2-hV/(2+l/m 

n.  a.  w* 

Bezeichnet  man  nun  aber  die  Grossen  auf  der  rechten  Seite  der 
Gieicbheitäzeichen  der  Kürze  wegen  nach  der  iieilie  durch 

/.(«)./.(»)./.(»)./«(*),....;  . 

ao  isty  wie  mau  leicht  liudet: 

8.=4/.(2), 

«,=i/.(2JL/^.(2), 
g.=i/,(2)/,(2)/,(2), 

i,  =i/.(2)/,(2)/.(2)/,(2)/.(2), 

U.  ö.  w. 
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Hell  nacli  8)»  weoo  wir  der  Küri«  wegen 


/\.=  29,(2)5p,(2)5p,(2)9),(2), 
=2sp,(2)9P.l2)9P.(2)gp,(2)9p.(2), 


( 


Bezeichnen  wir  die  GrSoze,  welcher  sich  nähert,  wenn  ^ 
in's  Uneodlicbe  wächst,  durch  F'^y  »o  ist  hekaontlich,  wenn  n  wie 
gewöbolicb  die  halbe  Peripherie  des  Kreiies  beseicbnet: 

14)   Jt  =  I*^, 

Bezeichneo  wir  also  die  Gräaze,  welcher  das  Prodnct 

SPi(2)y,(2)SP.(2)9f4(2)....9Pii(2) 

\ 

sieb  nähert,  wenn  k  io's  Uoeodlicbe  wächst ,  dareb 

ao  iät  uach  13) 

Leicht  überzeugt  mau  »ich  uuu  von  der  Richtigkeit  der  Relatiou 
aiit  4er  sich  ferner  nacli  It)  sogleieh  4ie  KeUitlen 


ergiebt.   Nud  ist  ^ber  nach  12) 


2  1  7j 


Also  Ist 
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8 


1    1    •  n 

9*^~—l7r.  n  =  M« 


«4(2)  =f — 7-::  — ^— ^  ±=  — —  =:  tee  SS, 

 " 


OOS  — 

32 


Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kran»  nnterliegt  kei- 
nem Zweifel^  und  es  ist  folglich  ellg^ein  - 


n 


:  .90)— 

Bezeichnen  wir  die  CS^nse»  welcher  des  Prednct 

»  »ec  ^  sec      «ecj^  seo  jj        eec  p 

sich  nShert»  wcnn.^  in'f  ünendliche  wtt^liBt»  durch 

it         n  n  n  n 

sec      sec  57  ««^  ^  scc  ^  . . . .  gec 


ao  igt  nach  15) 


n    n   n  n 

2^ 


16)  l/ratrgec  5^  sec  57  sec  —  ....  lecirs* 


Dies  ist  eine  längst  bekannte»  Ton  Euler  gefundene»  liier  aber  gans 
elementar  bewiesene  P.ermel. 
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AUgemeiiier  Beweis  der  bekaanten  AusdrOcke 

für  sin  (« ±  ^)  und  eos  («  ±  ß). 


*  9 

Von 


Herrn  F.  Arndt, 

l^rer  am  Gymnasium  zu  ^tralsuiMl. 


JJm  XU  einer  allf^eiDeinen  Definition  des  Sinus  und  C^inus  zu 
«•l«»ge»t  Ut  M  BÖtliig,  Mgeade  Betraebtung  übtr  4m  Zähfoii  der 
KjreMliogM  anzustellen. 

In  der  Peripherie  eines  mit  der  Eioheit  als  Radios  be^cbri^be. 

oe&  Kreises  wer<}e  ein  fester  l*unkf  .4  ani^onommen*  Ist  dann  ßf 
ein  b€liebif(er  anderer  Piiukt  in  der  Kreisliuie,  so  verstelle  ieh  un- 
ter dem  zwischen  ^4  und  M  liegenden,  oder  dem  dem  Puuiite  M 
zu gi' hörigen  (entsprechenden)  Bogen  den  Weg,  welchen  man  auf 
der  Peripherie  zurfick  lef^eir  mumf  um.  too  ji  nach  JÜ  ka  gelangen. 
Diese  Hewegung  kann  nicht  nar  von  \d  aus  nach  zwei  verschiede- 
nen Richtungen  gescheheil,  deren  eioe  positive,  die  andere  negative 
Bogen  bestimmt,  sondern  einmal  in  ßf  angelangt,  wird  nii\n  noch 
l)cliehig  oft  io  diesem  Punkt  ankommen,  wenn  man  die  Peripherie 
mehrmal  durchläuft.  Es  gehören  daher  dem^  Punkte  J/  uneodiich 
viele  Bogen  zu. 

-  Nun  denke  nan  aicli  dvrch  des  Kreises  Mittelpunkt  ein  recbt> 
winkliges  Coordinatensystem  ip  des  Kreises  Ebene  gelegt,  so  daas 
der  positive  Theil  de?  Abscissenatt  von  Mittelpunkte  aaeb  dem  festen 

Punkte  /,  von  dem  all*'  Ros-en  »n  crezrihlt  werden,  gerichtet  ist. 
Dies  vnriiusgeset/t,  nenne  ich  mit  (Trruuert")  den  Sinus  und  Co- 
sinus des  dem  Punkte  iM  iiia^chörisren  liot^ens  resp.  die  Ordinate 
nnd  Ahscisse  deä  Punkieä  jJJ  in  Bezug  aul  das  augenommeue 
System. 

Da  nach  dem  Obigen,  wenn  a  ein  g-anz  beliebiger  (positiver 
oder  negativer)  dem  Punkte  JI  zugehöriger  Bogeu  ist,  eben  die- 
sem Punkte  überhaupt  der  Bogen  adb2^;r  entspricht,  wo  At  eine 


*)  Elemente  der  olirnen.  sphHri^ichen  und  spbäroidiscben  Trigonometrie 
zum  gebrauche  bei  Vorlesungen* 
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podtiTe  game  XM  besoielmet,  so  folgt  «m  der  DefiftiiloB  te  St» 
uns  imd  €o8iniit,  dm» 


Hierdurch  sind  die  Sinusse  und  Cosinawe  iweier  Bogen  wt^ 

glichen,  die  sich  um  db  2ArjT  unterscheiden,  üra  nun  eine  Vergld» 
cbung*  fiir  zwei  sich  um  (2>Er-f- I  jjr  unterscheidende  Bogen  an- 
zustellen, Hfi  Iff'  der  dem  i^]Qkte  ßf  diametral  gegenüberliegende 
Punkt  der  Peripherie.  Die  diesem  Punkte  zugehörigen  Bogen  zu 
finden,  itelle  man  eich  vor,  dass  man  auf  der  Kreislinie  fortachrei- 
teud  in  JÜ  angelangt  sei,  nnd  der  Bogen  a  aei  dai  Reanltat  dieaer 
Bewegung^.  Von  dieaem  Moment  an  gerechnet,  wird  man  zum  er* 
aten  Mal  in  M'  ankommen,  wenn  der  Bogen  ztzir  durchlaufen  ist, 
weswegen  dem  Punkte  schon  der  Kopien  a  it  tt  entspricht. 
Da  man  nun  toti  M'  die  ganze  Peripherie  noch  mehremal  durch- 
laufen muss,  um  immer  wieder  von  Neuem  in  diesem  Punkte  an- 
zukommen, 80  gehört  deai  Punkte  ßf'  überhaupt  der  Bogen  aztzn 
±2Jbr  in.  Jennchden  nan  nun  die  obern  oder  ontem  Zeiehen 
nnf  einander  bezieht,  oder  nicht,  findet  man  die  Bogen  a3i=(2>C>-t-l)]K| 
oder  adb(2X; — l);r;  da  aber  2A: — 1  so  gut  als  X/^+l  jede  noge« 
rade  Zahl  repräsentirt,  so  ist:  der  letzte  Bogen  im  ersten  sfbon 
enthalten ,   und   somit   entspricht   dem  Punkte  Jki'   der  Bogen 

Da  Duu  8iüus  und  Cosinus  der  den  Punkten  Ji/  und  M'  enft^ 
epreehenden  Bogen  abaolut  gleich,  den  Voraelelien  nach  aber  enl- 
gegengeaetat  aind»  so  erhält  man  die  Relationen 


2) 


sin  ta=b(2^-|- =»8in  a 
eda}a±(2^+l)jrt=  — cotf  a 


Die  Ausdrücke  1)  und  2)  lassen  sich  aber  so  mit  einander  verei- 
nigen: 

sin  (ce  d=  kn\  =  (—  1)^  sin  a 
eo8(a±^3r)=(~l)*  coa  a  * 


indem  jetzt  k  eine  beliebige  (gerade  oder  ungerade)  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet. 

Dadurch  aind  die  Functionen  sweier  Beppen  Tergliebea,  die  aieb 

um  ein  geradea  VieJfSEiche  von  \n  unteraebeiden* 

Endlich  betrachten  wir  zwei  Bogen,  die  lieb  nm  ein  nngeradca 

Vielfache  von  \it  unterscheiden. 

Zu  dem  F^ude  sei  wieder  a  riii  ganz  beliebiger,  dem  Punkte  M 
zugehörii^^er  Uoiren,  der  in  einem  der  vier  Quadranten  (s.  die  nach- 
folgende Figur)  endigen  kann: 
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O  M  4«  RiMMt  MktelpuDkt,  ?o«  M  MbmÜet  mm  In  «Uin  PMI« 

len  nach  derselben  (positiven)  Richtno^  zu  M'  fort  durch  den  rech« 
ten  Wickel  MOM'  hiodurcli.  Dann  ist  a  -4-  {tt  ein  dem  Punkte 
entsprechender  Bogen.  Sind  MN^  BfN*  auf  AO  senkrecht,  so 
erhellt  die  Aehnlicbkeit  der  Triangel  ßiON,  M  weswegen 
Mi\=  0N\  und  ON=M'N\  Da  nun  in  allen  Fällen  8in(a+|7r) 
ond  cos  CK  dasselbe,  dagegen  cos(a  +  47r)  und  sin  a  entgegeuge- 
Mtste  VoneidMB  Imben,  so  tat 


sin  (o  »1^4«)=:  CM  a 


Zieht  man  iu  dieseu  Relationen  von  a  +  ^Tr  den  Bogen  n  nb»  nnd 
herücksicktigt  die  Formeln  3)»  so  entsteht 

(cof(a  —  4^)  =  810  a. 

Addirt  man  in  4)  zn  «  +  fiv  die  CtMmm  km^  md  henditet  die 
Formeln  3),  so  wird 

.     (sin  |«-h(2X:-4-l)i7r|=(— l)^  coä  a 
Mco8la  +  (^HhlH^i=:--(— 1)*  sin  o. 

SnbCmhirt  mnn  dmngtn  in  5)  ?on  «i--}ir  den  Bogen  ibr,  und 
beaehtet  ebeafills  3),  so  entsteht 


7)  i»"!— 

'    feosl«  — 


sin  |«  —  (2it-*-lH7rj=  —  (-l)*  Gota 
{a^(2i(^.lHifi8s(-l)^  sin  a 


*  So  sind  nun  in  den  Formeln  3),  6),  7)  die  Sinusse  und  Cosi. 
Dusse  zweier  sicli  um  ein  beliebiges  Vielfaciie  voo  db  \it  unter- 
■ebeideader  Bogio  voigliehcn« 

3. 

Jetzt  haben  wir  noch  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Sinns  nnd 
Cosinus  eines  negativen  Rögens  zu  denen  des  positiven  verhalten. 

Es  sei  desiialb  a  =  a'-H2^?r,  wo  a,  a'  [»ositiv  uod  a'-<27r; 
donn  ist  ^mss^c^  — Ste,  mid  folglich  sin  o  sssin  d  und 
•lii(-'a)sss8io(— «0>  «otf  «seo«  Af  nnd  coi(— a)=seos(~€^ 
noch  1). 

Rechnet  man  die  Bogen  a!  und  —  a'  beide  vom  Punkte  A  ans» 
so  erhellt  durch  einfache  geometrische  BetracLtuu^,  dass  dieselben 
zugleich  im  ersten  und  vierten,  oder  im  zweiten  und  dritten  Qua- 
dranten endigen  1  weshalb  sin  ( —  a')  =  —  sin  al ^  und  cos  ( —  o') 
soos  of.  DSuior  ist  oueb 


8) 

4oos<^«): 


8in(— sin  • 

t«OS  tt. 


Die  Formeln  3),  6),  7),  8)  reichen  miA  volistindig  nns^  nm  dio  tU' 
gemeine  Gültigkeit  der  Formeln 
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€os(Bi+/?)  =  eo8a  e«m  ß-^üä  a  m  ß 


i: 


In  ilen  Bienentea  d«r  Trigooometri«  wird  olia^  WektiifiKk^it 
«rwieieii»  daas 


10) 


siD  (a=i=i?)=aUi  a  cm  ßdbcon  a  sin 
eoi(ad=iS)  =  coBa  cos  /^qpalo  a  sin  ^ 


ist,  wenn  die  Bogcnsumme  »  +  /¥  im  ersten  Quadranten  liegt,  so 
dass  die  Bochen  a,  ß  beide  |»ositiv  sind ,  und  keiner  von  ihnen  hio- 
«ichtlich  deä  absoluten  Werths  die  Grösse  ^  übersteigt. 
Für  das  nntere  Voneiclm  mh  bn^tn  wir  naeb  8) 

8in(a^^)38sUi.si  ccs(— ^)-t-ic<Mi •  ra(-^./}>i 

und  wenn  wir  dabcr  a  —  ß  als  Summe  der  Bogen  a  und  — ß  an- 
sehen, so  bleibt  tur  diesen  Fuli  die  erste  der.Räationen  9)  richtig. 

Ferner  ist  nach  8)  sin  C —  «  —  ß)  =s  syi  (o  +  ^)  = 
—  sin  a  cils  ß  ^  cos  a  sin  ß ,  n^eleh^s  wiederttsi  nach  8)  = 

sin  ( —    w  I"  ß)  (— «)  sin  (—  ß).  ... 

'  BnllUeb  ist  sin  (^a^ß)=  ^  sin  (a^ß)=  sin  a  wa  ß 
+  eos  a  sin  /?  nach  10),  weicbes  nach  8)  wieder  =sin( — o)cos^ 
•f-cos( — «)  sin  ß  ist. 

Deshalb  ist  die  erste  der  Relationen  9)  richticf  in  allen  den 
Fällen,  wo  Uy  ß  beliebige  positire  oder  negative  Bogeu  sind^  deren 
keiner  blosi^  mit  Rücksicht  auf  den  absoluten  Werth  die  Grösse 
übersteigt.    Ganz  ähnlich  wird  die  Richtigkeit  der  zweiten  Glei* 
cimng  in  9)  erwiesen. 

5. 

Sind  nun  a,  ß  iwei  gann  beliebige  Bogeo^  dagegen  a\  ß'  zwei 

Bo^en,  deren  keiner  binsicbtlich  des  absoluten  Werths  \7t  über- 
steigt, so  können  die  positiven  gsaze^  Zahlten  is,  q  jederzeit  so 
bestimmt  werden,  dass 

»    t  o  ==1  flf  db  \n 
Xß^fzkiim.q 

ist. 

Denn  ist  a  znerst  positiv,  so  nnhme  mau  l:t  so  oft  davon  weg, 
als  CS  aotrclit,  z.  B,  mmal,  der  Rt  st  ce*  wird  <^  Itt  sein.  Ist  nno 
dieser  Rest  auch  kleiner  als  Jt,  so  hat  man  nur  k-r^^  m  zu  neh- 
Ben.  Weuu  uher  a  die  Grösse  übersteigen  sollte,  äo  setzt  man 
o^  — (i» — a')  +  i;r(iw-f- 1),  weicbes'  eben«»  viel  als  a'+i?r.s»} 
und  nimsit  Assi-|-1,  da«  «in  i7r~#/«ctbts  kleiner  als  \jt  ist. 

Ist  ferner  a  negativ,  so  kann  nacb  d^m  eben  Bewiesenen 
'^mwAd^^  .  h  gcütit  tMdMi^  das»  or.< {nr^  iiid  tem  kl 
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«a 

fiUseltoi  Sehliiwe  gelten^  fiir  §y  uii4  niuier«  ^b»uptiiiig  ist  »o- 

JDer  l^ortgaug  d^r  Bftiael^luog  erfardtft  die  Ual^seb^duog 
dreier  Hauptfälle,  oänlicli: 
'    !•    Sind     ^  Md«  gerade  =sS^,       >o  iit  entweder 

•)  Ist  om  Af>((r  e«  iat  Af^-^q^  ppntiv»  und  Be^K 

•in  (a  4- j  =  (— .  ßiD  (a' 4- 

Entwickelt  man  den  Sidus  auf  der  rechten  Seite  nneh  9),  welehee 
nndi  4)  erlaobt  ist,  und  beachtet,  dass  nach  3) 

r 

ain  a'  =  sin  (a  k'n)  =  ( —  1)*'  ain  a 
cos       coa(a^ ^'ar)  s=  ( —  1)^  coa  0» 

lind  ähuiiclie  Ausdrücke  für  siu  /S'  und  coä  jj'  eutäpfingcii  >  äo  er- 
'bUt  man  - 

8iD(a<4-/0  =  (— «      /'+eoa  o  sin  iQ. 

Da  onn  das  Product  (— .  (— 1)*'+«'  entweder  =  (— lyK^^-fr^J 
oder  s(— 1)2^',  alsp  stets  die  positiTe' Einheit  ist,  so  bleibt  die 
ernte  der  Relationen  9)  richtig. 

b)  Ist  dagegen  so  wird  man  nur  m  und  ß  mit  einander 

verwechseln ,  wobei  aber  sin  a  eos  ß  cös  a  sin  ^  seinen  Werth 
nicht  ändert. 

II.   Sind  ^,  Q  beide  ungerade  =^+1,      +      so  ist 
entweder  *  • 

oder 

und,  wenn  A^'—qf  pee^^i?»  nach  2) 
entweder 

sin  (o + A  =  (— l)^-«^! .  nn  W+ 

»  • 

oder 

Entwickelt 'Mn  ^ieFiraction  enf  d^r  feeblenSeite  nach  f)|  und  be« 
nebtet,  das«  naeb  4)  nnd  7)    .  I 

sin  a  =  sin  ja  =1=  ^7r(2Xr'  H- 1))  =     (—  1)^  cos a 

7. 
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und  fthnlicbe  Ausdrücke  fiir  sid      und  cos  ß'  entspriDgcn,  so  folgf, 
dass,  jeQacbdein  man  die  Vorzei^beo  in  11)  auf  einander  bezieht 
oder  nicht) 
entweder 

nn  (a-|-/9)ss(—  .  (-*  ly^'-^^An  a  eoi  /I+  cot  o  md  ; 

oder  - 

Miin  (a  H-  /SJ  =  (-1)*^ .  (—  ly^i^  «  «0»/}+ COB  a  sin  /?), , 

weswegen  die  erste  der  Relationen  9)  ricbttp^  bleibf. 

Ist  k'  ^q'  negati?^  so  vertauaebt  man  ^  mit  und  es  ändert 
«ich  nicbts. 

in.  Ist  ß:  gerade  s  '  Und  q  ungerade  =3^»^+  1,  ao  itt 
entweder 

tt  H- /J  =  a' ^  d=.iir|2{/r  +         1 1 

oder 

•  •     •      ♦  « 

oder 

Die  ernte  Gleicbnng  entspringt,'  wenn  bmi  in  II)  die  obern  «od 
untern  Vorzelcben  auf  eiiiander  bezieht,  die  »weite  nnd  dritte,  wenn 
dies  nicht  gescbiebt,  und  es  fiadet  die  erite  von  fien  beiden  letz- 
tem, oder  die  andere  ihre  Anwendung,  jenacbdem  q*  oder 
^  ^q'  ist.  Daber  ist  nacb  6)  und  7) 
entweder 

oder  *  *      '  • 

oder 

r 

Bntwickelt  Ben  die  Fnnetion  auf  der  reebten  Seite  nach  9),  nnd  he- 
•cbtet,  dass  nacb  3) 

siD  a' =r  sin  («      Ä'jij  —  (— 1)*'  sin  a, 
xos  a'  =  cos(a  =p  I^w)  =i  ( —  1)^'  cos 

und  nach  6)  und  7) 

ain  ^=sain{/9=|=i«(fi^'H-l)|a.spt^l)9'  eotfi, 

CO«  ir.=«>f  |/?=fMV-^  1)1  ==±(-13^'  sin  A  ...  . 

io  ergiebt  sieb 
entweder 

•in  (a     /J)  =  ±  (—  l)^  *  ±  (-  l)*'-^f'(8in  a  cos   +  cos  a  sin  /J)  . 
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oder 

nn  (a^ß)  =  dt{'-  . rp (-  1)^-*«  (sin » eos/?+eota slo A 

► 

o4«r 

•in  (a  -t-     =  =f=  (—  1)^--*' .  =p  {—  1)*  -He'(8in  a  cos  ^      cos  a  sin  /!?), 

woraus  eriicbllicli,  daat»  die  erste  der  UeiutiuDen  9)  hclitig  bleibt.  , 
Ist  endlich  Jh  «egerede  nnd  q  gerade ,  so  würde  nar  ß  müt  a 

so  vertaaseheD  mIs,  ssd  »0«  nngeitideit  bleiben. 

Ganz  ähnlich  kann  der  Satz  für  €oe(a*f-^}  bewieien  werden, 

einfacher  jedoch  snf  folgende  Weiae:  - 

7. 

Nsch  4)  Ifll  coB  («  -t-     =:  eis  («  +    H-jt^)»  welehee  nneh 
den  biiber  bewieseneD  allgemeineD  8atie  =  sin  a  cos  (jV  +  i'^) 
C08  a  sin     +  i^)»  das  wiedernn  nach  4)  ssain  a  •  '-^  ain  ß 

-I«  cos  of  .  cos  8  ist. 

Wie  dabtr  ottcb  die  Bogen  a,     beschaffen  sein  mögen,  es  ist 
jederzeit 

ein  (ee  +  /?)  =  ain  et  eos  ß     cos  o  sin  ß 

cos(a  -^ß)z=z.  cos  a  cos    —  siu  a  sin  ^. 

Bndlicb  verdient  herausgehoben  au  werdea,  was  sich  aus  5)  nnd  8) 
ergiebt,  nämlicb: 

|8in(|2r  —  a)  =  ^8in  (a^49r)seos  « 
(CosQ^r — a)s     cos(a  ^^;F)  =  8iu  a. 

Du  die  Bu^c^n  \n-^a  und  a  sicli  cumpleoieDtiren  (d.  b.  zn  er- 
gänzen), SU  folgt,  dass  Sinus  und  Cosinns  eines  tiogens  resp.  der 
Cosinus  and  3inus  des  Complementarbogena  und. 
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Eäne  Bemerkni^  über  den  Beweis  des 
Melvresciieii  Lehrsatzes  obiie  HlUfe 
des  ImaginareiL. 

Von 

Herrn  A.  Gopcl 

zu  Berlio. 


lUDgeo,  das  ImagiDär«  bei  aoalytiscbea  Deductioneo 
zu  omgebeD,  dürften  MaDchem  als  völlifi^  antiquirt  und  in  jene  Zeit 

geliöri^  ersclieluen,  wo  man  das  Imaginäre  noch  eben  so  sehr,  als 
eiitigea  Tages  die  diverg^enten  ReiEeOj  perhorre^ciHe.  lodesseo 
können  sie  zuweileu  ilurcii  ansserwisseDschattliche  Uuistände  gebo- 
ten sein,  und  aus  dieser  Rüclisicbt  nimmt  die  folgende  Bemerkung 
einige  Nachtieht  in  Amprocb. 

iJigraBgfi  MgvHMitirt  ea  dta  angedeuteten  Zwecke  in  4e» 
Levens  sur  le  caleiil  dea  foDctiona  p.  143  anf  diese  Art: 
Die  beiden  Reiben 

%f  M^-^t  ^*'+*^*  *'  +  3rt 

nnd 

2y  2cea  a,  .^oa  2ap  2coa  3«^  .1 , .  • 

entsprecbeu  einem  uud  demselben  recurreuteu  Geselz:  * 

1  • 

und 

WO  Ar  uud  im  Allgemeinen  bezieblicb  +  ^  und  2coä  ra 
liedeuten.  Setit  men  alao    -f-  4r  =  2cob  ai-  go  werden  jene  bei* 

den  Reiben  identiscb  nnd  men  bet  Xr=Ar$  oder  a^~i"^=%QO§fß, 

Mit  andern  Worten,  wenn  jr*  —  2a:  cos  a.-h  1  =0,  eo  ist  escb 
—       cos  ra-hl=:0,  und  folglidi  ist  aiß*"  —  tjc'  cos  ra+I 
durcb  iflp'  —  2ar  cos  a-|>  1  tbeilbar» 
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■ 

Bier  jjit  aImw  tei  IvaguAr«  nnr  iisMAbvr  teqBM«*,  (Awm 

kann  nicht  gleich  2co8  a  gesetzt  werUca,  weil  2coä  a  je- 

denfolls  ioDerbsIb  der  Griinsen  ~~  2  and      2,  daf^egmi 

iniifier    ausserhalb  tierselbeo  liegt.     Oder  besbcr  gesagt,   mit  ditüi 

Setzen  von  a:^'^  =  2eoB  a  ist  eben  ein  Imaginärei  gesetzt  wor 

deo»  was  doch  vermieden  werden  sollte. 

La^i^rang^e  Avürtle  aber  spinen  Zwec^k  mittelst  einer  jyanz  crcrin- 
geD  AbänderuDg  erreicht  haben.  Wenn  naQ  iiamlicb  mitteiat  jenes 
recurrenten  Gesetzes  allmälig  X%$       ••••  Xr  und  zwar 

erhält,  so  muas  man  für  das  allgemeine  Glied  der  andern  Reihe 
uir  ebenfalls 

utfr s=;^(2eoa  a]r-H ^(2cos  o)*^! -f-. • . . 

erhalten,  weil  es  darch  eben  dasselbe  recurrente  Gesets  entsteht. 
FolgUob  ist 

Wird  nun  rechts  nad  liuks  mit  .of  mukiplicirt,  so  bat  man 

*  ■ 

a:9r  —  2a;*-  cos  ra  4-  1  =     /'K^'  -J- 1)*"  —  (2a;  cps 

Wo  aof  der^eebtes  Seite  jedes  OlM  liiM  (4r*H;*  l)««-(tAr  eOe  n) 

.ibeilbar  ist,  was  mithin  at|ch  für  die  linke  Seite  .gilt» 
,  Man  erhält  aueb  d9f«ib  «ine  tbeitweise  Diwision: 

■  *  ' 

—  2ar^  cos  •  «  t 

•T»— 2iP  COS  a-i-l  ^ 

-t-^Qoso.         jra«ap  COS  «4-1 
_^    «  J!^»^  — 2"^*^  cos(r— 2)g^l 

4*a^2|^  «OS  «  +  1 

Wenn  also  irgii^d  svei  «nf  eioender  folgende  GUedar  der  Reibe 

y'  '  r    r  r 

WO  Tr  allg-emein  den  Ausdruck  .v-''  —  2ar^  cos  r«  -4-  1  bezeichnet, 
durch  Ä^''  — cos  a-f-1  theilbar  sind,  so  ist  es  auch  da«  nach- 
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Noll  ist;  uud  das  zweite  y, ,  welebes  or*  —  Ir  coi  a  +  1  lelbflt 
ipt;  folgUeb  ist  Mch  «•^—to'  cos  ra+1  darcb^r*  ^2dPcot  a*^  1 
tliellbBr* 


XV. 

Bemerkimgeii  Uber  die  Lehre  von  den 

geometrischen  Progressionen  ^). 

Von 

Herrn  E.  Heis, 

Oberlehrer  au  der  höheren  Bürger-  und  ProTinzial-Gewerbsehule 

zu  Aachen. 


Bekanntlich  lassen  sich,  wenn  yon  den  fünf  Grössen:  Anfangs.- 
gUed  Endglied  ^,  Anzahl  der  Glieder  »,  Exponent  e  und  Sunime 
aller  Glieder  «  einer  geometrischen  Progression  drei  gege* 
ben  sind,  die  beiden  Übrigen  Imebt  finden,  01«  Lebrbüeber  der  AI- 
ffebra  geben  zu  den  20  möglichen  Aufgnben  die  Resultate  theils 
iirect  an,  tbells  stellen  sie  die  Gleichungen  aaf»  deren  Wurzeln 
nur  Bestimmnag  der  gesuchten  Grössen  dienen;,  so  wird  zur  Be- 

süflunnag  yon  e  ans  #,  #,  e  die  Olelebnng  'e"  — -^#-*-~^=bä, 

zur  Bestimmung  vuu  i  aus  /»,  so  wie  lüc  Hestimmuoi;  von 
«  ans  $y  #  die  Qleiebnng  ^(#  — — — a)^»==0,  Usd 
endlieh  aar  Bestininiung  von  e  ans  «,       s  die  Gleichnog 

 ~7«*''~*  H  0  aafgrestellt.    Diese  drei  Gleicliungen 

vom  ntan  Grade  enthalten  aher  jede  einen  Wurzelwerth,  welcher 
der  Gleichung,  nicht  aber  den  Forderunfifen  der  Aufgabe  zukommt. 
Zur  Vereiofachuofc  des  Ausdrucketi  sind  nämlich  die  ursprüogliclien 
Clleicbnnffen  vom  (ü-— l)ten  Grade  dnreb  HnlHplication  nilt  einesi 
binomiscben  Factor  in  Gleiebnngen  vosi  Uten  Grade  verwandelt 
worden»  erhielten  aber  eben  durch  diese  Mnltiplication  einen  Wsiy 
zelwcrth,  welcher  als  Antwort  auf  die  gegebene  Aufgabe  ^nnx  und 
gar  nicht  passt.   Um  e  ans  #  an  bestiaiaien  dient  nun  die 


*)  S.  meine  Sammlung  Ton  Beispielen  und  Auigabeu  aus  der  allgemeiBea 
ArithmeCik  und  Algebra,  dritte  vemehrts  Auflage.  Köln.  IM 
SeitoSri. 
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=  O ,  welche  auch  aoter  der  Form    _  .  ^  =  ^  daritelle» 

IttMt*  I  Mvltipliciit  wum  duM  letstere  GleiebBag- alt  #— If  so  et- 

lillt  fluiii  die  Gleiehang     — -l^^-i^ss  0  tos  «ton  CM«, 

welcbe  in  den  Lehrbachern  gewöhnUcb  angeführt  wird,  die  aber  den 
Wurzelwerth  ezszl  In  sich  entBätl,  weldber  inBeiug  auf  dieFordeninr 
dar  Avfmb«  Mriebtig  tat  Dia  Glaiebnng  #(«~#)n-^ 
=  0  zarBosÜMinDg ?aii m odor/aatbUt doa Wnrzelwertb  dieia 
GlalcboDg  lat  deomach  la  farwerfen  and  itatt  ibrar  die  Gleiebaog 


▼oti  (a»—l)taa  Grade  jr-i-f-y*-«-#-y*-».,..-hl  — yssO  oder 
C^i  — -0  aa&Batellea»  wo  yÄ^^,  deren  Wurseln  alla 


den  l^orderungen  geoüg-en.    Die  CleicLun^  ^      TTIT^*^       -  j  —  f 

s=  U  endlich  gieht  den  Wurzelwertfa  e=  1,  welclier  ebenfalU  our 
der   GieichuDg  genügt;   statt  dieser  Gleichung  vom  ^ea  (^rade 

iat  dabor  die  Gleicboag  ^»(1  ^  y)  +  a*^-*-  a^ .  •  •  •  -i-  • + 1 

=  O  oder  — -j-tf*^^  =  0  aufanfltellea.  in  einem  ganz  beson- 

deren Falle  kann  xwar  e=zl  und  a  —  t  sein,  aber  aUdano  liefert 
auch  die  Gteichunff  vom  {/i —  Ijteti  Grade  diese  Wertbe  und  die.Glei* 
olittog  von  Uten  Grade  würde  diese  Wertbe  doppelt  geben. 


Uebimgsaufgaben  für  SchtUer« 





Ba  ist  ~ 

nad 
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Lassen  sieb  äbolicbe  Getetae  für  Producle  mit  mebr  als  drei  Facto< 
seo  angetien?  - 


■ 


...  Wm  die  Seiten  sweier  Dreiecke  einander  parallel  stndl»  and 
^as  eine  dieser  beiden  DreieclKe  iu,  das  andere  um  ein  ariden 
Dreieck  bescbrieben  ist,  so  ist  der  Fläehenraum  dieses  letzteren 
Dreiecks  die  mittlere  Pro|)ortionale  zwjieliett  den  Flächen ränneo 
der  beiden  ersten  Dreiecke. 


MM  '  ■  * 


Sbnanti  nn  den  zu  beweisenden  Sätzen.   ThK.  V.  d3&» 
Von  Herrn  A.  Gepel  nn  Berlin. 

I)  Von  der  Reihe 

ist  für  jedes  m  ,  ' 

die  SnnBie  der  ernten  m  Glieder  =,2 — ^ y       — ^»iat**"^* 

2eos  — -jr 

also  die  Summe  sämmtlicher  Glieder  = 

»(1— «!•) 

Von  der 


T ~     -  •  T  ■        '  \    f 9  . 5>  •  T •  • 

ilt  för  Jedee  4* 
die  Sname  der  eniten.ii  Glieder 

  11       (2»-^ Hl»)  (4»— m»)....(4»*— m») 

^«»—1  1*     S>«5«....(2ii— l)*(2ii^*l)  ' 

11      .  «n 
—  —    sin  —TT 

nlio  die  Sanne  ittnntlicher  Glieder  =  r — ,  ■*■■>?>  .j'  -^^ 

3)  Wenn  m  eSne  gemle  Zahl'  Ut»  ao  iat  die  Sanne  der  Reihe 

*"■"«»»  — 2»*        (»t»— 2»)C»i»-^il«)'* 
.  (-~1)».1».3»  « 

•  5P      •  •  •  • 


^  (m>  —  2»)  («»  —  4»)  («1»  -  6«) 
bis  zn  den  naendfiak  mNMeB  GUedera  foitgaietat: 
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Tm^'^V  — 2«»-i  '  2,4. ..•Ä^Ä.«^' 


WO  das  obere  oder  uotere  Zeicben  zu  nehmeD  ist,  Jenachdem 

2par9«lc  oder  ungerade  is. 

Welcbefi  ist  ihre  Suoiae  für  ein  beliebiges  mi 

4)  WeDD  m  eioe  uagmde  ZfabI«  grös»M  #U  1»       «o  mH  4U 

Summe  der  Reibe 

bis  sQ  ^eu  DDeoifl!^  werd«iideii  Ofiedeni  fin%et6ltt: 


2.4..«,«i— S 


WO  4aa  obm  «i^cfr  milere  fl^icfacife  xv  Bebm«s  ist, 

£^erade  oder  ungerade  ist 

Welcbes  ist  ibrc  Summe  für  eio  beliebiges  a? 


m  —  1 


AI  i  s  c  6  1  1  e  Q« 


.(i 

4K      ■  » 


Acad^mie  des  sciences  de  Saint -P^tersbonrg. 

^Maacte  4m  moii  4«  jantier,  f Mtr  et  «tan  IMi») 

Uu  rapport  a  ^te  (mt  ä  rAead^mi«  »ur  uoe  d^courerte  faite  «n 
meli^roJagie  par  M.  Nervander,  proie&aeur  ä  Hflsiagfocs;  les  aa- 
taors  de  ee  rappoH  4Mt  JIH  W.  Strafe»  fl»  I#en  el  fl«M«  Bn 
fvlfi  je  texte  mdmet 

Nervander«  ^fesseur  e  HehiBf^fofi  mt  memtie  correspoa- 
dant  de  PAcad^mie,  vifint  de  lui  rommuniqiier,  soiis  forme  de  lettre, 
le  resultat  d'tin  travail  sur  la  m^^orologie,  ^uk  contient  l'exposi- 
tion  d^urj  {iheDomcDC  telicment  inportant,  et  si  parfaitemeat  igiior^ 
jut^u'tt  ce  i»ur,  que  aous  avons  cru  4e  uotre  4eyoir  da  recomman- 
4if  4  rfMeulMii  de  rj^tdteie. 
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.  14» 

Les  trtivaux  m<^teorologiqiie8  qut  oot  rapporl  aux  fiTi^nuinenes 
dt  l(i  chuieur  duuü  Dotre  atmosphere  out  M  toitjours  ilirigeä  vers 
le  but  de  trouver  la  loi  qui  r^git  certaines  variations  depeodantes 
d'uoe  cause  muDifestei  cuuime  par  exempie  les  variatiaDä  lie  tem- 
p(^ature  qoi  r^ultent  de  la  positioD  de  le  Terre  par  rappert  mu 
Solell,  oo  dto  U  rotation  de  la  Terre  mtoe  eiMoiir  de  see  AM. 
Mais  cee  leU  defaieet  Mre  •d^nitea  de  pb^aett^nes  variables  et 
coostaniiient  aiedifidi  par  Piofineooe  de  tenaea  pertorbatrieet  «fei  lee 
faisaieot  puraitre  irr^guliers.  Le  moycn  dont  od  s*est  servt  ponr 
d^couvrir  nuelque  r^gularit^  dans  la  oiasse  des  variatioos  produites 
par  les  dinerentes  oautes  perturbatrices  a  ^t^,  cooime  on  ie  sait, 
rapplication  du  principe  des  graocls  üumbrp.s.  Pour  appliquer  ce 
prtocipe,  on  liistribue  les  observatioos  ea  groupes  qui  eoibrasseiit 
une  pi^riode  d^tei;miD^e,  coaiaie  par  exemple  un  jour,  one  aon^e. 

On  prend  alvra  la  meyeoiie  des  ebaervatieoa  correspoadaDtes 
an  nlnie  mois  en  k  la  n^tee  heure,  leloa  la  durde  de  la  p^riode. 
En  ae  aervant  d*on  grand  jtonbre  de  groapea»  les  variation'a  irid» 
gnli^rea  se  d^tmisent  r^ciproquement,  et  il  ne  reste  plus  d'apparent 
que  les  variattons  essentielfes  proveoant  des  causes  qui  agissent 
dans  le  m^me  sens.  Dans  cette  sorte  de  recberches,  qui  ont  pour 
but  la  marche  de  la  clialeur  pendaot  une  p<?riode  d'uo  jour  ou  d'unc 
anude,  on  est  tou^ours  sür  de  parveuir  a  uo  resultat  determiue  ^  car 
il  ne  pcut  y  avoir  aacun  deute  sur  Texistence  de  la  p^riode.  La 
lei  en  la  marehe  cherebde  de'  la  temp^ratnre  noe  feis  ddtermindei 
en  est  eenvenn  de  censid^rer  cenme  des  irregularit^s  tonte  ddvia- 
tien  de  eette  a^arcbe  indtqnde.  par  les  observations  Isoldes.  Per* 
tonne  ne  pouvait  cependant  douter  que  cea  irr^gularites  elles  m^mes 
ne  fusHent  In  rons^queoce  n^cessaire  de  causei  determindes.  comme 
il  en  est  pour  le  pbdnomene  dont  la  r^gularitö  a  ^t^  reconnue.  Les 
autres  pb^nomenes  ne  nous  paraissent  irr^galiers  que  par  Pigoorance 
ou  nous  sommes,  taot  de  causes  aux  quelles  il  faut  les  attribuer 
que,  par  cons^quent  aussi,  des  p^riodes  qui  suivent  ces  irr^|;'ulari* 
tds»  Od  voit  par*lk  «|B*il  n'y  n  d*nnlte  mo^eo  de  parrenlr  n  cette 
cennaissanee  que  celni  de  soBMettre  les  diflfi^rents  ph^nem^ee  de  •  ■ 
pdriedieltd  qne  pr^ente  netre  Systeme  solaire  k  ud  examen  coai* 

Iiard  avec  les  yariations  que  pr^setitent  les  pb^noaidnes  de  la  cba- 
enr»  d^terinin^es  par  de  bonnes  exp^riences.    Mais  od  voit  aussi 
qae  cette  vnic  pour  parvenir  au  but  est  tres  laborieuse,  et  ii  est  | 
'  d'autiitit  plus  ditficile  de  se  resoudre  a  la  suivre^  qu'il  est  impossi- 
ble  de  prevuir  si,  parmi  tuutes  ces  recberches,  il  en  existe  r^lle- 
ment  une  qui  doiye  ^re  couronn^e  de  succes. 

^et  qn'il  en  seit,  e'est  le  seul  mode  de  precdder  qne  bms 
effre  la  seleace.  0*antant  plus  grande  est  notre  sntbfiictiea  en  ve- 
jant  se  vouer  k  ce  traTail  nn  piiysicien  aussi  consciencienx  et  d'nae 
perspicacit^  aossi  reeoaooe' jpM  Peet  ll«  lSenrnnder,  et  aena  Bens 
t^icitoDs  «^inr^remeot  de  v^ir  ces  rechercbes  couroae^es  d^ta  ent* 
e^S  aussi  evident  que  celui  qui  r^sulte  du  präsent  rravail. 

M.  Nervander  avait  ddcouvert  auterieurement,  par  uue  rechercbe 
sur  le  temps  de  la  debacle  de  quelques  rivieres,  que  ces  «^poques 
luuuifestaient  une  p^riodicit^  de  sept  aus  qui  reproduiüuit  avec 
nne  nssea  grande  rdguhtitd;  Snppesnnt  que  eette  pdriode  demit 
se  fetrenfw  dana  |a  aarcbe  den  tampdratBret»  il  tMie  de  In  ren* 
dre  Evidente  eo  groupant  les  nbaervatioas  par  p^odes  de  sept 
aas«    Celn  le  condnisit  a  ezminer  In  pdsiode  d'«Be  idrelBtieB 
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du  Soleil  autour  de  Ron  axr.  [^e^  lemps  (Ia  ceite  r^voluHoo.  pour 
un  observateur  plac^  au  contre  de  la  Torre ,  o«  |«  temps  fle  In 
rotntioQ  ^eocencHque,  a  ete  tix^  cn  dernier  Iteu  par  !VI.  Lauc:ier 
n  27,  23  jours.  M.  \crvandcr  ordonoe  les  (»bservutious  tliermoin^- 
triqueä  de  Paris  ea  groupes  d'aprt  s  cette  p^riode,  et  obtient  pnur 
f^nltm,  quUl  «xitte  r^elleroent  uoe  p^riode  aeaiblable  pour  Ua  tem* 
P^titri»,  La  4ür4%  n'e»  Mmt  pourtant  pa»  abtalwaDt  k  nteai 
ta  la  BioilifiaDt  jusqu^a  ca  qae  la  pifriadieit^  M  naoAfeatAt  da  la 
■aaiere  la  plut  prooonc^e  par  les' teaip^raturM,  U  obünt  uae  da» 
r^e  de  27,26  jours.  Cette  dur^  approcha  beaucoup  de  «eile  trän* 
v^e  par  M.  Tviuis^icr,  et  si  l'on  considcrc  que  In  dt^fprmitmfjon  (fe 
cettc  duree  au  moyen  d'ohservntionH  astronomiijues  laisse  tüujours 
uoe  tnccrtitude  a  cause  de  U  mobilite  des  tuches  du  iSoleil,  oo  ue 
peut  hesitcr  a  admettre  pour  la  duree  de  la  rotatioo  du  ^»ole^l  le 
Dombre  fourni  par  le  meiUeur  accord  des  observatioos  u^t^arola« 
giquea. 

Naoi  vayaat  daoc,  paiir  la  preaMra  fal%  oa  fait  remarqaable 
qB'QB  ph^aan^De  appartenant  a  ootra  ayit^M  talaiia  a  4ti  d^ar- 
■ia^,  par  la  m^t^orologie,  la  plus  vague  des  scieoces  physiques, 
nrpc  une  pr^ciston  pfu<^  crrnnde  que  Celle  qa*il  ait  4i6  poaaible  d'at- 
teiadre  pur  des  Observation^  ustronouiiques. 

La  8U|)(rrßcie  du  Suleil  ofTre  donc  des  eudroltü  qui  dmettent 
plus  ou  muias  de  chaleur,  de  maui^re  que,  selou  ie  cot^,  que  dous 
pr^eote  le  Soleil,  la  Terre  en  recoit  plus  on  moins  de  chaleur,  et 
qM  ijiendaat  la  darda  da  aatra  dte  la  anircba  da  la  f€iipdratore  ast 
aesmaa,  k  la  lurfaea  da  la  Terre,  au  noiiis  deox  fois  a  un  aMt» 
MMBt,  La  Ümite  de  cetta  variatioa  ast  de  0*«6  C  Mais  ce  oai 
prouva  qna  la  r^ultat  obteou  o'est  pas  dA  a  naa  cania  fartaiia» 
Miii  ä  ntie  cause  bien  d<^tcrm)n^r,  cVst? 

,,1.  Que  les  observntioiis  de  Paris  et  les  observatioos  faifces 
pecdunt  50  aos  ä  luspruck  dooneot  la  mdme  marche  p^riodtque. 

2.  Que  la  premi^re  moiti^  des  observatious  d'iospruck,  caicu- 
1^  de  la  o^me  mauike  que  la  leconde  noitt^,  oifre  la  mönie 

S.  Haa  «  l'aa  eaaibiiia  aasenbla  lai  pnaiers  semeatras  da 
fliaque  annda,  al  da  m^me  les  accasdi  iemestres  da  cbaq[Qa  aaada, 
Hl  eaadaiseDt  aaeore  a  la  m^roe  mareha  p^iodique. 

L'importaticp  du  r(^sultat  obtenii  pour  la  science  m^t^orolop^tqae 
est  Evidente,  et  il  ue  nous  reste  qu'a  ^mcttre  le  voeo  de  voir  cette 
decouverte  publice  par  M.  Nervander  dans  tous  ses  d^tails.  Noas 
d^sirons  le  voir  ^tendrt!  ses  recbercbes  a  d*autres  p^riodes;  toute« 
fois  il  serait  ioditipeusable  qu'uii  Ini  fouroit  les  oiojens  n^cessaires 

Sur  dvitar,  daoa  ua  ttavail  da  ««tta  iaiparfanca»  «alte  partia  faali- 
Miia  at  pniaaiaal  m<eaaique,  mtijM  Ddaamaiaa  abialoaiaat  ia- 
dlipaaubl«,  comnia  ParrangaaMat  at  la  aapla  daa  aaabiaa,  laar 
laniatiaB  alc." 
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Sats  vom  Trapesioa«- 

(V«n  Herrn  Lebelin,  ^leve  du  College  de  Dijon.) 

In  Taf.  L  Vig.  5.  sei  ABCD  ein  Trapezium  mit  4en  baiden 
parallelen  Seilen  Aß  und  CD,  und  E  sei  der  DurchscliniUspuulct 
seiner  beiden  Diafronalen.  Zieht  man  vou  E  au»  mit  AC  und  DD 
die  ParnUelen  EF  und  EF^,  bo  aind  die  Dreieeke  ABC,  CEF 
und  ACD,  DEF  einander  ähnlich,  uud  mito  hat  alüu  die  folgen- 
4laD  Propartieiiaot 

JBtACzstCFiEF^ 

aas  denen  sich  nach  einem  bekannten  Satse 

ABl  CBv^CFx  OB^  €F^ 

also  '  ' 

ABiAB-^CD^CFxCD, 

folglieb 


ergrabt,   Gaox  eben  so  ist 

Aiäo  itit  CF  =z  DF^,  und  itugleich  siebt  niAu  hieraus,  doää,  äo  lange 
die  Qrüao^ier  hmim  panlkleii  Mteii  dM  Tr»paiMMit  sifb 
ümbvt»  wie-aicV  aaab  die  Mdao  anderen  Saiten  desselhan  iüiden 
MiSgao,  di»  ainaadat.  ^laieboD  Ijiaiaa  CF  uad  DF^  eoneiant  iiwi« 
*    Führt  nuiD  den  gefundaneD  Werth  von  CF  ia  die  Proportion 

ABxAe^cF.mr 

«III,  und  bestiiBipt.J?^,  so  arbält  man: 
und  gaiiz  eben  aa  ist    .  . 

BD.CD  .    *  . 


,EF^ 

Also  ist 


Ans  aliem  Vnrhcr^eheDden  ero^iebt  sich  der  folgende  Satz: 

Der  geometrische  Ort  der  Durchschnittspuakte  der 
Diagonalen  aller  über  derselben  Gruuiiiiaie  beschrie- 
benen Trapeze,  deroD  dar  GriiBdliala  parallele  aieita 
conatant  tit,  und  daran  beide  anderen  Seiten  eine  caa^ 
alante  Snaiae  haben»  iat  eine  Ellipie« 
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Die  Brennpunkte  und  die  Hasptexe  4kt$tr  Eili|iM  iin4  nacli 
dem  Obigen  leicht  zu  beAtimmeti. 


Satz  vom  regulären  Octaeder. 

(Ven  Aüi^ri  Semdien  Lefy*).  Bevrieien  fon  Hem  B*  Brecoo.)  ' 

Wenn  der  kö rp  er  l  i  cIj  e  VV  in  k el  iS^  (Taf.  I.  P i  ^^  C\)  eines 
regulären  Octaeder»  von  einer  beliebigen£beue  ui  Ü  C'I/ 
geseliDitteD  wird»  so  ist  immer 

_L  -i- JL  —  *  -1- J~  ' 
SA     56" "~"  Sir' 

Beweis.  Die  zu  beweisende  RelatiMi  wiff4  btWMSea  liia^ 
wenn  man  die  Richtigkeit  der  Gleichung  ' 

SA  -4-  SC  SB'-^Sir 

SA  ,SC'   —  Sß'.SIf  ' 

oder  die  Ricbt^keit  der  Gleichung 

.  sc       s/r .  sp' 

V&wemm  kann.  ibersevgt  man  eich  whw  leickft,  dtM  die 

GröMen  auf  den  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die  Seiten 
der  in  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ASC  und  B'S!)*  so  heackrie« 
kencn  Quadrate,  dass  ein  Winkel  dieser  Uiiadrate  mit  den  rccbtc« 
Winkeln  A^SC  und  B'SD'  zusamnienfalh,  ausdrücken.  Dnlier 
kommt  der  lieweii»  darauf  zurück,  die  Gleichheit  dieser  beideu 
uaürute  zu  Leweisen,  was  leicht  auf  folgende  Art  geechehen  kann, 
ie  Linie  SO^  welche  als  die  DarcbBcbnittelinie  der  Ebenen  A8C 
und  BJSß  notbweodig  durch  den  Durebschnittspunkt  0'  der  Dia- 
gonalen des  Vierecks  A'B'CTD'  gehen  muss,  balbirt  die  reebten 
Winkel  ASC  und  BSD,  Also  hnlbirt  die  Linie  SO'  die  rechten 
Winkel  der  Dreiecke  A'SC  und  B  SD'.  Da  nun  aber  die  Diago- 
nale eiucs  auf  die  oben  näher  bezeichnete  Weise  in  ein  rechtwink- 
liges Dreieck  beächriebeuen  Uuadrütü  den  rechten  Winkel, dieses 
Dreiecke  offenbar  halbireü  muae,  ao  ist  8Ü  eowobl  die  Diagonale 
den  in  das  recittwinklige  Dreieck  A*SC\  ah  anck  die  Diagonale 
des  in  das  rechtwinklige  Dreieck  B*8D  auf  die  angegebene  Art 
bescbriehencn  Quadrats,  und  diese  beiden  Quadrate  haben  lolgUeh 
gleiche  Diagonalen,  sind  also  einander  gleich,  w.  z.  b.  w. 


*)  A*  S.  Levy,  geboren  den  IMsn  NoTember  iTfö  zu  Paris,  war,  nachdeni 

er  sirli  lange  in  England  und  Belgien  aufjsehalten,  zuletzt  Professor 
der  Mathematik  am  College  Cbarleinagne  zu  Paris,  und  starb  am  21sten 
Juni  184J,  ifvegen  seiner  Kenntnisse,  seines  ausgezeichneten  Lebrtalents 
ofld  afinfi  tvefflicbeB  Gkerikceis  allgemein  ge^diiet»  .  .m. 
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Berichtigung. 


In  meinem  Aufsntze  No.  Vlll.  in  diesem  Hefte  bitte  ich  S.  51. 
unten  und  S.  52.  oben  die.  eine  Cnricbtigkeit  eotbaltenden,  Worte 
von  ,,Nun  ist  aber  offenbar«<^2,  f>  1/2,  l^^»  u«s.  w. 
bis  und  folglich  uro  so  mehr  —  w-4-f;-H«7-|-^>-2,  d.  i. 
X^2"  zu  streichen^  und  dafür  Folgeudes  zu  setzen. 

Nun  ist  aber  offenbar  A^Ez^ia:  als  die  Sehne  von  der  Pe- 
ripherie kleiner  als  die  Seite  des  regulären  32ecks,  und  ^,/^=:  cer, 
als  die  Sehne  von  j*«  der  Peripherie,  kleiner  als  die  Seite  des  re- 
gulären Secks.    Die  Seite  des  32ecks  ist  bekanntlich 

^/(2  — 1/(2  +  V/(2  -4- 1/2)))  =  0,1960343 

und  die  Seite  des  3ecks  ist  « 

.  V/3  =  1,7320508. 

Daher  ist 

<  1 ,7320508  und     <  0,1960343 

also  f<>-i-a:<  1,9280851 ,  d.  i.  W'\-a:<C%^  und  folglich,  weil  of- 
fenbar —  «H-r  negativ  ist,  um  so  mehr  — «-t-t/-+-«»-|-.ar-<2, 
d.  i.  A<2. 

Man  kann  dies  aber  auch  auf  folgende  Art  zeigen.  Wenn  AB 
(Taf.  I.  Fig.  7.)  die  Seite  des  lOecks  und  AD  die  Seite  des  30ecks 
ist,  so  ist  in  dem  Dreiecke  ADF,  wie  man  leicht  findet,  -<C^ADF-=i 
<  AFD  =  84",  also  AD  =  AF  und  folglich  ofienbur  die  Seite 
des  30ecks  kleiner  als  die  Hälfte  der  Seite  des  lOecks.  Also  ist 
um  so  mehr  .r,  als  die  Sehne  von  der  Peripherie,  kleiner  als 
die  Hälfte  der  Seite  des  Zchnecks,  d.  i. 

^<^'. 

Ferner  ist  tr ,  als  die  Sehne  von  j*^  der  Peripherie,  kleiner  als 
die  Sehne  von       der  Peripherie.    Da  nun  bekanntlich  — 
die  Seite  des  Fünfecks  ist,  so  ist  * 

die  Sehne  von  -r*zy  der  Peripherie,  also  »,,^.1      .    .» ,f\<  i-. . 


2      •  ^^-^1  

Weil  aber  offenbar  iif<^2,  er<^2  ist,  lo  itt 

uvtoa:  -<  2 . 2 .  — —  .  — - — ,  d.  i.  mvwx  <  2, 

und  folglich  der  absolute  Werth  von  Z  kleiner  als  2.  Für  X=2 
ist  aber  y=  —  2,  also  Z=:  —  3,  nach  der  dritten  der  Gleicban- 
geo  11),  was  gegen  das  Vorhergehende  streitet. 
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Bereclmung  des  Körperinlialtes  der 

Prtemen* 

Von  dem 

Herrn  Professor  W.  Matxka 

an  der.  k.k.  philosophischen  Lduranttalt  sn  Tarnow  in  Goliuen. 


Die  Herleituog  des  Ausdrucks  (ür  den  Kürperinbalt  der  Pris- 
men ,  wie  sie  in  den  mir  bekannten  Lehrbüchern  gegeben  wird , 
vermag  durchaus  nicht  mteli  zufrieden  zu  stellen,  weil  die.  ihr  zu 
Grunde  liegende  UDtersochuog«  unter  «ras  für  Bedingungen  Prie- 
men gleich  sind,  überall  mehr  oder  weniger  mühselig  durch  aller- 
hand particuläro  Fälle  iinH  VerM  nrHilungen  sich  hindiirchzTrlit ,  und 
die  Beweise  der  Proportionalitat  der  Prismen  entweder  nur  obenhin 
oder  gegeDtbeili?  schleppend  gegeben  werden.  Ich  will  hier  zei- 
gen« wie  sich  tiiesem  Alaugel  der  Stereometrie  gründlich  abheilen 
ute0t«  und  zwar  nach  zwei  Verfahren »  von  denen  das  eretere  neu 
«nd  entschieden  küner  iat,  und  das  sweite  mehr  an  das  fibiiche 
sich  «oechiieest 

Erstes  Verfahren. 


A.  VergleichuDg  der  Prismen. 

{  1.  fftii^0tkknaii*  L  Priameii  von  gleichen  Seiten  und 
eonffruenten  Querschnitten'*)  sind  gleich. 

Beweis.  Man  erweitere  die  (prismatischen)  Seitenflächen 
der  Prismen  ACEaee  und  Ä'CEfa'e?^  (Taf.II.  Fig.  1.),  fahre  ganx 
ausserhalb  der  Prismen  Querschnitte«  und  bringe  diese»  da  sie 


^)    Die  Durchg«hiiittdigar  einer  Ebene ,  vclche  eine ,  also  auch  sämmt- 

liche  Seiten  cTnrr  prisumfrsrhrn  Flürhr  oHfr  vxnvü  Prisma  schneidet, 
nenne  ich  l^nrz  einen  Quersclinitt  »uIli  S  c  h  r  ngsch  n  i  tt,  je  nach- 
dem die  Ebene  auf  den  Seiten  seokredii  uder  schief  (schräg)  steht 

-  TheU  Vi.  -  *  8 
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der  Annahme  gemäss  congruent  sind,  dergestalt  mit  einander  über- 
ein,  dasH  die  Prismen  selbst  anf  yerschiedene  Seitea  dieses  gv* 

iTieinschaftlichen  Querschnittes  aß^öe  zit  stehen  kommen.  Dann 
fallen,  weil  in  einem  Punkte  auf  einer  Ebene  nur  eine  einzige 
Gerade  senkrecht  sein  kann,  die  auf  dem  gemeinsamen  (Querschnitte 
senkrechten  tSeiten,  aUo  auch  die  durch  sie  gebenden  SeitenebeDen 
und  sofort  selbst  die  prismatischen  Seitenflächen  der  Prismen 
ül>erein;  und  es  entstehen  zwei,  im  Allgemeinen,  nicht  parallel 
abgeschnittene  Prismen  ACEA^'C'E*  und  aceo^c'e'»  deren  Con- 
gruenz  sich  leicht  nachweisen  lässt. 

Denn  1)  weil  die  Seiten,  Aa  und  A'a',  der  Prismen  gleich- 
lang  vorausgesetzt  worden  sind,  müssen,  wenn  man  zu  jeder  von 
zweien  in  einerlei  Geraden  liegenden  solchen  Seiten  ^  wie  Aa  und 
>  A'afp  das  zivischen  ihnen  befindliche  Stück  üA*  addirt,  die  als 
Summen  entstehenden  Selten,  AA^  und  aa^,  welche  in  eioeriei 
Geraden  liegen,  einander  gleich  sein;  also  AA'~nn'  und  ebenso 
BB'-^hh'.  CC  —  cc' f....  Ferner  sind  2)  die  parallelen  GnindkaB' 
teo  der  ürspriini^lichen Prismen  i^leich,  wie  AJi^nh^  Bc—be, 

A'S*  =  a'ö' ,  B'C  —  It'c',   Daher  sind  3)  in  den  nicht  parallei 

abgeschnittenen  Prismen  ACE A* ÜB»  und  uettift^t^  die  Selten- 
und  Orundkanten ,  paarweise  verglichen ,  gleich  gerichtet  und  gleich« 
lang;  mithin  müssen  auch  die  Winkel  jedweder  zwei  Paar  gleidn 
gerichteter  Kanten  gleich  sein,  wie  A fiB'  =  abb',  B'BC=b'ffc, 

ABC—  übe,          Endlich  4)  sind  an  ihnen  auch  die  Winke!  der 

i^leichgestreckfen  Ebenen  gleich ,  wie  die  Grundkantenwinkel  an 
AB  und  uOf  und  wie  die  Seitcnkuntenwinkel  an  AA'  und  aa'. 
Denkt  man  sich  dabe^  die  beiden  nicht  parallel  abgesdiiilttmeB 
Prismen  ACEA' C und  acea'c'e'  dergestalt  zu  einander  gebracht 
dass  ztvei  ^deiche  Kanten»  AA'  und  aa ,  und  ihre  gleichen  Kanten- 
winkel  liheroin  fallen;  so  kommen  auch  die,  diese  Knnten  bildenden 
Seitenebenen  und  die  an  den  Grenzpunkten  derselben  befindlichen 
Ecken,  wie  jene  an  A  und  a,  an  A'  und  und  überhaupt  jeden  zwei 
parallel  gestellten  Ecken ,  mit  einander  übereinf;  ein  solches  Prisma 
tfceaVe'^wird  gleichsam  zwischen  der  sie  beide  einhüllenden  firls* 
matischen  Fläche  Ab'Cd'Eafi  um  die  LSnge  einer  Seite  Aa  oder 
A'a*  der  ursprünglichen  Prismen ,  von  a  nach  A  geschoben  und 
füllt  sonach  aas  andere  Prisma  ACEace  ganz  aus.  Weil  nun  in 
dieser  Lage  der  nicht  parallel  abgeschnittenen  Prismen  ACEA' (^E' 
und  acea'c'e'  jedweder  Unterschied  zwischen  ihnen  aufgehoben  er- 
scheint^ so  sind  sie  congnient.  »  Zieht  man  demnach  von  deosei- 
selben  das  ihnen  gemeinschaltliche  eben  solche  Prisma  aeeÄ'CEf» 
oder  sie  selbst  von  dem  ganzen  Prisma  AVEnit^^  ab;  so  müssen 
die  Reste,  ^vclche  elien  jene  mit  einander  zn  vergleichenden  ur- 
spriniiriiehen  Pxisiaen  ACEßCß  imd  A'QEWe^^',  sind«  .gleich  ' 

gross  sein,  ' 

2.  ItehruUz»  IL    Prismen  von  gleichen  Seiten  und 
Querschnitten  sind  gleich. 

Beweis.  Können  die  gleichen  Querschnitte 

1)  entweder  als  Aggrecrnte  oder  als  Unterschiede  con 
gm  enter  Vielecke  dargestellt  oder  dadurch  erzeugt  werden, 
dass  einige  stückweise  congruente  Vielecke  vereint  und  andere  da- 
von abgetrennt  werden ;  so  lege  uiau  durch  die  Geraden ,  welche 

die  gleichen  Queesehnltle  als  SSmainmcMitiinigen  «der  Uebcmsfe 
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migruenltr  Tieled^d  v^ntÜM,  Eimen  ia  den  Seiten  der  Pitotii 

{MuniiUel,  bis  «ie  in  die,  wo  nOtliig  erweiterten,  Grundehenen  ein- 
^hnriden.  Dann  ersclieinen  aiic;li  die  Prismen  seihst  auf  die  nem- 
liche  Weise  als  Summen  oder  Hoste  von  £(leichlangen  l^rismen 
mit  coDgnienten  Qaersclinitten ,  ulso  vermöge  §.  1.  von  gleichgroseen 
Prismen,  und  sind  daher  gleich. 

2)  Sind  die Qcersobnitte  Dreiecke  oder  Parallelogramme, 
MgOch  die  PrismeD  dreiseitig  oder  Parailelepipede,  und  iiaben 
die  Quersclinitte  a)  eine ^ Seite  gleich,  also  wegen  ihrer  eigenen 
Gleichheit  auch  die»  der  Seite  als  Grundlinie  aigehSrisey  Höhe 
gleich;  so  können  sie  bekanntlich  leicht  als  Summen  euer  Diffe- 
renzen roncffuenter  Dreiecke  oder  Trapeze  vor<?esteIlt  werden*), 
daher  sind  die  Prismen,  vennoge  1),  einander  gleich.  Haben  über 
h)  die  als  Querschnitte  vorkommenden  zwei  gleichen  Dreiecke  oder 
Parallelogramme  keine  Seite  gleicli;  so  kann  mau  zur  Hilfe  ein 
drittM  Dreieefc  «dir  PmSkAognmm  coMMren»  weMNW  beide» 
MAt  ntti  Adt  jedm  eine  SiSte  gleiek  liat*^  Bildet  nan  daoD 
Ihir  dieBem  tig*  QuenKhnitt  ein  eben  bo  knges  Prisma  wie  die« 
swei  vemliehenen;  ee  sind  diese  eioaeli»»  venägea)»  ihm  gleM,' 
also  ancn  einander  selbst  gleich. 

3)  Sind  die  Querschnitte  der  i^rismen  Vielecke,  die  sich 
in  einder  verwandeln  lassen;  so  können  sie  nicht  bloss, 
H'eoii  durch  solche  Verwandlung  zunächst  nur  eine  Seite  we^ge-* 
Inaeht  wird,  sondern  auch,  weil  dies  sich  wiederholt^  ganz  allee-^ 
Mib  als  ShuBmen  oder  UnttrschMe  theik  yen  congtnenten  Viel- 
•dcen^  tbeils  vo»  gleichen  Dreiecken  oder  Parallelogrammen  darge^ 
stellt  wotden.  MitUii  oImI  auch  die  Prismen  selbst  gftekh,  da  eie 
als  eben  solche  Summen  oder  Unterschiede  von  Priamea  die  ver^^ 


?e      und  2)  gleich  sind,  sich  vorstellen  laissen. 
lue' 


^  Seien  endlich  die  gleichgrossen  Querschnitte  Q,  Q'  zweier 
gliBichlanger  Prismen  P,  P"  was  immer  f vi  r  Vielecke  von 
gleich-  oder  ungieichviei  Seiten.  Man  denke  sidi  diese 
gUolMo  QtiNiMteMt»  Back  aad  ntcfa  \n  DnMkt  odw  Paralkl»-' 

*)  Für  Parallelogramme  ersieht  man  dies  aus  den  ffovühnlichen  Lchr- 
bäckera  nach  Eaklid.  Elem,  I.  35,  oder  einfacher  nach  Leslie  au«  r«ga'i 
Ttriet.  iher  Bfath.  t.  Anll.  vevbeMert  r.  Bffatcte.  ^  Bd.  $.808;  fAr  Dret- 
tdte  am  Gcrwien'«  «innreicher  Zt-rtheiliing  gleicher  Dreiecke  in  con- 

riente  Stucke,  la  GfeUe*«  ioomal  Bd.  X.  S.  1128,  oder  im  Archiv. 
Theil.  S.  237. 

**)  IK^te  nlaniHetritche  Uilfsaufgab«  iÖMt  utix  wie  folgt  oia- 
Ml  ISiea. 

Denkt  man  rieh  (Taf.ü.Fig.  2)  xu  dem  einen  Parallelof^ranun  JBCD 
hu  f^rieiche  to  gebracht  ^  dass  eine  Spitze  derselben  libcreinfaile,  eine 
Seite  liin^s  der  fuideren  Viv^e  und  das  Paralleln^raniui  selbst 
zum  Tbeii  anf  das  ertlere  in  die  Lage  Abcd  komine ,  so  luössto  Ah  imd 
dB  wrlelch  tehi.  Sei  Jh  4lp  hMnere;  dem  mm  da^fiber  Ihr  awladw 
Am  acmlichen  Parallelen  JB  and  CD  ^vie  u^BCD  lie^emb  PnwBrie' 
gninim  Abtt  ABCDy  also  auch  ^Ahcd  sein^  folglich  die  aus  A  aus-« 
gebende  Seite  Ad  die  CD  in  b  schneiden.  Der  uin  A  mit  dem  Halb- 
Besser  Ad  bescliriebene  Kreisltog^  sdboeidct  dcmnaeii  die  CD  in  Kwei 
HaktoBy  Ten  deM  «faMv  IL  Ffitot man  naa  die  A9,  iHkAm  saJd^  mmi 
^\\J9,  UfUiAByS  Ay»  ficforderte  FaraHilofi^runiin;  denn  es  ist— ^£01^ 
^er  auch  =Abcil,  und  hat  «ü  JcMBi  die  Seile  jiBu^wtU  " 
«•ieke.i4i=^  gleich. 
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f^ramme  q,  o'  verwandelt,  die  deomach  ebeolalls  gleich  werden 
müssen,  una  »teile  sich  über  diesen  dreiseitigen  oder  parallelo- 
fftammischen  QuerBcliDitten  q,     eben  so  lange  PriMMi     p'  voe. 


Dann  ist  vermöge  3),  wegen  q=Q  und  q'=Q*,  aucbfi^P  uod 
p'=sP',  Allein  wegen  jr=^  ist  nach  2)  aueh  nach  psatp*^  daher 
niuss  auch  P=P'  sein. 

Der  behauptete  Lehrsatz  gilt  demnach  völlig  ailgemein« 

B.  Proportionalität  des  Prismen. 

§.  3.  Lehrsatz.  I.  Prismen  von  gleichen  Seiten  sind  ihren 
Querschnitten  direet  proporfional. 

Beweis.  Man  flenke  sich  zwei  den  Querschnitten  q  der 
gleichlangen  Prismen  congruente  oder  gleiche  Vielecke  Q',  n' 
mit  einer  Seite  oder  eioeiu  Ttieil  derselben  an  und  neben,  jedoim 
gans  ausser  einander  gelegt,  so  dass  sie,  li^enn  man  diase  genwln** 
schaftliche  Sdte  auslässt»  xusammen  ein  Vieleck  ^Q'-{-q'  «bs« 
machen.  MInunt  man  nun  dieses  Vieleck  zum  Querschnitt  eii^s 
eben  so  lanircn  Prisma,  so  mnss  der  durch  die  wiederhergestellt 
gedachte  gemeinsame  Seite  gehende  Dia [^onal schnitt  das  Prisma 
in  zwei  Prismen  P",  »'  von  den  Quersclmitten  Q' ,  q'  zertheiien, 
welche  den  Prismen  P,  p  gleich  sein  müssen,  weil  sie  mit  diesen 
die  Querschnitte  und  Seiten  gleich  oder  congruent  halMn.  Das  den 
Querschnitt  Q' -{-q'  =Q^q  enthaltende  Prisma  P'-^-p*  ist  also 
^sP-^f,  d.  h.  zur  Sunune  der  Querschnitte  q  gehOrt  bei  pM> 
chen  Noiten  dte  Snmme  der  ;znijeh<">rigen  Prismen  P,  p'  mithin 
sind  die  gleichlangen  Prismen  ihren  Quer^hnitten  direct  fxoportio- 
nirt,  nemlich  P:p=  Q:q,  *) 

{.4.  Lehrsatz  II.  Prismen  von  gleichen  Querschnitten 
sind  ihren  Seiten  direct  proportionaL 

Beweis.   Seien  P,  p  irgend  zwei  Prismen  von  gleichen 

Querschnitten,  und  S,  s  ihre  Seiten.  Man  denke  sich  eine  pris- 
matische Fläche  von  einem  eben  so  grossen  Querschnitte,  auf 
ihrer  unbestimmt  laiiijen  Seite  die  Seiten  S  und  5  nach  einander 
abgetragen,  iuiglich  m  ihre  Summe  S-\-s  vereint,  und  endlich, 
durch  die  erhaltenen  drei  Auf  tragepunkte  parallele  Ebenen  geföhrt. 
Dadurch  erhält  man  an  der  Seite  S-^s  ein  Prisma,  das  aus  zwei 
Prismen  besteht,  welche  den  Prismen  P  und  p  einzeln  gleich 
sind,  weil  sie  mit  ihnen  Querschnitt  und  Seite  gfe ich  haben  »  und 
das  daher  =P-i-p  ist.  Zur  Summe  jeder  swei  Seiten  geliürt  dem- 


^  Diese  karte  und  grfiadliehe  Beweitfuhmiig  über  die  diceete  PriH 

portionalität  7\Teicr  zusammengehöriger  Gattungen  von  Grusscn  scheint 
den  matheniaf  i»(  hen  Schriftsteilem  un<l  Lehrern  nur  wenig  bekannt  sii 
sein,  da  ich  sie  bloss  in  La  Place  Mecanique  Celeste.  toL  1.  pag.  15 
angedeutet  nad  in  Dr.  Jet»  K  aar*«)  Prof.  der  Blatheaiatik  an  der  Grätser 
UniTersität ,  Anfangsgnlnden  der  reinen  Mathenititik ,  2  Tlicile.  Arith- 
metik und  Geometrie.  Grätz ,  bei  Damfan  und  Sor^c.  1H29,  im  §. 
de«  1.  Theils  erwiesen,  und  in  den  260,  261,  3i^9,  670  ,  671  dos  2. 
TheiU  angewendet  finde.  Dietea  Ideine  ötterreidüache ,  ja  sogar  nav 
steyerische,  Werkchen  übertrifft,  besonders  in  der  GrAndLichkeit  und 
Systematik  der  Behandlnn<:;  seines  Gegenstandes,  sehr  viele  derartige 
Schriften,  und  verdient  daher  mehr  geluumt  und  nachgeahmt  zu  verdoi. 
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nach  bei  bleichen  QuerschnitteD  die  Summe  der  zdgchurigen  Pii»« 
men ;  mithin  aind  Priamen  von  gleichen  Querschoitten  ihren  Seiten 
diMCt  proportional,  nemlich  Pip-=:S:s. 

f  6.  Hauptlchrsatz.  Prismen  ü I) e r Ii a u p t  sind  ihren  Quer- 
schnitten und  Seiten  zusammenijesetztdirectpropor- 
tional;  oder:  Prismen  überhaupt  stehen  im  zusammen- 
gesetzten geraden  Verhältnisse  ihrer  Querschnitte 

und  Seiten. 

Denn  sie  sind,  nach  §.  3.,  hei  i^leichen  Selten,  ihren  Qtier- 
schTiitteii,  lind  nach  §.  4.,  hei  gleichen  (Querst  imil Im,  ihren  Seiten 
direct  proportional,  daher  *)  überhaupt  ihren  Queri»chuitten  und 
Seiten  zusammengesetzt  direct  proportional. 

HabeD  demnach  die  Prunnen  P,  p  die  QuemdmKt»  Q,  q  and 
die  Seiten  iS,  «  ,  so  Ut 

P  i  p      Q  :  q  \ 
Si  s] 

}.  6  FolguaU*  Prismen  flberhaupt  yerlialten  «icli  %u  . 
eiBjtnder  vrie  die  Producte  der  Zalilwertlie  ^  ilirer 

Querechnltte  und  Seiten. 

Denn  behalt  mau  wie  üblich  die  gewählte  Bezeichnung  der 
Querschnitte  und  Seiten  auch  ftir  ihre  Zahlwerthe  bei,  so  ffnt ^e 
angesetzte  Proportion,  da  man  in  jedem  Verhältnisse  von  fgleich- 
artigeä)  Grossen   anstatt  dieser  ihre    (auf  einerlei  Messeinhett 

bezogenen)  Zahlwerthe  einsetzen  darf,  auch  jetzt  norh.  Dn  aber 
lassen  sich  die  beiden  Zahienverhältoisse  durch  Multiplication  zu- 
sammensetzen, und  man  erhält  die  behauptete  Proportion 

Pip^QSiqM, 

C.   Messuug  des  Raumes  eines  Prisraa. 

§.  7.    Körpereinheit    Zur  Messeinlu  it  der  Körper  setzt  man  ije 
Wohnlich  ein  Prisma  fes^t,  dessen  iSeite  die  EinluMt  der  Längen 
und  dessen  Querschnitt  die  Einheit  der  Flächen  i-sL    Fast  durch- 
gehends  nimmt  man  dazu  den  Würfel,  dessen  Seite  dieLängeu- 
einheit  ist,  oder  die  sogenannte  cubirte  LSn geneinbeit« 

5  81    Messmiff  odrr  Airsdn/cfc  den  Inhalts  der  Prismen.  Per 
Rauminhalt  eines  Prisma  gleicht  dem  Producte  der 
Zabiwertbe  des  Querschnittes  und  der  Seite. des- 
selben. 

Denn  lä'sst  man  in  der  letzten  Proportion  dio  Zeichen  der 
Ränine  der  Prismen,  wie  es  erlaubt  ist,  auch  die  Zahlwerthe ,  die' 
Kaum-   oder  Körperinhalte,  der  Prismen  vorstellen,  und 
nimmt  man  jenes  Prisma  zur  .  Körpereinheit ^  also  seinen  Zahl- 


•)    nach  Knar  Arithmrtik  ^.  532. 

p^cwöhnlich.  jcdodi  ^runiinaliidi  uociciKig»  ^fiahlcttwcrUi«;  j  und 
wohl  eigentUuh  W  uriii zahlen? 
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teM  »III  iMM  in  Mtmalfc  Q~l 
Miete  ffiMiwiifc  8—1        m  «dbt  te»  PiwiftrfSy  in 

Aber ,  mL  4anw  Idst      |i  =  fi* 
Dl  Iv^fi»^"»»^  der  Gnmdebeiie  mnd  BShe  der  PlrisiBeiL 

§.  9.  Ijeitefider  Lehrsatz.  In  jedem  Prisma  verhalt  sich 
der  Qsersc boi tt  zur  Gruaclebeoe  wie  die  Hube  zur 
Seite;  eder:  In  jedem  Prisma  ist  das  Prodnet  ans  den 
Zablwerthen  des  Qver^eltntttes  and  der  Seite  gleieb 
deaPtodacte  mas  den  Zah IwerÜbe»  der  Graedebeoe 

«ad  Hobe. 

Den  ftkt  de  m  ener  prisMtiiiHbf  fttcfce  ale^ 
aMea  8ibmHe  congmeirt  — rfifce  rnftmea,       e»g»  Pnsma 

JCra  (Taf.  IL  Fig.  Sw)  den  Qaersebeitt  so  dass  er  ene 

&eadebeBe  desselben,  AS  CD,  in  der  Geraden  KL  scbneidet; 

?o  ist  er  jederzeit  die  ( winkefr echte  >  Prnjprtiorr  jeder  Grundebrne 
anfeiner  .mf  (fenJ^eiten  de^  Pri^mia  senkrei  hteii  (Prajertinn?^-)  Eheoe. 
Projif  IrT  man  nun  aut  »tie  Üurcbsciitiittsimie  der  Gm [nl ebene  und 
ü)f er  Projection  —  de$  Querschnittes  sämmtiiche  ihrer  iSpitzen ; 
sm  haben  die  Spitzee  y,  6  te  Qaeredbaittes  mit  desieiiigeB 
SfitumA,  B,  r,  D  der  Cimidebeee  jetee  Ptojec6oaee  me'sied«  einer- 
lei Projectiofieo  a,.&.c,  nnd die  PnjieiendeD  a<i ^ib,  y^,  der  erstereS 
Spitzen  sind  sc(bst  die  Proiectionen  der  Projicieodea  Ja,  Bh,  Ct, 
jfb  der  letzteren  spitzen  auf  der  Ebene  des  Querschnittes». —  Durch 
diese  Projicirenden  werden  beide  ^  ieleoke  in  einerlei  Wet^e  als 
Asgresate  oder  Unter'=chiede  th€il>  vnn  re^htwinkliLen  Dreiecken, 
theüs  Ton  rechuvinkligeo  Trapeze«  da.Jijes.tel lt.  Jedes  ^-nlche  Be- 
standstück  des  Querschnittes,  wie  £acc,  aaö^,  ist  zugleich  die  Pro- 
jecfiea  te  amlöge»  Fi  i  diaiiilii  i  ui  ^4»  eiLD^  der  fiidiim, 
mit  dea  es  in  der  DurchschnittsÜnie  SSt  eine  Seite  gCMn  lai 
Daher  TCrbÜl  sich  jedes  rechtwinkfige  Dreieck  Ka  A  der  Gnmd- 
ebene  zu  seiner  Projection  £aa,  wie  seine  projicirte  Kathete  äA 
zu  ihrer  Projection  Oa ;  und  jedes  rechtwinklige  Trapez  s  AD^  der 
Gruiidebeoe  verhält  sich  ni  »ieiner  pT♦>jer^>n  aad^  wie  «iie  Si^rirjc 
oA-^bl)  seiner  ^vir  illeleu  Seiten  zur  StiiiKue  flot ö<5  ihrer  Pro- 
jectioiHNk  —  Aüeto  die«e  pro^irtea  Seiten  der  jStücke  der  Gnmd- 
«beae  hüte  mit  ibiea  IrnectfoaeB,  mit  deaea  sie  issgesammt 
«liTdcrDm^tfcbmttgliMXfrdcrCtfnndebeae  aed  dca  Qtae^ 
senkrecht  sied»  den  ^^pitzen  Wiekel  dieser  zwei  BIcaHl;  aMU» 
auch  den  spitzen  Winkel  jeder  zwei  auf  diesen  Ebenen  i  iil  1 1  i  btte 
CSeraden,  >Me  der  Hube  AH  mit  einer  SeUe  Aa  des  Prisma, 
deren  Projection  **ie  Ist.  Feruer  sind  unter  eiueriei  Winkel  |>rf>- 
jii  irüe  deradeii  ihren  Project!»>ncn  profMjrtiona!.  >llthlii :  so  ^ie 
sich  die  iHMle  Aa  di»  Piia.Uia  zu  des*eu  H«'he  AJJ^  ihrer  Pr»>- 
jectmay  TerbSit»  ebea  sa  vethalt  sieb  jede  projicirte  Seite  ie^- 
tdbea  Stiches  der  Giaadcbcae  —  edmT btmVbicb  jede  Ab&d* 


jede 

der  Sraeiebeoe  —  lu  ihrer  Projectiw:  daher  aacb.  dna 
«iae»  jedes  Stärk  (  recbtwi^fiM  Dreieck  oder  TraiH») 

der  GiamMea»  ia  sda«  Pre)tctma  a^ te       r'  i  'H,  Lftlh 
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verhält  sich  auch  eben  so  die  ganM  GnmdebeM  AB  CD  za  ihrer 
Projection,  dem  Querschnitt  u&yö;  neadiAÄmiAMss  AUCDua^yöf 
oder  auch  aiiySi  ABCD-=zAH:Aa, 

Üezeichnet  man  nun  den  Zahiwerth  (Flächeninhalt)  des  Quer- 
scfaiiitiM  Mit  ^«  jeoen  der  Gmodebene  mit  6 ,  dann  den  Zahlwertb 
(4ie  Länge)  der  lidlie  mit  u  vaA  Jenea  der  IWfaiihMte  mit  «; 
giht  diese  Proportion»  dmdl  Emführuog  der  Zahlwortbe  iltfMf 
Glieder  ».die  folgeiide  q  :  b  ^  a  i  $,  daher  die  Gkphmig. 

gg  =ft  ab, 

5.  10.    Gewöhnlicher  Ausdruck  des  Rauminhaltes  der  Prismen, 
Der  Rauminhalt  eines  Prisma  gleicht  dem  Prodoct« 
der  Zahlwerthe  der  Grundebene  und  der  HOhei 
Denn  vermrio^p  §.  8.  ist  des  Prisma  Rauminhalt  jissee» 
nach  §.  9.  das  Prodiict  qs^ab»  daher  auch  p:=iab* 


Zweites  Verfaiiren« 


A«    VergleichnBg  der  Primen» 

^1.  HaupÜekmUi.  L  Wie  oben  im  enten  Verfahren,  i,  1« 

i.  2.  Lehrmbu  IL  Parallelepipede  Ten  gleichen  Grund 
ebenen  vpd  Hohen  sind  gleich. 

B  e  w  e  i  1)  Haben  die  Parallelepipede  ACEG 
lind  ace4f  (Taf.ll.Flg.4*'ii.4f')  nnch  noch  die  Grnndkanten 

AjB  und  ab,  und  daran  die  Kanten winkel  gleich;  iio  sehe 
man  sie  als  Prismen  an  9  deren  Seiten  diese  gleichen  Kanten  und 

deren  Grundebenen  die  von  ihnen  geschnittenen  Begrenzungsebenen 
A//,  BG  und  ah,  htj  sind,  und  führe  auf  denselben  »Seiten  senk« 
recht  die  Querschnitte  KLMN  und  lilmn,  endlich  noch  aus  den 

äleichliegeoden  Spitzen  N  und  n  die  nothwendig  in  die  Ebenen 
er  Querschnitte  lallenden  Hohen  NP  und  np ,  well  jene  Ebenen 
und  diese  Geraden  durch  einerlei  Punkt  gehend  auf  den  (ursprfing- 
liehen)  Gnindebenon  AC,  nc  zugleich  senkrecht  stehen.  - —  Diese 
Querschnitte  nun  sind,  als  Schnitte  in  parallelepipedischen  FlSchen,  , 
Parallelogramme  und  aus  folgenden  uründeii  einander  congruent. 
Die  Winkel  an  K^Jc  sind,  weil  ihre  Ebenen,  also  auch  ihre  Schen- 
kel, auf  den  Kanten  AB,  ab  senkrecht  stehen,  die  Winkel  an 
diesen  Kanten »  alao  der  Annahme  gemäss  gleich ;  daher  haben  di« 
Paialleloglamme  afimmtliche  Winkel  stückweise  gleich.  Die  nach 
der  Voraussetzunc?  ^rleichen  Hohen  NP ,  vp  sind  anf  den  Gnmd- 
ebenen  AC ,  ac  senkrecht,  folglich  auch  auf  den  durch  ihre  Fu.is- 
punkte  gehenden  Geraden  KL  und  kl  dieser  Ebenen,  urul  sonach 
an  P  und  p. rechte  und  desswegen  gleiche  Winkel.  In  den  Drei- 
ecken NpK  und  npk  sind  demnach'  NP—np,  K=zk,  P=^Pf 
nemlich  ^ne  Seite  und  zwei  Winkel  gleich ;  daher  £(ind  sie  seihst 
congnient  und  die  Seite  KN—kn,  Endlich  sind  die  auf  den  firei« 
ten  oder  Grundlinien  AB»  üb  der  Parallelogrammft  4C«  ac  9Mik* 
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refften  Geraden  KL,  kl  die  Hohen  dieser  ParaÜeiograiimie.  Die- 
sciben  Pf\rallelo|^raiiime  AC,  av  sind  aller  die  nach  der  Annahme 
gleichen  (Hiuidebenen  der  ParalleleuiptMle ,  und  liabeu  der  Voraus* 
setzuug  iiiäJBs  die  Grundlinien  AB ,  ab  gleich ;  also  npfisneb  nie 
linch  mB  Hfihen  KL,  kl  gleich  haben.  Mithin  sind  in  den  par« 
allelograiamlscfaen  QiieinehnitteD  KM,  km  sm'ei  zusammenstonsend« 
jSeiten  KL,  KM  \mä  kl,  l-m  einander  gleich;  daher,  weil  nach 
dem  Frühere!^ auch  alle  ihre  Winkel  stfickweise  gleich  sind,  müs- 
sen diese  Paralleioi;ramme  und  respective  Querschnitte  KM  und 
Inn  selbst  congrueut  sein.  ^  Die  parallelepipedischen  Prismen 
AHBG,  ahba  haben  demnach  TermOge  der  Veraussetxung  die 
,  Seiten gleich ,  und  nach  dem  ErN>  ie8onen  die  Querschnitte 
KM,  hm  congruent;  mithin  sind  sie,  zu  Folge  §. L,  einander  gleich. 

2)  Haben  die  Paralleie|iij)ede  ACEG\m^\  act ^  (Taf.  II.  Fig.  4«u.4r) 
die  GIrundebenen  AC,  oc  und  die  Hr»hen  trl^'^  b ,  ohne  da.s.s  der 
vorher  in  1)  befrachtete  Fall  eintritt:  so  coiistiiilre  man  erstens 
zu  den  zwei  gleichen  Parailetograwmcu  ^6',  ac  <iu  drittes  i|inen  glei- 
ches o€f  (Tat.  II.  Fig.  4ß)  y  das  mit  jedem  aus  ihnen  eine  Seite  gleich 
hat»  nemlich  ab=AB  und  6c=bc,*)  und  führe  dazu,  als  zu  einer 
Gnindebene,  in  dem  der  Hohe  NP  gleichen  senlurechten  Abstände 
pn  eine  unbestimmt  weit  ausgedehnte  Ebene  nk  parallel;  zwei- 
tens übertrage  man  den  auf  der  Grundkante  AB  senkrechten 
Querschnitt  KM  an  die  gleiche  Grundkante  ab  als  Querschnitt  km, 
oder  auch  nur  den  Winkel  -H  LKN  der  Kante  AB  an  die  Kante 
ab  in  den  Winlcel  l£n .  und  lege  durch  ab  und  kn  die  Seitenebene 
off  dann  zu  ihr  |laraliel  dufcli  cd  die  Seitenebene  da)  endlich 
drittens  übertrage  man  eben  so  von  der  Kante  i>c  an  die  gleiche 
bc  entweder  den  Qner.«5chnitt  qr  nach  qr  oder  den  Kantenwinkel -}*) 
q  nach  q,  und  liihie  durch  öc  unter  dem  Winkel  q  =  ^ 
geneigt  die  »Seitenebene  bt/  und  dazu  parallel  durch  ad  die  Ebene 
ah.  Dann  begrenzen'  die  durch  diese  drei  Vorgänge  erhaltenen 
drei  Paar  fiarallelen  Ebenen  ein  neues  Parallelepiped  aceff.  Mit 
diesem  hat  nim  jedes  der  zu  vergleichenden  Parallelepipede  ACEG 
und  flccg,  ausser  der  Grundebene  und  Höhe  auch  noch  eine  Gnind-^ 
kante  und  daran  den  W^inkelHh)  gleich,  daher  sind  sie  ihm  ein- 
zeln, nach  dem  ersten  Falle.  lolglich  auch  einander  selbst  gleich« 

^  ♦)   nach  der  Note«**)  äu  2)  in  obipcm  §,2.  i!/* ' 

,  f)  kritische  Leser  fühlen  ccwisa  mit  mir  an  dieser  Stelle  die  bereini 
Ten  H.  Wolf  hn  ArchW.  Theil  3.  Heft  4,  Seite  446.  angeregte  Ketfa- 
wendlglrei^  die  Abweichung  oder  Verschiedenheit,  Avelclie  bei  zwei  Gera* 
den  an  ihrem  DurchschnitUpiinkte  „Winkel"  heisst,  bei  zwei  Ebenen  an 
ihrer  Durch schnittalinie  anders,  aber  wie?  zu  nennen,  so  wie 
t.  B.  da«,  was  bei  Geraden  Richtung,  bei  krummen  Linien  Sinn 
helttt,  M  Ebenen  Streckung  oder  äff  Streichen  genannt  wird. 
Von  den  a.  a.  ().  citirten  Benennunq^rn  tnni^t  pffMrchtf  rillnLT'i  keirif.  Viel- 
leicht könnte  und  wollte  einpr  unserer  Koryphticii  unter  den  Sprach- 
furschern,  etwa  Herr  Grati  au«  seinem  preisswürdigen  „althoch- 
deutocheo  Sprachachotie'*  —  mit  einem  patiendeu  ein-  oder.  JuicJuitflni 
zweisilbigen  Wurzelnamcn  den  Geometent  heUfira.  —  Ich  benutze  su^eldi 
die  Gelep^enbrit.  nni  »larsiuf  iitifnierkdani  zu  machen,  dass  eben  «o  in 
der  analytischen  Guaioiuctrie,  wenn  man,  strenge  WisaenschafUichkeit 
eratrebend,  au«  den  Winkeln  den  AbevifiHigen  I&eifbogon  lierauswirflt, 
für  den  fast  immer  stillschweigend  als  Einheit  zu  Grund^'gelegten  Winkel 
eioe  pOMUehe  BenemiOBg  Koth  thut.  GewdfaBlidi  bestimmt  man  ihn  da- 
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Anmerkynff.  Wie  mau ,  ohne  Berufuug  auf  Ö.  1.  oder  vielmehr 
AeiseD  in  den  Beivei«  einflechtend ,  die  Gleicbnoit  von  Parallele- 
mpeden  apMthwdsti  lEtait«  liibe  Ich  bereits  aoi  4.  Raade  de« 

6.  a.  Betöndertr  FM  'Eiii  Pftratleleplpetf  wlfd  diireti 
jede  Diagoiiaiebene  in  fewel  gleicbe  drelaelllge  Vfia- 

men  zertheilt 

Denn  denkt  man  sich  in  dem  Parallelepipede  ADEUßCFG 
Taf.  11.  Fig.  i**.)  die  Diagonalebene  CDEF,  so  schneidet  diese 
en  Qner«€hitlft  KLMN,  acr  Mtatiiitlich  «in  iHmllelo^rttiiiii  ist,^ 
II»  der  fliagonale  LN,  und  diese  theilt  den  Querschnitt  in  zwei 
^ngrae^rte  Dreiecke  LKN  und  LMN.  Die  beiden  dreiseitigen 
Prismen ,  in  die  das  Parallelepi|)ed  zerlegt  wird ,  haben  demnach 
die  Querschnitte  congnient  und  die  iSeittnkanteo  gleich;  mithio 
sind  sie  nach     |.  einander  gleichu 

B.  ProporticNDalitit  der  Parallelepipede« 

i.   Bei  ^icke»  Mfikm. 

{••4.-  Pat«lfelef Ifiede  von  glelehen  HUhen  sind  ihfe« 
*   '   *  '  .  Grundebea0ti  difect  proportlenaL 

.  IWhin  Terwaddelt  man  die  ala  Grandebenen  irgei^  zweier 
Raimilelepipede  P  iretlmmieBden  Parallelogramme  ö,  B  sacrat 
ao,  daaa  aie  eine  Seite  oder  die  Höhe  gleich  haben,  nachher  aber 

noch  so ,  dass  sie  einerlei  Winkel  besitzen ;  so  kann  man  die  ent- 
stehenden ihnen  gleichen  Parallelogramme  6',  ß'  an  jener  gleichen 
Neite    oder  zwischen  zweien   nm   die  gleiche  Hübe  abständigen 
Parailellinien  dergestalt  an  einander  rücken ,  dass  sie  nur  ein 
Parallelogramm  lr^B'=b-i'B  anamacbep.  Auch  kann  maa  nach 
Itoein  minder  belcannten  Sahse  dea  Pappüs  (tib.  4.  prop.  l.)*)  il€ 
Paraticlogramme  b,  B  unter  Einem  in  '/Me\  andeaa       B*  tan 
e|perlei  Winkeln  Ter^andeln  und  in  ein  Prarallelogramm  Tereinen, 
dessen  eine  Seite  oder  ein  Winkel  wahlbar  ist.   Legt  man  dann 
durch  die  Seiten  des  zusanunengesetzten  Parallelo^amms  ö'-{-B', 
als  einer  neuen  Grundebene,   und  durch  seine  Trennungslinie « 
SeHeaabenea  paarweise  paralTel,  und  in'  «nem  der  HSne  der 
Parallelepipede  p,  P  gleichen  Abatande  von  ihm  die  aweile  Gmad- 


dnrch,  dass  der  Kreisbogen  deMelben  teinefi  Halbmetier  gleicht;  er 
Irann  aber  bei  snlcbeiD  V  orgänge  —  wovon  ein  anderes  Mal  —  als  die 
Grenze  des  Quotienten  eine»  unendlicb  abnehmenden  Winl^els  durch  tei- 
nen  Sinus  oder  durch  seine  Tangente  erklärt  xverden.  Diesen  Winkel  nun, 
mochte  ich,  in  Anbetracht,  da««  er  völlig  bestimmt  nnd  /.uclcich  tpitx 
Min  mom/  «i  wie  «NM  das  lfeenxig»tel  de«  redilMi  Winkels  ,.Grad** 
nennt,  mit  dem  kurzen  veralteten  \>iliien  5i»der  Gehren"  (frnnzöt. 
le  rhanteau)  bezeichnen.  Man  lese  über  dieses  Wort  die  Wörterbücher 
>on  Adelung,  lleio^lus,  llejse,  u.  a. ,  und  ich  hoiFe.  man  werde  e« 
}tii)isend  -linden.  Nene  angeroeMeae  wiMeuMbaftliche  Benennungen  schaf- 
fen ist  xwar,  trdt'iie  aidlit  jedemann  gefallen,  misslich;  allei^  sie 
gM«  entbehren  oder  unpassende  «gebrauchen  müssen ,  ist  peinlich. 

*)    Vnn  Swinden  Geometrie.  Uudi  2.  |.  »1.    TeUkampf  VoMcbttle. 
Geometrie.  Cup.  ä«     }iß%   T.    ,  ....  * 

,   ,  Thea  VI.  »• 
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•ftese  paNM,  so  entsteht  ein  Perallelepiped ,  das  flfQS  t«vei«if 
snnunlnengemtBt  ist^  welche  'eiwieln  den  FeMralleiepipeden  p,  'ß 
gleichen,  weil  sie  mit  ihnen  Gnindebene  nnd  iMe  gleich  nabeii 
(§.  2.).  Der  Summe  b-\-B  jeder  zwei  Gnindehenen  entspricht 
demnach  hei  einerlei  Höhe  die  Summe  p-{-P  der  ihnen  angehörigen 
Parallelepipede  p,  P;  mithin  sind  gleiche  Parallelepipede  iltfen 
Gnindebenen  geradezu  proportional,  nemVich  piP=  biß. 

* 

,//.   £ei  fjleichen  Grundebenen. 
{.3.   parallelepipede  a  uf  gl  e  ich  en  G  run  dehenen  si 
ihren  Hohen  d.irect  proportional. 

Denn  von  was  immer  ftlr  zwei  Parullelepipeden  »,  P  über 
gleichen  Gnindebenen  trage  man  die  Hohen  a,  A  nnmitielbar  nach 
einander  in  eine  Gerade  a-\-A  zusammen;  errichte  auf  dieser  in 
.  den  aufgetragenen  drei  Punkten  Ebenen  senkrecht«  also  unter  sich 
parallel ;  constniire  in  einer  solchen  £beiie  ein  dei  (Reichen  Grund* 
ebenen  gleiclien  Paialielegnonm ;  und  lese  endlich  dessen 
Selten  paarweise  parallele  Ebenen.  Bei  solchem  Vorgiinfipe  entsteht 
ilber  der  Höhe  a-\-A  ein  Parallelepiped ,  das  aus  zweien  zusam- 
mengesetzt ist,  die  mit  den  beiden  gegebenen  p,  P  Grundebene 
und  Höhe  gleich  haben,  also  ihnen  stückweise  gleich  sind  (§.  2.). 
ßei  gleichen  Grundebenen  gehört  demnach  3tir  Summe  fijtA 
jeder  zwei  Höhen  a,  A  die  Summe  p  -{-P  der*  zi^hörigen  Par^ 
allelepipede  P*  P\  mithin  eM  PMHeleplMde  Aber  deichen 
Giunaenenenttren  HOhen  direeipropoifhwlft«  iemiieh  psP±s:a%Ai 

f>  6.  Paralielepipeder  sind  ilherfcaupt  im  nasammtiin 

gesetsten  Verhältnisse  ans  den  geradern  Vnrhtit*' 

nissen  ihrer  Grundebenen  und  Höhen; 

oder:  Parallelepipede  verhalten  sichwie  dieProductn 
der  ^ahiwerthe  ihrer  Grundebenen  und  Höhen. 

Denn  sie  sind  nach  §.  4.,  bei  gleicher  Höhe,  ihren  Grund- 
ebenen, und  nach  §.  5.,  bei  gleichen  Grundebenen  ,  ihren  Höhen 
direct  proportional;  mithin  überhaupt  ihren  Grundebenen  und 
Höhen  zusammengesetzt  direct  proportionirt. 

Haben  demnach  die  Pamilelepipede  p,  Püt  CfnmdebeDeti  B,B ' 
und  die  Höhen  a,  AfWist 


b  :  B  \ 
a:  A) 


Benützt  man  die  Bezeichnung  der  Gmndebenen  und'Itfthen 
auch  für  ihre  Zahtwerthe,  so  dari  man  in  der  noch  besteheodea 
Proportion  die  beiden  ZablenverhjiAtDUwe  mittfUi  lVtnlti(diMiti>l 
innammensetzen^  und  man  erhäU 

.  p  sP=:abi  AB. 
€•  Messung  des.  Raumes  mne^  Pnsma. 

6.  7.  Körperemheit  Zor  Einheit  der  Körper  wählt  man  gewöhfl^ 
fich  ein  Parallelepiped,  desnra  Höhe  die  Linleneinheit  and  dessen 
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Cbmodebeoe  die  Flächeneinheit  iat  Fast  immer  ertheiit  man  Ihr 
St  Gestalt  des  Würfels»  dessen  Seite  die  LüDgeoeinheit  ist 

9.  &  Meuimg  du  PamüApIpBdi,  Der  Raaminlialt  eines 
Parallelepipeds  gleicht  dem  Prodncte  der  Zahlwertbe 
der  H9he  und  Grandehene  desselben. 

Denn  bedeuten  in  der  letzten  Proportion  die  Zeichen  der  Par- 
alieleDij^ede^  wie  e^  verstattet  bleibt,  auch  die  Zahlwertbe ^  die 
Rnml»  edelT'  KiQ^peifnbalt»  der  Fsrailsl^pipede,  nnd  niniiit  man 
dasjenige  JRlrailflepiped  zur  KOsp^tinheft,  als«  «inen  2lahlwert| 
P^\,  df^tSff^^Uüae  die  Län^  itc:!,  nsd  dessen  Gruiulebene 

doiÄCdkeniiifaatt         hat;^  so  verfrandeH  MH  die  Propofrtibn  In 

P  ;  '1  =  ad  :  1 . 1 , 
Ibiglicb  Ist  p  =  ab. 

§.  9.  Messung  jedes  Prisma.  Der  Rauminhalt  eines  Prisniii 
ist  das  Pr*di>ct  der  j|ahlwe>ftbt  ««fBer  UShe  und 

G]ru9de.bejifi.. 

•  •      •  . 

Demi  Ift  das  Prisma 

1)  dreiseitig  und  seine  Gnfndebene  b,  so  kann  es  Termoee 
j.  3.  als  Hälfte  eines  eben  so  hohen  Parallelepipeds  über  &r 
doonelten  Grundebene,  2b,  dargestellt  werden»  dessen  Inhalt  also  • 
ftxse.«^  daher  der  scinMe     ao  ist. 

2)  Jedes  andere  Prisma  aber  lässt  sich  in  eben  so  viele 
dreiseitige  Prismen  als  isetne  Grundebeiie  in  Dreiecke  zerlegen. 
Mitbin  ist  sein  Inhalt  p  die  Summe  der  Producte  der  gemeinsamen 
Hohe  a  aller  dreiseitigen  Prismen  hfi  gesammte  Grunddreiecke« 
also  auch  das  Prodnd  des  gleich  bleibenden  Factors ,  der  HUhe  a 
d€s  Pridroa,  ip  die  S^inime  der  Grunddrstekfi»  fL  L  in  ^  Gmnd- 

AraeA  dw  Priaiiif)iRDlgli«ii|i9:a^  .  , 


•I 
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Beweis  und  Berichtigiuis  de§  im  4« 
Baniie  des  Archivs ,  3.  Heft,  333, 
Sr«  %XXW,  Satz  3,  Torirelefftea  Iiebiv 

Satzes. 

« 

"   Von  dem 

Hemt  Vwof&tMt  W«  Mattika  r 

all  ilcr  k.  k.  philutiophischcn  Lehranstalt  zu  Taraow  in  Gaiisien. 

 ■ — ***  ' 


Der  laliait  dieses  zum  £rweise  vorgegehenf  Stitm  ist  ioira 

folgender:  > 

Eine  dekadische  Zahl  />  =  10i\r+^  ist  durch  eine  eben 
solche  d=ilOn^a  theiUiar»  vmm  AMfoN  ^M&urcb  tlieiL* 
bar'ist.  .  .     •  . 

Beweis.  Durch  die  Zahl  d  ist  offenbar  ihr  Vielfaches  iVirf  theil- 
bar,  daher  auch  der  ihm  gleiche  Ausdruck  N (10 n:^a)-{- An  — An 
-  v(lO^^^  A)±aN -An  =  nD~{  Auf  aN).  Ist  nun  An^aN 
durch  ä  thcÜbar,  so  muss  dies  auch  nlJ  sein.  Wenn  demnach 
n  und  rf,  also,  weil  d  -^XOn^a  ist,  auch  n  und  a,  keinen  ge- 
mein schaftiichen  Theiler  besitzeq,  muss  sicher  durch  d 
theilbar  sein. 

Allein!  falls  72  und  a,  daher  aach  n  und  d,  einen  gemein- 
samen Theiler  haben,  folgt  daraus,  dass  nD  durch  d  theilbar  sein 
muss,  keines\ves:s  nothwendig,  sondera  DUr  etwa  zuföllig»  die 
Theilbarkeit  von  D  durch  d, 

80  ist  z.  B.  der  letzte  a.  a.  O.  gebrauchte  Theiler  68  von 
dieser  bedenklichen  Beschaffenheit,  weil  Ö  und  8  zugleich  durch 
2  theiihar  sind.  In  der  That  ist  zwar  die  daselbst  gewählte  Zahl 
816  durch  68  theilbar,  allein  374  ist  es  nicht,  obgleich  37.8-46 
=296-24:=  272  durch  68  theilbar  ist. 

Mithin  i^t  in  rlcri  niifii^esteiiten  Lehrsatz  die  berichtigende 
Einschränkung  auizuuehmen: 

„wofern  a  und  1»  keinen  Theiler  gemeinschaft- 
lich haben.** 

Berechnung  solcher  untheilbaren  Zahlen.  Derlei 
Zahlen  D=zION4A,  die  durch  eine  vorgelegte  Zahl  dz=l(hi±a. 
In  welch  r  n  und  a  einen  grOssten  gemeinschaftlichen-  Theiler 
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Ol  hAhe«;  iiieM  thcUbär  sitidv  iUmM  An^tM  m  Ist,  MMma 
anf  folgende  Weise  betecbaet  wenlen. 

-  Es  fii4l  ^ii  =p<iiV  durch  d  »theiibar»  alao 

ISeben  nun,  weoD  man  die  congnienten  Zahlett  irnd  den  Modul 
doTcli  ihren  gnlssten  gemeinschaftlichen  Theikr  t  Iheilt»  die  Zah- 
teo  a,  n,  d  diircb  I  f^etheiit,  die  Qnoiieiiteii  a»!»«  d»  m  verwandelt 

iicb  di«  Caegraen«  in 

* 

Lus't  man  diese  Con^ueni  in  Bezug  auf  N,  indem  man  A  Aber« 

haupt  eine  der  zehn  Ziffern  0,  1,  ...9  gelten  l  isst ,  rjMch  pnicni 
der  bekannten  Verfahren  auf;  so  sei  N*  ein,  Uie  Zahl  S  nicht 
uber^jt^fg^eqfJLejr,  W^fth  von  iV.  Pano  is.t  '  .    .  '  . 

/r=;ÜV-4-2d  und  l>==:10iV+4^10d.x,  . 

Wenn  z  dun-hlaufend  sümmtiiche  absoluten  Anzahlen  vorstellt. 

Weil  in  ö--d:t—.{l(hi4:a):i  =  10v±rx  die  Zahlen  a  und  v 
keinen  Theiler  mehr  gemeinscIiadHch  besitzen,  muss  die  Zahl 
lOJY' -f  ^  =  Z>%  dem  geführten  Beweise  eeroSss,  durch  Ö  theilbar 
sein.   Da-  bumnehr  D^D'  + 1(19.  i  und  <f  ss  CS  ist,  so  wird 


Demuach  ist  />  allemal  zugleich  mit  JJ'  jdurch  i2  theilliar  oder 
Hotlieilliar,  so  oft  entweder 

1.  t=2  oder  5  ist,  oder 

2.  für  j  bloss  Viellaclio  um  i  eingesetat  tverden,  oder  endUch 

D' 

3.,  2  so  gewählt  wild,  dass  -^-i-lCb  dnicfa  Itheilliar  oder 

untheilbar  ausfallt. 

Beispiel.  Bei  dem  Theiler  f/  — (>8  =  6.10-f-8  hat  man 
n  =  6,  a=8,  also  f  =  2  und  5=:34,  i;  =  3,  «  =  4;  mithin  soll 
iN=ZA,  mad  34  sein.  Da  4  und  34  durch  2  theilbar  sind,  muss 
es  auch  A  sein.  Set^t  nuui  daher  Ai^=A'  oder  A^i^A',  und 
theilt  man  sowohl  die  2SabIen  als  den  Modul  durch  2,  so  wird 
W=^A',mod  17.  Dazu  findet  sieh  leicht  2x-8=^-16^1, 
nio<£  17,  folfflich ,  wenn  man  mit  —8  multiplicirt,  N~N'ze.\{SA\ 
mod  17 ,  \>  oYiei  N'-^  34.  Sofort  ergeben  sich  folgende  zusammen- 
gehörige  Werthe;  ^ 

Hilfszahl  ^'=0,     1,    2,     3,  4 

Ziffer  der  Einer  0,     2,     4,     6,  8 

hlelnste  Zehnermenge  iV'- 0,  10,    3,  13,  6 

17  ,  27  ,  20  ,   30  ,  23 
kleinste  Zahl  D'     0,  102,  31,  136,  68 

170,272,204  ,  306  ,  238. 
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Schliecst  mae  htevon  die  dmda  6b  theilbareo  Zahlen  HS,  136, 
204  ,  272  aus,  und  vermehrt  man  die  Zehner  der  Übrigen  bo  oft 
man  will  widerholt  tun  d4:  so  erhält  man  folgende»  iroti  der  eifÜl- 
ten  Bedingin^;  dmli  W  okfal  tMft«e  Za&lmi 

34,  102,  m,  'm,  ao6, 

374.  442,  510.  578,  046, 


■i-f  y 


714.  782,  850,  918,  986,  u.«.  f. 


Leichtere  B est Immungs weise.  Sucht  man,  entwedei 
mittels  einer  Tafel  der  Vielfachen  der  ganzen  Zahlen  oder  durch  wie- 
derliolte  Additbn,  sSmontliclie  nach,  einmider  folgenden  VietthchMin 
von  dit^Sf  und  lässt  man  der  neihe  nach  jedes  solche  Viet- 
llldhe»  dessen  Multiplica^i^  »Iso  selbst  ein  Vielfaches  von  t  ist, 
hinweg,  oder  bererfinet  man  erstlich  alle  Vielfachen  i^ii  S  vor 
seinem  ^fachen,  und  \  ermehrt  sie  dann  wiederholt  um  dieses  ftache: 
so  sind  alle  sich  er<i:el)oii(]on  Viaifacbeii  von  d,  weil  ihr  MultipG- 
cator  durch  i  nicht  theiibar  ist,  derlei  durch    untheilbare  Zahlen />. 


Denn  je  nadidem 'hi'l>=  tnd=-f  t^  T^       Multiplicator  m 

dorcli  f.iyieilbii:  fei  eder  - nicht,  wird  das  Viel£itche  D  durch  d 
theiibar  oder  nicht.  —  Weil  femer  S  =■  lOw  i  a  und  D  = 
.^XQmv db       also,  wenn  db  wa~A  4;  lOi?  ausfallt,  Ö= 10 ( mv  +  Jt 
Ts:iS)'\-A  ist;  so  findet  man  An^  aN^Avf^^  aiN^t{Av^a^ 

=^Bd,  foldidi  die  Bedingung,  An^aN  sei  durch  d  tbeilbar, 
jederzeit  erloilt  .       .  \\        /'  i.\ 


r  •i- 


Digitized  by  Google 


Veber  dleHTormaleH  derKecelscluiitte. 

Nach  drei  Aufsätzen  des  Herrn  Gerono,  Professeur 

de  Math^matiques,  in  den  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thematiques.  Journal  des  candidats  aux  eroles  poly- 
technique  et  normale ,  r^dige  par  Terquem  et  Gerono« 


T.  Ii«  Paris.  1843.     16.  72.  170.  frei  bearbeitet 


Mit  den  Normalen ,  die  durch  einen  gegebenen  Funkt  an  einen 
kegelschoitt  gezogen  werdeu  künoeq^  hat  sich  bekanntlich  «chon 
Apolioniu«  in  dm  ßbiften  -Btclie  seibes  iMrOhmten  Werks 
ÜMr  die  Kegelschnitte  beecliälligt,  wordber  man  den  Artikel  Nor- 
male in  dem  mathematischen  Wt^rterbuche.  ThI.  III.  S.  688.  nach- 
sehen kann.  Vorzüglich  wichtig  ist  aber  ferner  eine  Bemerkung 
von  T^ej^endre  über  die  Kriterien,  mittelst  welcher  sich  die  An- 
zahl der  Normalen  bestinimori  lässt,  die  iu  den  verschiedenen 
nioijliohen  Fidlen  durch  einen  i^egebenen  Punkt  an  eine  Ellipse 
gezogen  werden  künnen,  wehlie  man  in  dem  Tratte  des  fonc- 
tioos  elliptiques.  T.  II.  Paris.  1825.  jp.  349.  findet.  An  diese 
Bemerkung  «chfiesst  sich  usMUtellMir  «er  AnfcstM  «dss  Btna 
GeroDo  m,  dessen  wesentliclien  Inhalt  wir  im  Folgenden  mit* 
tkeilen  .werden. 


Die  Gleichung  einer  Ellipse»  welche  wir  zuerst  betrachten 
Wollen»  sey 


Wo  a  und  6  ihre  gewohnliche  ßedeutung  haben.  Sind  ,  f^  dl# 
tVordinaten  efoes  beUehigjn  Punklss  in  dieser  Ellipse«  so  Ist 
bckaimtlicb 


Vtn 


dem  Herausgeber. 
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2)»-if,=-5Ä>.(*-«.)*) 

<fie  Gleichnni:^  fler  durch  dic>sen  Punkt  an  die  Ellipse  i^eTO^oTtf^n 
Normale.  Bezeichueii  wir  daher  jotzt  rhireh  a,  |i   die  CoardiDateii 


3) 


oder 


4,1  a»®»«- 


oder,  weim  wie  gewftliDlIcli 
geeeUt  wird: 


6)  ^=^.M=A; 


m  WM  die  cwcito  der  Oleiebungen  6)e 


•)   Wenn  man  ^      =  t  and      —  letzt,  lo  kann  man  die 

Gleichung  der  Nnnnnle  der  Ellipie  aucli  ttnter  der  folgeaden  beinerkeu* 
wertben  Gestalt  dnrat«iiien :  - 


wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zn  nehmen  hat,  jenachdem 
eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist  (Comte:  Tfaitö  6Um»  de 
g^om.  «nal.     358. ). 

**)  Wo  (pQjr^  imhier  der  Punkt  der  Ellipse  ist,  in  welthem  auf  der" 
ptXhtm  die  dnrcli  den  Paalit  (a^)  gezogene  Aeniiale  «eakredit  aMhl« 
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7)   bhx  —  afy -^a:i^—0.  '  t 

Die  mto  der  CSIeicImiigeii  5)  kann  auf  folgende  Form  gebradit 
werden: 

8)       gy  _^(<*-^) 
uod  wenn  man  daher 

9)     .  °y  '>("-^) 

setzt,  eo  hat  man  die  beiden  folgenden  Gleichongen: 

10)   aff'-bzx^^^abz,  ba    az^/ =  aö ; 

a 

ans  denen  «leb  ohne  Schwierigkeit: 

ergif»bt.  Führt  man  diese  Werthe  vou  a;  und  7/  in  die  Gieichurig 
7)  ein,  so  ergtebt  sich  nach  einigen  leichten  Keductionen  die 
Gleichung 

12)  ,<+^J£+ll^>+M£^,-i=o. 

oder»  wenn  der  Kürze  wegen 

13)  A^nqn,  B=h£^ 

gesetzt  wifd,  die  Gleichung: 

14)  ;j*+A»  +  Ä-J=a 

Weil  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  des  vierten  Grades 
negativ  ist,  so  hat  dieselbe  nach  einem  be»tnnten  Satze  yon  den 
Gleichungen*)  jederzeit  swei  reelle  Wurzeln  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen;  und  da  nun  wegen  der  Gleichungen  11)  jedem  reellen 
Werthe  von  z  reelle  Werthe  von  a:  und  ^  piitsjirechen ,  so  siebt 
man  zuvorderst,  dass  sich  durch  jeden  Punkt  immer 
mindestens  z.wei  Normalen  an  eine  Ellipse  ziehen 
lasset!.' 

Bezeichnen  wir  die  vier  .Wurzeln  der  Gleichuns  14)  überhaupt 
durch  m,  n,  p,  q;  so  haben  wir  zwischen  denselben  bekanntlich 
^e  Tier  Ib^ndMi  Gleiühnngen; 

*)  Sopplemente  Kom  mathemati«chen  Wörterbache.   Thl^  n.  Artikel 
Gleichung.   S.  396. 


TJieU  VI. 
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13Ö 

( wm -f |>jr)-Kwy + )  +  ( wi^f  +  njt> ) = 0*^ 
iniip + «Mty + ^  +  w/?7 = — Ä  > 


und  fer.nnen  nun  m\{  Hülfe  dieser  Gleichungen  leicht  die  Gleichung 
des  dritten  Grades  ündeu ,  deren  Wurzeln  die  drei  Grösseo 

sind.  Weil  namlicTi  die  Summe  dieser  drei  Grossen  nach  15)  ver- 
schwindet, so  bat  die  in  Rede  stehende  cubische  Uleichuag  die 
Form 

16)  M»+^itt+-ßi=0. 
Ferner  ist  nach  der  Lehre  von  den  GlelchimgeD 

(nm^pq)  {mq-\-np) 
(mpi-nq)  (mg-^np)* 

Durch  Multipllcation  iler  ersten  und  dritte»  ^det  CarfchllligeB 
U )  erhält  man  aber  ohne  Schwierigkeit  naeh  etoigea  leichten  Ke- 
ductionen: 

^(mn-i-pq)  (mq-^np) 
-{■(mp-i-nq)  imq^up). 

Also  ist  wegen  der  vierten  der  Gleichungen  J5) 
und  folglich 

Endlich  ist  nach  d«r  Theorie  der  Glekhangen 

Bt^^inin'\-pq)(mp-^nq){mq-i^np). 

*  Entwickelt  man  das  Product  aof  der  rechten  Seite  des  Gleich' 
heitszeichens,  so  erhält  man,  toit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Relatimi 

naqfq=^-^lf 

ohne  Schwierigkeit 

-  ( m^n^p^ + m^n^q^  -^m^p^q^ + u^p^q^  ). 

Quadrirt  man  aber  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  15),  und 
zieht  dann  die  letztere  von  der  ersteren  ab,  so  erh&lt  man,  mit 
Racksicht  aui  die  ReUtion 
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«bne  Scbwleiigk^it 
Also  ut 

imd  die  cobiifche  Gieichinig  16),  dtnn  Wontb  die  Oiteeo 

nm-^-pq,  "^p-lrnq,  mq-{-np 

slod  i  wild  daher 

17)   M»  +  (AB+4)u  +  J*-Ä»=a 
Bezeichpen  jnr  di^  drei  WaraelD  dieser  GHeidMiDg  divch  «i,ifs>«i|; 

18)    J  ««=  mp-{-nq, 

setzeu  y  uod  erhalten  hieraus  die  diei  folgenden  Gleichungen : 

— «»=(m-  q)  {n  -p), 
M«-«t=0»-»)<p-Sr), 
-411  r=  (m  ^p)    -  n). 

WeDD  mm 

4(J^+4)H27M»-Ä'')«=:a 

ist,  so  sind  nach  delr  Theorie  der  cnbischeii  Gleichmigen*)  die 
drei  Wurzeln  »,»  ««,  «.  reell,  uod  zwei  derselben  sind  einander 
gleich.  -Sind  also  z.  B.  m  und  w  füc  beiden  reellen  Wnr/eln  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen,  welche  die  Gleichung  14)  jeder- 
zeit nothwendig  haben  muss  ,  so  ist  wegen  der  zweiten  der  Glei- 
chungen 19)  die  Differenz  p~q  eine  reelle  Grosse.  Wären  nun 
aber  p  una  q  zwei  imaginäre  Wurzeln  der  Gleichung  14),  so 
mOssten  dieselheD  nach  der  Theorie  der  Oielchiingen  von  der  Fotni 

«ein,  und  es  wäre  folglich 

diese  DIfetenafi  also  Imaginär,  was  gegen. das  Obige  streitet  Da- 
•)   ML  vergL  s.  B.  Archiv.  Tbl.  VL  8.  6. 

9' 
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ber  siotl  auch  die  Warzein  »  und  q  reell,  und  die  Gieichang 
14)  hat  folglich  \a  diesem  Falle  vier  reelle  Wurzeln.  Weil  aber 
eine  der  IraTefemeii  Ui^u^,  u^  —  u^,  u^  —  Ui  verschwindet,  «o 
mflssen  wegen  der  Gleichungen  19)  tmter  dieomi  vier  reelleo 
Wunelo  zwei  gleiche  Yorkonuaen. 
Wenn  ferner 

4       4- 4) » +  27    *  -  ir «)  •  >  0 

i«t,  80  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen  *)  von 
den  Wurzeln  Ui,  tf„  u,  eine  reell  nnd  zwei  imMinSr*  Weil  die 
beiden  imaginXren  Wurzeln  Ti>n  der  Forme-fieV^  and  «^^«»yr? 

sein  müssen,  so  sind  die  Differenzen  Ut—u^,  «t»  «i 
offenbar  alle  drei  imaErlnSr.  Sind  nun  wieder  z.  ß.  m  und  n  die 
beiden  reelien  Wurzeln  mit  enti^egengesetzten  Vorzeichen,  welche 
die  Gleichung  14)  nothwendi^  haben  muss^  so  ist  wegen  der 
zweiten  der  Gleichungen  10)  die  Differenz  p~q  imaginär,  und 
da.  weil  die  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen  immer  paar^veise 
yrorhand«!  Mnd,  nicht  Mo««  eine  dto  beiden  GrOssen  p  und  9 
imaginär  sein  kann,  so  müssen  dieselben  beide  inttrfnar  acint 
fol!^Iich  hat  die  Gleichung  14)  in  diesem  Falle  zwei  reelle  und 
zwei  imaginäre  Wurzeln. 
Wenn  endlich    .  -  '  ' 

4(^i?  +  4)»+27(J««  JB»)»<0 

ist,  so  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen**)  die 
Wurzeln  7/^ ,  «3  alle  drei  reell,  und  unter  einander  ungleich. 
Daher  sind  zuvörderst  wegen  der  Gleichungen  19)  die  vier  Wurzeln 
TO,  n,  q  offenbar  sämmtlich  unter  einander  ungleich.  Sind  aber 
wieder  B.  m  und  n  dio  zwei  reellen  Wurzeln  mit  eutgegenge- 
setzten  Vorzeichen,  weiche  die  Gleichung  14)  nothwendig  haben 
mnes,  so  ist  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  19)  die  Differenz 
p-^q  eine  reelle  Grosse,  woraus  man  ganz  wie  im  ersten  Falle 
schliesst,  dass  die  Wunrein  p  und  q  hade  reell  sind.  Daher  hat 
i!n  vorliegenden  Falle  die  Gleichung  14)  vier  vnfer  einander  un- 
gleiche reelle  Wurzeln. 

Rücksichtlich  der  Normalen  der  filUpse  eraiebt  aicb  hicmns 
nun  unmittelbar  Folgendes: 
.  Wenn  / 

4(ilir-f  4)  »-|.27(il*- jB»)*=0 

ist,  so  lassen  sich  dnroh  den  gigebenen  Punkt  («i^  drei  Nntmalev 

an  die  Ellipse  ziehen. 
Wenn  dagegen 

•    ,        4(^J5  +  4)'+27(-4*^i^)«>0 

ist,  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  (a^S)  nur  zwei 
Normalen  an  die  Ellipse  ziehen. 
'  Wenn  endlich 


*)  A.  8.  O.  S.  C.    «*)  k.  a.  O.  8.  t. 
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Ut,  so  kSmiaii  durch  den  gegebeoeu  Puukt  {aß)  vier  Normalen  an 
die  Ellipse  gezogen  werden.  . 

Die  vorhergehendeu  Bedingungen  laMen .  nch  aber  auf  61000 
eleganteren  Ausdruck  Iviogeo.  * 

•Setzen  wir  nümlich 

wo  X  vod  fi  olfenbar  positive  Crrtom  «Snd,  so  ist,  wie  man 
leiebt  findet: 

(A^       r  =  25Ö  A     ^i?=4(;t»      ) , 

also 

=266|(A.3 -^3  4.1;.  ^.27A  V^ 
mid  die  Bedingungen 

4(ilÄ44)^+«r(il«*B«)*  |o 
•iBd.folgUdi  oEeobat  etfSUt,  WMm  napectiv«  die  Bedingungen 

(A»-/t»+l)»+27ÄV'|o. 
oder  die  Bedingungen  ^ 

CffUit  sind«  Weil  nun  aber  -*3Am  aeßativ,  and  die  dritte  Potenz 

von  ^t»+l  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  diese  Grösse 
Kel!)st  positiv  oder  negativ  ist,  so  sind  die  vorhergehenden  Be- 
dingungen, wie  leicht  erbeiien  wird,  jederzeit  erfiUit,  wenn  respec- 

tive  die  Bedingungen 

« 

d.  i.  die  Bedingungen 

I 

erfallt  sind.   Weil  aber 

a 

Ut,  so  Icann  man  an  die  Sfelle  der  vnrliersebeoden  Bedinmingen 
die  Bedingungen 

(A.-^t)3  +  l  +  ;]A^a(A.-^t+l)^0  * 

icftien.  Nun  ist  aber 
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und  die  vorhergehenden  Bedin^ngen  werden  also  jederzeit  erlttUt 
9eiü,  weoD  respective  die  Bedinguiigep 

er(iiUi  sind.  Wenn      /li'Degativ  ist,  so  ist  die  Givsse 
offenbar  jpoeiÜY;  ist  aber  A—i»  positiv»  so  ist^  weil 

gesetzt  werden  ksini»  die  GrOss^ 

« 

elKMitalU  positiv;  und  diese  Grosse  ist  daher  stets  positiv.  Da 
nun  <iA/^  positiv  i^t,  so  ist  auch  die  Grösse 

ete^  posiüv,  und  die  BediqgungeD 

U-iit+l)|(A-ii*)*-(^-/*)  +  l+3A/i||o 
können  daher  jederzeit  durch  die  Bedingungen 

d«  i*  naeh  dem  Obigen  durch  die  Bedingongen  . 

ersetzt  werden.  Daher  ergiebt  sich  ans  dem  Vorhergehenden  jetst 

Folgendes: 
»    '  Wenn 

ist,  so  hissen  sich  durdi  den  gegebeneu  Punkt  (aß)  drei  Nor- 
malen an  die  Ellipse  ziehen.  • 
Wenn  dagegen 

ist .  so  können  durch  den  gegebenen  Punkt  (a^)  nur  zwei  Nor- 
malen an  die  Ellipse  gezogen  werden. 
Wenn  endlich 

\ 

i 

*  . 
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i»t,  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  vier  JNormaien  an 
die  Ellipse  ziehen. 

Nach  dem  Obigen  Ist 

A-\-B  f^^aoL 
A-B  _l  __e^ 


also 


«der 


und  an  die  Steile  der  Bedingungen 

können  folglich,  weil  (6P)'  eine  povitiTe  Grösse  ist,  die  fi^ngoDgev 

gesetzt  werden.  Daher  erhalten  wir  endlich  den  folgenden  he- 
merkenswertheh  Satz: 

An  die  durch  die  Gleichung 

charakterisirteEllipseküDnen  durch  einen  gegebenen 
Punkt  (aß)  zuei^^  oder  drei,  oder  vier  Normalen  ge- 
zogen werden,  jenachdem,  indem  wie  gewöhnlich 
a*— 6*=e*  ge'setzt  .wird. 


oder 


oder 


Ut 


«  s  . 

(aa)V(6p)''-(ea)^=0, 
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Di«Mr  SfttiK  ist  abjBr  «ndi  dvcr  iMii«riiMi«ifttil]ien  geometrl- 
gchaii  Iiitrepretation  (Sütup 

^^Am  der  höheren  Cminelrie  ist  nümlich  aligemein  bekMnl  *), 

(aa:)^  +  (*y)'=!:e*)^ 

oder 

(aa;)*  +  (6y)^-(ea)^=0 
die  Gfeichnng  der  Eyohite  der  durch  die  Gtrichmig 

cbaialtteriBiHeii  Etiipee  ist**),  und  dnvch  efaie  eanz  eln&che  Be- 
trachtung wird  auf  der  Stelle  erhellen ,  dass  der  Punkt  (xy)  anMer- 
halb»  in  oder  innerhalb  dieser  Evolute  liegt»  jenachdem* 

oder 

(«?)^+(6y)^-(e«)'=0, 

oder 

(«r)*+(6y)*^(e«)*<0 

Ist  Daher  hat  man  das  folgende  merkwürdige  Theorem : 

Durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  EUipse 
lassen  sich  an  dieselbe  zwei,  oder  drei,  oder  vier 
Nor  malen  ziehen,  jenachdeni  dieser  Punkt  ausser- 
halb, oder  in,  oder  in^nerhalb  der  Evolute  derEllipse 
liegt 

I 

Die  (xleichuDg  einer  Hyperbel  sei 

so  hat  man,  wenn  :r,  y  die  Coordinaten  des  DurctMchniHspankto 
einer  dnrrh  de?»  l^unkt  (uß)  an  die  Hyperbel  «gezogenen  IVorraale 
mit  dersen)eii  lu^zeichnen  zur  Bestimmung  von  y  die  beiden 
folgenden  Gleichungen:  • 


*)  M.  S.S.B,  meine  Elemente  der  Ditrereutial-  und  Integralrechnung« 
Thl.  I.  Leipzig.  'IHSr.  8.  391. 

**)  Ebe  Zcidurnng  der  EToIvfe  eloer  EUipie  •»  m*  Aichir.  TU.  IV. 
Taf.  H.  Fig.  5. 

***)  Wo  ^xj-)  immer  der  Punkt  der  Hyperbel  ist,  in  welchem  auf 
denelben  die  durch  des  Punkt  (a/9)  gesogene  Monaale  teokrecht  lieht* 
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2) 


2 


oder 


3) 


od<Mrji  Wim  wie  gewOlmliiDh 


4) 


Setzen  wir 


5)  ^^^=/  -^ö=a- 


80  wiril  üe  m^Ue  der  GleichaDgeb  4)s 

Die  enErt»  der  GleidiiiDgcii  4)  kann,  anf  lolgeiHle.  Fom  ge* 
bnieht  wexilsii:  i  .'     -  -  ^  '     '  '       *  * 


7)  6(;j-a) 


f 


und  wmm  man  daf^lfE  -     '  .   >  •  •  n 


setzt«  so  Lat  mau  tlie  beiden  folgenden  Gleichungen: 

« 

,■'*•.*•  'I '  •  ■ 

vds  denen  sich  ohne  Schwierigkeit: 

erglebt   Führt  man  diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung 
6)  ein ,  so  <  «fhlttt  men  nach  einigen  ieichlea  iUdnetkmen  ^* 
Gleichnng':  '*  • '  '  ^  •  ■ 

ITtell  VI.  •*  - 
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oder,  wenn  der  Kürz»  wegen  '    •      ^.  \ 

gesetzt  wird,  die  Gle|chuiÄ?:  j  \  *  ,< 

13)  z*+ii?  +  &-^l==:(t  ^ 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  mm  fhnrh  ganz  gleiche  Be 
trachtuDIceD  wie  bei  der  Ellipse ,  die  wir  hier  n^cTit  wiederholet! 
wollen ,  ^anz  dieselben  durch  die  G|össen  A  und  B  aiisgednickteti 
Bedingungen  wie  dort  fiir  die  Anzahl  der  Normalen ,  welche  durch 
den  Punkt  (a\^"^  an  die  Hyperbel  gezogen  werdea  könnenv  MmU!^ 

Nach  deui  Obigen  ist  aber 


■  II  Ii 

•        »  4  1 


I 

oder.  "-^ 

und  an  die  Stelle  det  BeÄngungen  ;      «  ' ' 

können  folglicfa^  weU  (6?)-  eine  posi^ve  Gröiwie  Ut,  die  BediDgaogao 

gesetzt  werden.  Daher  erhalten  wir  endlich  den  folgenden  W 
merkenswerthen  Satz:  .u.^»  iim-  .    .•  « 

An  die  durch  die  Gleichung 

cliaiaki<rUirteHyp,erl>el  können  dureh  einen .gegebo 
nen  Punkt  («ß)  awei,  oder  drei,  oder  vier  NokwaUo 

■  i,  1/  ;i 
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gWnf W^vH^iV.'  jeiiachd^m,  iiidem  .wie  g^ivöhiiiicb 

(aa.)*-(Aiä/-.(eM*<0, 

oder 


••••  V 


}  1 


•  •  • 


(iia)'-(6ß)*-(t^«)->a  ' 
Die  Gleichung  der  Evolute  der  Hyperbel  ist*) 

od« 

woraus  sich  leicht  ableiten  lii^i^t,  dass  die  Evolute  der  Hyperbel 
m  vier  geeen  ihre.^ea  sy^nniAtrisch  liegenden ,  sich  in's  Un- 
eäRcW SriitecIt^Vid^  wäche  g(^^jn  die  Ham>t^ 

aie  der  Hyperbel  convex  sind.  Betrachten  w^ir  nun  den  zMjBCnlBll 
diesen  vier  Zwetgen  liepi^eriden  (uneiidlicben) ,  ans  Ewei  ganz  von 
einander  getrennten  Theileu  li^stehenden  Raum,  weicher  durch 
die  Hauptaxe  der  Hvperbel  balliirt  wird,  als  den  inneren,  daj^egen 
den  zwischen  den  vier  Z>veii^en  lie2;en<len  (unendlichen)  llauni; 
welcher  durch  die  Nebenaxe  der  Hyueibel  halbirt  wird,  als  den 
Süsseren  Raum  der  Evolute;  so  wira  durch  eine  ganz  einfache 
Betmchtung  auf  der  Stelle  erhellen»  dass  der  Punkt  (j:^)  aumr« 
Ulb,  in  oder  Imierbalfi  der  ]Svo|ut^  11^,  jenachdem 


«der 


<0. 

i«,    (»^  -  .. . 


i>t  Vergleiöht  nan  die?^  aber  mit  dem  Vorheigeheuileu,  so  ergiebt 
Hieb  das  folgende  merivwürdige  Theorem:  '  i» 

Durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  ei  n  er  Hy  perliel 
lassen  8i<jh  an  dieselbe  zwei,  oder  drei,  oder  vier 
Normalen  ziehen,  jenachdem  dieser  l*unkt  au.sser- 
P*lh,  oder  in,  oder  innerhalb  der  Evolute  der  Hyper- 
Mliegt 

*>  Itti  ■  üdihw  ilpnrtiile  denlNiiMililkl-  ubA  Imtßgtsiknetmtmg  a.  a.  O. 

* 


1^ 

Da^  dieser  älaU  mit  dem  ioheq  ven  der  Miipee  bewie£»enen 
Satze  saDz  identisch  ist,  und  daher  von  4^  .EUifKW  und  Uiyp^i'Uel 
gilt,  iSlt  auf  der  Stelle  in  die  Augen. 

IIL 

Fflr  eine  Pmbel,  deren  Parameter  2p  \0t,  müssen  di«  Goor- 
dimiteD  a:,jg  des  Punktes,  in  welchem  eine  dnrdi  den  Puokt  Ccxß) 
gnogene  Normale  der  Patabel,  auf  derselben  ncnkieeht  «lebt» 
ann  den  beiden  GleiebimgeB; 

oder 

2)  y^— ^-(«-p)y-^pß— ö 

bestimmt  werden.  Durch  Eiimination  von  a;  erhält  man  aber  aus 
diesen  beiden  GleViluiDgej[|  idie  l^yii^icbu^g 

und  gelangt  nun  hierdurch  mit  Hülfe  d«r  Theorie  der  q^b^i^tcbeu 
pjjeicnungen *)  sehr  hicht  zu  dem  folgenden  Resultate: 

A n  d i e  durch  die  1  e i c h u n g  =  2/> a:  charakteri- 
sirte  Parabel  küoneo  durch  einen  geerebenen  Punkt 
(a^)  eine,  oder  zwei,  oder  drei  Normalen  g/e^Mogeu 


od«r 
oder 


.1 


int. 

Die  Gleichung  der  Evntnle  der.  PMdM  kä^ 

woraus  sieb  leidbt  ableiten  IlMf  daM  die  jBvmlnt»  ann  swei  gegeo 
die  Axe  der  Parabel  symmetrisch  liegenden  unendlichen  Zweigeo 
besteht ,  welche  gegen  die  Axe  coovex  sind.  Betrachten  wir  oua 

den  zwischen  den  beiden  Zweigeo  auf  deren  coovexen  Seiten  liefen* 
den  unendlichen  Raum  als  den  tnnern  ,  den  auf  den  coocaven 
Seiten  der  beiden  Zweige  liegenden  unendlichen  Baum  dagegep 
ab  den  äusseren  Raum  der  Evolute,  so  wird  leicht  erhellen,  aas* 
der  Punkt  (o:^).  ausserhalb  4  !n  oder  Innerhiilb  der  Erolu^  Jipstf 
jeoachdem  ...  * 


.«. 


•)   M.  ».  Archiv  Tbl.  VI.  S.  6. 
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«^Py'-t^Ä-Hl*)«'^*,.?'     .  I!...  : 


oder 

'       •    •  "  '  < i  *■ 

jUiy        •  I'  •       .il  I     I  :  .  j  '  I  =   

Durch  e(fi«o-  Pnaki  ift>  4«f  fibe«^  «iaev  Pbrab«^! 
las «eo  stell  die«eUie  eine,  oder  zwei,  odet^drei 
Normaie«  ziehen,  jenachfiena  liieser  Punkt  ausser- 
halb, oder  in,  joder  iiyoefba^b  dpt  £iE»iyiie.  jAa^  i^iarJl« 


<  ■  •  ♦ 


]Vachträ|pe  zur  Ansgleiehiui^s-.  ^ 

'  k «   ■  .     .       »  .1       »  '  .  ■  '        <         ,    '  4.. » 

•  V      1  »    !  .     •.    '  .<  Voo  de«  i'    ■         -i:      -    i,  '.  ,  I 

'•;              I         •'!*►  .-II.  .fn    n  »i'*'    '  ♦»  o  \'tv  'M 

*    1*      •      ■»  .  .  I  .    *  <  '  '  II  !■  ^  [i  If  .4i''\    <   . '.'    '  '    <  '»N  I 

*     >•      I«  »■"'.     *    •       *»'     ,       "  •    T  '     •       '  '       •      i»  '/       ...I     ♦   ,  ^ 

lo  der  Vorrede  zu  mebier  4ttsglei4Biti.«^Ka  •  Racbi|ung 
fS.  Xlll.)  habe  ich  bereits  die  Erwartung  abgeaeutet«  dfMW  ,a)fili 

liald  Kachträge  and  Berichtigungen  finden  würden,  Menn  nur  ver- 
»tSndige  Praetilter  erst  hfiunp^er  von  der  Au8j^!eirhung  (lebrauch 
niachten.  Diese  Emartung  hat  sich  jetzt  schon  dadurch  verwirk- 
licht, das«  Herr  Land-Messer  €eester  ^dermalen  bei  der  unter 
I^tnng  de«  Herrn  Obristlleutenant  Wiegrebe  Torgehenden 
topographisehen  VermeocNing  Korhessena  änffeatellt)  mir  kflrxlleli 
twei  wesentliche  Uuiatände  raitthelUe,  welche  In  meinem  Buche 
Wrichtigeiid  nachzutragen  sind.  ■  \) 

Herr  roester  ist  nfimlich  heachftftigt  mein  ijrosses  Triansrel- 
System  mit  kleineren  Dreiei  keii  aus/Aifdllen,  besorgt  dieses  Gechält 
luit  eben  so  viel  Eifer  als  Intelligenz  unter  dem  Gesichtspunkt,  dass 
6eiae  Mesaungen  und  Rechnungeo  niiit^lat  d«r .  Ausgl^ichwig^^n 
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fiberall  den  Prüfstein  ihrer  RichtiErkeit  in  sich  tra^f  u ,  und  hat  da- 
durch eine  Geiegeuheit  zu  den  reichsten  Eiluhrungen  über  die  E.io- 
schaltungs  - Methoden^  welche  mir  bej  den  grossen  Dreiecken 
nur  ausnahmsweise  TiMtameii  HiKi^tanF^l^iBtehen  sich  denn  auch 
seine  Mittheilungeu.  Ich  kann  dieselben  nicht  besser  verdatil^eD , 
als  indem  ic^h»  die  £rl^ubniss  ihres  Urijiebers  benutzend,  das  We- 
sentliche davon  hier  ^  iselbsfstandig  daifstelle ,  und  dadurch  den 
Practikern,  welche  etwa,  ähnliche  Gescliäfte  betreiben  möchten» 
diei§e  nützlichen  Na chtrS^e  enipfeWend  bekannt  mache.  Diese  wer- 
den sieh  das  Einzelne  leicht  selbst  weiter  entwickeln.  '.  if 
\  i  \  Ich  setze  liab ei  auch  hier  lauter  ebene  Figuren  voraus ,  ioileiii 
je4eiilalb  eideivorlüulige  Rechmihgi  disietyva  an  fterffldowdlliyto 

sphSilscht^  EbMWMff  liefert        d  ;«M.f  '  «"in.        vi'...  .    •  i 

i       '   ■  ' 


Erster  Nachtrag. 

Für  solche  Fälle ,  wo  ein  einzelner  Punkt  zwischen  meh- 
rere andere 9  als  absolut  genau  betrachtete,  einzuschalten  ist,  und 
bloss  an  ihm  selbst  Winkel  gemessen  sind,  und  wo  also  we- 
nigstens vier  gute  Punkte  angeschnitten  sein  müssen,  wenn  man 
überhaupt  ausgleichen  will ,  r^th  ich  (S.  303.)  die  Bestimmung  der 
gegebenen  Punkt«»  nuf  rerhtwinkliche  Koordinaten  zu  rediiriren,  und 
dann  nacli  der  Methode  der  vermitteirjdt  ti  Beobachtungen  zu  ver- 
fabrau»  wie  ohnehin  für.  die  Potheootsche  Aufgabe, ^vorge- 
schrieben zu  werden  pflegt.^  Dieser  j^a^ist  aber  nicht  allge- 
mein der  zweckm&s5is9&.  »  *  .     •  • 

Kommen  nSmüch  TftUe  vor,  wo  man  zunächst  die  Distanzen 
des  einzuschaltenden  Punktes  von  den  gegebenen  sucht,  und  sind 
dann  überdies  alle  Winkel  und  Seileu  zwischen  den  gegebenen 
Punkten  schon  fertig  berechnet  (wir  dies  z.  B.  in  meinem  grossen 
^System  der  Fall  ist);  so  kann  mnn  ohne  recittwi n k Ii  c h e 
Coordiuaten  bequemer  £tmi  Ziei  kommen«  indem  man  die  Auf- 
gabe als  eine  bedingte  bebandelt. 

Man  wird  auch  hier  zuer^^t  aus  den  Richtungen  auf  drei 
(iweckmässig  sewftblte)  TOB-den  vorgegebenen  Punkten  den  Orlen- 
ticungs- Winkel  einer  IHsirllnie  gegen  eine  der  gegebenen  Verbin* 
dungsllnien  zu  berechnen  haben,  und  awar  aus  wrfinden,  die  sofort 
erhelleo  werden,  in  scharfer  Rechnung*  ,^ 

Hiezu  würde  ich  Torschlagen  ,  et^va  auf  folgende  Welse  zwei 
Vorliegende  Seiten  und  ihren  eingeschlossenen  Winkel  zu  l>eiuitzea. 
bezeichnen  wir  den  einzuschaltenden  Punkt  mit  0,  die  drei  gege- 

mit  l;     »;  .und.  «M^hen  dl«  Wlnhet  f^^^  m±  r  s=i^^ 
•IN»,  den  giemwenen       und.'^  ;  so  ist  die  l^ietchung  .      :i  i 

4 
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^  ■  > 


.  .1  « 


i4ä 

|]^^  tlaim  tlie  deli  , 

•iter  Nachtrag.  , 

'.ttschalteiiden  einzelnen  Punkte  keine 

nd»  sondern  derselbe  bloss  von  meh- 
ans  an eesc h  Tr  i  t  ten  ist,  deren  also, 
[ideh  soll,  weui^istens  drei  sein  müssen; 
omnien,  dass  man  nür  die  Richtungen 
i  der  gegebenen  Punkte  benutzen  kann, 
t*  M  •       *  aber  in  äer  wirklichen  Praxis  nur  hücht^t 

.  ^       «  %    i  ehr ^ wird  man  hier  fast  inim<Br  eio  Toll 

,t  em  siim  Grunde  zu  legen  und  mit  Rück* 

.^ii  tungen  und  Seitenyi^rli&ltilisse 

jung  aUo  (zu  S.  304.)  nrif  hziitrniroii.  dass 
^^^m  i*^e  sich  mit  einer  suicheu  lieciiimnngs- 

lüit'en,  als  welche  in  dem  Rechuuni?s- 
^  vielmehr  in  den  regehuässiij  eintretenaen 

I       ^''^  ^'n^'  ise einzuschalten  hat,  wie  wk  (Beiträge 

.1*1  1«****^*'  mischen  vier  Hauptpunkte  einschaltete. 

b^iehi^^o  Anzahl  von  Punkten 
»••••«•^  ■•  I  System  von  Richtungen  und  Distanzen 

iM  1  inzelner  bloss  angescbnittenor  Punkt  0 

Hilten  sei;  kommt  es  zuerst  auf  Ab  zäh- 
(4  liungeu  dritter  Klasse  an. 

.  dass  allgemein  für  n  gegebene  Punkte 
uiigsgleichungen  f>estehen  (wie  auch  bei- 
.  305.  und  Beiträge  173.  und  174  vor- 
nämlich  in  dem  gegebenen  System.. diej» 
welche  zur  Bestimumng  desselben  durch 
u'n  ^mit  Wcirlns'sun«;  dor  überschüssigen), 
rzu  kommen  uuu  die  n  Arischnittf^nchtiin- 
.  58.   (iS.  ^7«)  >^  betzem:  — J; 


' \  ;  V^i  wenn  nian  die  Linienverbindung  zwischen 

^    ,  «•  5KM1  Punkte  als  l^olvgon  betrachtet,  in 

^  ^  vVinkel  gemessen  sinn.  Kommt  danrj  der 

nschnitten  hinzu,  .so  bat  mau  in  ju  59 


*'  \  lx=n  \  p  —  n-\^l\  « =0  nnd  erhält  also 

^•»'^  '       ** .  eichungen,  von  welchen  aber  nach  der- 

^^^^j^«**  *'  v=n;  p  -n;  ^=0  gesetzt)  zwei  dem 

ige  als  erfiilit  vorausacsctzt  werden;  so 


ung  nur  11-^2  ttbrig  bleiben. 

10 


Digitized  by  Google 


144 

zur  Ausgleichung  aller  Visirlinien  benutzt  werden ,  so  giebt  jeder 
von  ihnen  cfine  Bedingungsgleichung  dritter  Klasse  In  der  für  Auf- 
findung der  defmititen  Distanzen  bequemsten  Form,  wenn  noan  eine 
weitere  Distanz  aus  zwei  Dreiecken  berechnet,  in  welchen  je  eine 
Distanz  zweier  gegebenen  Punkte  vorkommt.  Die  Winkel  dieser 
Dreiecke  lassen  sich  nämlich  durch  die  noch  zu  verbesserndei» 
Richtungen  der  \  isirlinien ,  durch  die  gegebenen  (als  absolut  e^enau 
betrachteten)  Winkel  zwischen  den  gegebenen  VerbindungslinieD 
und  durch  q  (odef  r)  ausdrücken.  Demnach  hat  man  mit  Hülfe 
der  Gleichung  (5)  jedesmal  eine  Bedingungsgleichung  zwischen 
lauter  Richtungs  -  V^erbesserungen. 

Wäre  z.  B<  ein  Punkt  4  zwischen  2  und  3  und  jenseits  der  Li- 

2  3  2  4       4  3 

tie    '    angesckriitten ,  so  hätte  man  entweder        und  oder 

^*^Und  ^'c^  oder  endlich  beide  Paare  von  Grössen  zu  benutzen, 

üm  ent^veder  log  0.2  oder  log  0.3  oder  log  0.4  doppelt  auszu- 

.  •  .  .  .  . 

drückenv  Man.  hat  also  die  Wahl  zwischen  den  drei  eudiichep 
Gleichungen  » 

•    2.a  .   .  '    '  ^  •  :..  .      2.4  *  ' 

0.2       '  •    „•„  /2.3  i  „X   .  •      •«/2.4  ,  4.3  ,v 

sin   Q  0     '  -  ' 

.nun     IlM".        ;ii.»U:!-^*»' 1.  %    i  iM  /    '»Wi    .1.'  ilii'i    '»'H'l    4!  l.'lll^lK    \fi  ' 

0.3_    .  .      .       •■      .      .  Tigurt    2.3        2.4  ,  4.3v 

im   Q  sin    ^     ..  y  •.>.y 

In  allen  drei  Fällen  erhält  man,  wenn  für  (r)=  Werth 
aus  (5)  eingeführt  wird,  eine  Bedingungsgleichung  von  der  Fomi' 

.    0  =  tr.+a.(i)  +  «,(^)  +  «.(Q  +  «,(3> 

•.  .  { r,»\  I  I  H  /  »\  j  <j  )  ,A       y  \<.i 

Sollte  aber  etwa  ^.4  zunillig  fehlen  und  statt  dessen  1.4  bekannt 

>      •  •  ■ 

sein ,  so  beständen  drei  andere  endliche  Gleichungen  zur  Auswahl 
die  auf  dieselbe  Bedingungsgleichung  führten. 

Man  wird  also  unter  den  verschiedenen  Wegen  zu  letzterer*, 
denjenigen  wählen,  welcher  das  grosste  ici  zu  geben  versprichti» 
oder  wenn  keiner  sich  hierin  überwiegend  vortheilhaft  zeigt,  den,! 
welcher  die  becjuemste  Rechnung  darbietet  (vergl.  S.  256.).  ' 

Sind  nun  die  «  —  3  Be<lingiing.si;leichungen,  welche  bei  n  vor-  , 
gegebenen  Punkten  sich  offenbar  finden  müssen,  auf  diese  Weise' 
aufgestellt,  so  wird  endlich  zu  den  Correlaten -  Gleichungen  und^ 
Normal  -  Gleichungen  auf  die  bekannte  Weise  fortgeschritten.  ♦ 
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Die  ohm^hin  lilitliige  Prülungsrechnmig  giebt'  ftanti  die  deii 
n  i  t  i  V  e  D  Distanzen,    so   wie  auc  ii   aus  dem  ausgcglicheDeB 
Winke!  die  definitiven  Azimuthe  des.  Punkts  In  jedem  ge* 
^ebenen  Punkte  folgen. 


Zweiter.  INachtrag.  . 

Wenn  auf  einem  einzusehaUeiiden  einzelnen  Punkte  keine 
Winkel  gemessen  sind,  sondern  derselbe  bloss  von  meh- 
reren gegebeDeb  Ptnkten  ans  anlese hnitten  ist,  deren  also, 

.wenn  Ausgleichung  statt fin^ed  soll,  wenigstens  drei  sein  miissen; 
so  kann  es  alierdiBg;s.  vsricommen ,  dass  man  nur  die  Richtungen 
zwischen  je  zwei  und  zwei  der  gegebenen  PuTiktc  benutzen  kann. 
Dieser  mögliche  Fall  wird  aber  in  (ler  wirkliclieu  Praxis  nur  höchst 
selten  vorkommen.    Vielmehr  wird  man  hier  fast  immer  ein  voll 

,  8 1  ä  a  d  i  e  gegebenes  System  zum  Grunde  zu  legen  und  mit  Uück* 
siebt  am  gegebene'  Riebtungen  und  S'eitenyeriifiltilisse 
desselben  auszugleiclien  haben. 

Es  ist  in  dieser  Bezielmng  also  (zu  8.  3(H.)  nachzutragen,  dass 
man  höchtens  ausnahmsweise  sich  mit  einer  solchen  Dedingnn^s- 

fleichung  wird  bei^nüi^en  dürfen,  als  welche  in  dem  RechniiMu>- 
leispiel  8.  ::^2.  vorkam,  vielmehr  in  den  regelmSssig  eintretenden 
F&Uen  nach  derselben  Weise  einzuschalten  hat,  wie  ich  ( B  e  i  t  r  äg  e 
S.  173.)  den  Frauenberg  zwischen  vier  Hauptpunkte  einschaltete. 
Vorausgesetzt  also.,  dass  eine  beliebige  Ansfihi  von  Punkten 
in  einem  v  o  H  s  t  ä  n  di  e  n  System  von  Rtrhtiin'jen  unA  Dl.stanzen 
vorgegeben  und  nun  ein  einzelner  bloss  anaeschnittener  Punkt  0 
mit  Ausgleichung  einzuschalten  sei:  kommt  es  zuerst  auf  A b z ä h- 
li Uli''  der  Bedin^^ungs^leichungeu  dritter  Klasse  au. 

Hier  findet  sich  leicht,  dass  allgemein  fiSrit  gegebene  Punkte 
le  — 2  unabhängige  Bedingun<;sgleicbangen  jitestehen  (wie  auch  bei- 
spielsweise Ausgl.  R.  8.  3ü5.  und  Beiträge  8.  173.  und  174.  vor- 
kommt). Denkt  man  sieh  finmlich  in  dem  gegebenen  System  dieje 
nigen  Linien  gezogen,  \\ eiche  zur  Bestimmung  desselben  durch 
lauter  Richtungen  ausreiclien  (mit  Wegla^sung  der  überschüssigen), 
so  sind  deren  2it^3.  Hierzu  «Dmnieii  um  die  n  ■  ABscbnltfesiMtail- 
gen;  also  hat  man  in  it.  5&  (S,  ^7*)  sefstifft: '  Ics3n^9; 
pzzin^l,  und  erhält  also 

Dasselbe  er«^iebt  sich,  wenn  man  dieliinienverbindung  zviisdien 
zwei  und  zwei  der  gegebenen  Punkte  als  Polygon  betrachtet,  in 
welchem  alle  Seiten  und  AN'i'ikel  gemessen  sind.  Kommt  dann  der 
Punkt  0  mit  seinen  n  Anschnitten  hinzu,  so  hat  man  in  ??.  59 
(S.  320.)  zu  setzen  lg  —  2n;  ll=n;  p  —  n-\-l;  t=0  und  erhäJt  also 
zusammen  n  Bedingungsgleichuugen,  von  welchen  aber  naeh  der- 
«»elben  Formel  (4>  =  »;  li=n;  p  =  n;  t~0  gesetzt)  zwei  dem 
gegebenen  System  aiffiehSrige  als  erfillit  vorausgesetzt  imden;  so 
äass  ffir  die  EinselialtiiDg  nur  n-^S  übrig  Ueiben. 

TkeU  VI.  10 
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Was  min  die  Anf«acliiiiig  und  Darstellung  1>etrifft,  so 
ist  es  auch  hieiivieder  im  Allgemeineo  unter  den  obisren  Um  ständen 
am  bequemsten,  vonilen  (als  absolut  genau  vorausgesetzten)  J>  i  w  t  nw 
zen  der  <jofrehenen  Punkte  von  einander  auszugehen,  und  die  L»oga- 
ritbroen  dw  Distanzen  des  einzuschaltenden  Punkts  von  jenen  za 
suchen,  uin  deren  Differenzen  för  die'  Bedingungsglelchunffen  za 
benutzen,  wie  dieses  im  BesondeTen  flir  drei  gegebene  Punkte 
(S.  305.)  vorgeschrieben  ist. 

Wäre  also  z.  B.  der  Punkt  0  von  fiinf  gegebenen  Punkten  an- 
geschnitten« so  hätte  man  etwa  die  drei  endlichen  Gleichungen: 


1.2  .  2.0 


2.8  .0.2 

Sttt  Q 


0.2__     _ 


0.3 


2.8    .  3.0 

81  f1 


9.4   .  O.» 


0.4 


3.4  .  4.0 

nn  q 


4.5  .  0.4 


am 


«WH  3  +  4 )       C  4  7  5  ; 

Io£c»nthmisch  auszafuhven«  und  erhielte  dadurch^  die  dtei  Bedin 
^ogsgleichuDgen 

o=«. Ca)- 

Es  bedarf  keiner  Erinnerun?,  flass  man  eben  so  pit  den  doppelten 
Ausdruck  von  0.2;  0.4;  0.1  oder  jeder  beliebigen  JDrelzahl  von 

Anschniftslinien  xum  Grunde  legen  kHnnte ;  und  da?;s  sieh  die  Aos* 
vrahi  nach  den  hewussten  practisohen  Kücksichten  bestimmt« 
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Heber  die  Verwandlung  der  Unadrat- 
wurzeln  in  unendliche  periodiscbe 

KeUenjbrftcbe. 

Von  dem 

Henn  Doctor  O.  Sehlömilcli» 

i'ri,viitda«6iit«ii  an  der  UnUeraaiai  su  Jena. 


Es  ISsMf  ^ich  bekanntileh  jede  Quadratwurzel  aus  einer  ,posi- 
twen  ganzen  Zahl  in  einen  unendlichen  um]  periodischen  Ketton- 
bruch  anftöaeo;  die  hierzu  nöthigen  Operationen  sind  leicht  aus 
einem  einzelnen  Falle  zu  ersehen.  Um  z.  nB.  in  einen  Ketten- 
bruch zu  verwandeln  ,  bemerke  man  zuvorderst ,  dass  1^M=:ö  plus 
eiliem  Brache  sein  müsse«  und  setze  demnach 


folgt: 


wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  V 28  f  5  multipliclrt  und  im 
Nenner  den  8a(z  (V»^  (Yär-\-ß)  —  a~- anwendet  Da  nun 
fa8=:5  plus  einem  Brache  ist,  so  nuiss  der  Zfihlcr  1^28  -f  5  —  10 
plus  einem  Knirho,  folglich  der  Quotient =3  pius  einem  solchen 
iieiu.   JUeshaib  bei  weiter 


— s — •^+5:* 


ymnm  folgt: 

^  V2H4^)  t2B-i-4 

V  2tt— 4       .12      *^  4 

IHi  der  Zähler' hier  =9  phis  einem  Bruche  ist,  so  setzeirwir 
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woraus  folgt: 


Der  fernere  Gang  der  Rechnuug  iist  jetzt: 


1  


Hier  ist  aber  ;**«^r,  feMich  wird  bei  weiterem  Verlauf  a:^  ~x^, 
Xr  —  x^^  o.  8.  f.  in  Inf.  Sabstituiren  wir  jetzt  tob  allen  gefundeneo 
Gleichangen  * 

^r»=a+J-,  ^^4^10+^,     ar,=3+i,  u.ß.  f. 
jedb  lo  die  vorhefgebendi»»  #o  crbalte»  wbr 


2^  * 


104 


aifio  1^2«  in  Form  eines  unendlichen  periodiRclien  Ketfenhruche», 
So  bekannt  nun  J)ieses  ist  ,  80  wenig  sclieint  lüan  sich  um  die 
Eigenschaften  der  einz^jiuen  periodisch  vorkommenden  Nenner 
bekfimmert  zu  h^en.  Eine  p^^  flüchtige  Untersuchung  die*ijes 
Gegenstandes ,  welche  fär  anderweite  Zwecbie.  unteniommeii  vninter 
gab  folgende  bemerkenswerthe  Resultate. 

X)  Ist  die  Periode  zweigliedrig»  a^so  der  Kcttenbracfa  von  der 
rorm  * 


1 


«+— . 
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SO  'ist  Ä  eine  gerade  Zahl  und  «  ein  TheUer  voi  6,  ako^-auz 

1  I*f— I 


2)  Bei  ein«  dreigfiedrigcn  Periode  wie 

1 


r 

i«t  6=a,  c  gmde  und  zugleich 

flc+l  ■  .  • 

«JUS"^  ^  6*'*^®°  ^  der  Zahler  inuner 

UDgei^de  wt,  so  nius»  folglich  if  iiwiier  . gerade  sein,  weil  ^onsi 
«er  Nennor  gerade  würde.  • 

Beispiele: 


„  .       I2+-   80+  ^ 


2+-...  •     i  .  6+.... 

_  3)  Ist  die  Periode  viergliedcig,  also  der  Kettenbruch  von  der 
'onn  s  ■ 

1      •  •  • 


■     »      ;  >  I 


«o  bt  cs=«i^  iemer  il  genuie  »d  der  Aiucdmek'  » 


eine  ganze  Zafil.  wie  z.  0.  in  dem  obeo  eniivickelteii  Ketteti- 
oruche  für  V 2b  und  den  ipigendeD: 
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1+— i_,  3+  * 


2+— 1—,  17+  * 


30+— 1 —  70+  * 


!+••».•  3+«»». 

4)  Enthült  die  Periode  fuof  Glieder,  «(ebt  ai«o  der  Kettenbnich 
UBter  der  Form: 


tso  ist  e  eine  gerade  Zähl,  ferner: 

ii6e+ a+e«=%teil+ 6+ii' 

und  •  \ 

,   '•  ^         bcde  -f- hc  '\-be  -{-  de  + 1 

eine  ganze  Zahl /ms  num  z*  B*  an  den  Kettenbtilchmis 

i^l3=a+--^,  V29=5+— I 


1+^,  1+--L 
j  i+- 


6+— L-  10+^ 

beatä%t  finden  wird. 

üeberhaupt  ist  in  jeder  Periode  der  letzte  Nenner  das  Doppelte 
der  ganzen  in  der  gesuchten  Wnrze!  steckenden  Zahl.  Für  die  übri- 
gen Eigeuschaften  aber  wollte  sich  dem  Wege^  welchen  ich 
einschlug,  kein  allgemeines  Gesetz  ^Rdecken  lassen. 

Das  Mitgetheilte  reicht  wohl  hln^  um  zu  zeigen,  dass  hisf 
noch  ein  weites  Feld  zur  Bearbeitang  offen  liegt,  welches  vielleicht 
aiich  fär  die  Thmnifei  ite  ^tMm  imche  AaOmAm  g&mühnn  k9 Bot» 
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Heiter  die  im  Torfierireiiendeii  AailMitze 

aufsesteilten  Sätze. 

Von 

Hem  Ricbar4  Muller, 

StadvauioB  der  Mathematik  w  Jeni« 


Die  Pfriode  eines  perfodisciicQ  Kettenbiuclies  x  sei  mlledrig^ 
&  dir  feilte»  p  der  vetledfe  Neiwer  der  Peiiede»  ee  wm 


M  dir  Milte»  p 


1 


6-f .... 


JDa  die  Pcrlodenzabl  unendlich  gro$:s  ist,  so  ivird  der  Wertk 

Von  X  nicht  L^o'inrlort,  wenn  wir  die  erste  Periode  ganz  wejrfaRsen 
und  den  Kettenbruch  erst  mit  der  7neiten  Periode  beginnen;  es 
hit  mithin  der  Theil  des  Kettetihruehs,  der  nach  dem  ersten  q 
hoch  roi^t>  4ellii<>t  gl^ich      uod  folglicb 


1^+ 


Auf  diese  Weise  ist  es  uns  gelungen ,  den  unendlichen  Ketten« 
Ittodi  in  eise  eadlielie  Ferm  m  bringen ,  in  welcher  ee  mis  alietii 
teOgluli  wM»  seine  fiigensebaften  zn  untersndieii* 

BeseaelMfi  wir  m  die  eineelMD  j^fifceraiig^brfielie  des  Ketteit'^ 
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P  P 

Ibfudis  der  Reihe  nach  vAt-^^  j^,eUs*,  so  wiidder  NfiheraDgsbmcb, 

Vi  V« 

der  zum  Nenner  p  gehört,  durch  und  der  »19  gehörige  darch 

P 

^  ztt  bezeichnen  sefai^  da  v  der  («-*l)ste  und  q  der  m«  Nenner 

des  Kettenbmchs  ist  Nun  wissen  wbr  aber  aus  der  Lehre  tod  den 
£«ttoohri«h66,  wie  die  .einzek>en  NMMnibgBMlche  nMelst  der 
Partialnenner  aas  .einander  berechnet  werden  kumpen»  dass  nämlich 

Pn^q.Pn^l+Pn-^ 
ff-Qw-^l +.©»-2* 

Dieser  Näheningsbruch      geht  nun  aber  in  den  wahren  Werth 

«/» 

a:  des  Ketteobnichs  üUer,  weoo  wir  ^^^^  ^  setzen  ^  und 

es  ist  also 

c!a  belcantüch  Pn—  öP»— i+P«— 2  haben  auf  diese 

Wei^e  eine  quadratUche  Gleichunc;  erhalten.^  Soli  uuii  der  Irag- 
liche  Kettenhruch  einem  Ausdrucke  von  der 'Form  —u^^v*  vre 
u  und  V  ganze  positive  Zahien  bedeuten ,  gleich  sein  <,  so  muss  der 
Coefficient  von  x  ganz  und  gei^e  sein,  weu  in  jeder  ouadratischen 
(»leichuiig  (fer  CoeflTicient  der  erston  Potenz  von  x  gleicli  der  Summe 

der  beiden  Wurzeln ^  filäo  hier  gleich  —  2tf  ist  ilas  Glied  ohne^f 

'  ^       •  .  p 

ist  aher  immer  gleich  dem  Produete  heider  Wuneln,  also  „  "  - 

=  (— u+y"v)  (— M  — 4^1;)  — tt"".  — V,  also  eiue   ganze  Zahl. 
mnss  also  noch  y+  ^»—2  ^j^i.  g^^^  und  gerade  sein.  Da  vm 

q  schon  ganz  ist,  so  muss.  also  auch  — ^  ^^^zX  ganz  sein; 

es  ist  aber  nothwendig  4W~i>9ii-2'  um  so  mehr 

1>Q«— 2  ^-^n— i,und  es  kann  also  der  Bruch  ^" "  ^  ~  ^" 

nicht  andeiw  ganz  werden,  als  indem  der  Zähler  gleif^ ^idlVtrd , 
also  Qn—  2  ^  ^^n—  1    ^  ^^^^^  Qu    2~  ßa  nun  aber  der 

CoefiTicient  von  :?  aiu  li  <^er;ule  sein  ftioll,  ao  iüuhh  (/  gerade  seio*  * 
Wir  babeii  ixUu  die  drei  Uaupteigenschafteo  geiundeu : . 
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1.  muss  gaoz, 

lLP,_l=p„^^  und 
HI.  9  gerade  sein. 

Entwickeln  wir  f!io  prstm  iV'ifionTngsbrflche  för  die  Nenner 
6^  c,  c^,  80  finden  wir  der  Keilie  oack 

b 

Ee  rnnss  ako  flir  KettenbrOche  mit  zweif^tiedrigen  Perioden  - 

ganz,  b  gerade,  'Amy  auch  a  gerade  öein;  für  dreigUedrige  Perio- 
den moss  ^^-7~T  S^''^»^  6=a  und  e  gerade  sein;  fitr  mrgliedrige 

du  -j-  X 

Perioden  ^^^^tAilii  10102.  bc-^-l  —  ab-{-l  oder  a=c  und  ge- 

rade  sein  u.  «•  w. 

J>a  ntm  nadi  den  Gesetzen  för  die  Kettenbrficlie 

Pa^i  p«-a  ~  P.-a       1  =  ±  1, 

und  da  wir  ^n— 2  =  Pfi~]  gefunden  haben,  so  muss 

sein;  es  mnss  also  dieses  Kreuzproduct  Pn~<2  Qf^—^  inuner 
um  die  Einheit  grosser  oder  kleiner  sein  als  eine  Qoadratzahl. 

P 

Da  Pa  und        relatire  Primzahlen  sein  müssen  und  * — 

ganz,  so  Tnfissen  auch  Qn  und  Qn— i  relative  Primzahlen  sein; 
ebenso  imissen  Qh^\  und  ^^-2  es  sein,  da  ^^a— a=^«— 1  '^"^ 
Pa^l  priiii  zu  sein  muäs. 
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Auflösung  der  Oleichungr  00^=^"^  in 

reellen  Zalilen. 

Von 

Herrn  T*  Wittstein  . 

tu  HsnnoTcr. 


Unter  den  drei  directen  Operationen  der  Arithmetik  zeichnet 
sich  das  Potenziren  durch  die  Eigenthümlichkeit  aus,  dass  man 
die  beiden  gegebenen  Zahlen  ^  mit  denen  die  Operation  ToUzogen 
werden  soll»  nämlich  Basis  imd  Exponent»  nicht  allgemein  ver- 
tauschen darf,  ohne  zugleich  die  Potenz  zu  ändern.  Diese  ßir 
die  genetische  Fntwickelung  der  elementaren  AritbiMetik  so  wich- 
tige Thatsache  lührt  aher  zu  der  Fras;e,  ob  sich  nicht  wenigsten» 
isoUrte  Zahlenpaare  augebeo  latisen^  welche  der  Gleichung' 


SK9'=fl^  (1.) 

Genüge  kkteo«  und  ficbUesst  man  dabei,  vn^  bU&g,  Se  AMSLümmg 

a?=3f....  (2.) 

aus,  so  führt  ^rhou  pm  Durchsuchen  der  ersten  Zahlen  der  natür- 
iichen  Zahienrekhe  zu  dem  Resultate 

24=4«....  (3.) 

Ob  dieses  Resultat  das  einzige  ist,  sei  es  dsss  man  sich  auf 
positive  ganze  Zahlen  beschränken  oder  dass  man  auch  negatife 
Zahlen,  Brüche  und  Irrationalzahlen  zuziehen  will;  oder  wie, 
wenn  es  nicht  das  eiii/ii;e  ist,  man  aiigenieiii  solche  Zahleopaaie 
angehen  kann,  welclie  der  Gleichung  (1.)  genügen:  das  zu  unter- 
suchen ist  hier  die  Absicht.  Zunächst  soll  von  positiv  eu  Zableo 
allein  ,dle  Rede  sein. 

Aus  der  Gleichung  (1.)  folgt  umttlttelbar 

—          I  •  •  •  •  l'mm  3 
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Man  setze  Isl-f  a,  «leBD  der  Werth  von  S-  muBs  nothwendig 

von  KinK  vprscfiicfleii  sein.  Wf^W  *\\^  Auflosiini?  (*i )  mTsirescMosHoii 
bleibt ;  uud  aiij>8erdem  wird  die  xVlluenieinheit  iiiiht  beschrankt, 
wem  mm»  unter  a  eine  positive  Zahl  versteht,  denn  dadurch  wirft 
nur  die  Beethnmnng  emgcHlhrt,  es  nelle  von  den  heiden  posülvifi» 
Zahlen  ^  und  x  jene  die  grOaaere  sein.  -  Man  hat  also  mM  (4) 

l^-£=l-|-a,  wenn«  3f=4;l-i^«; 

;r=(l+a)«>  y=:(l  +  a)-i^  ) 

Diese  beiden  Gleichungen  enthalten  die  vollständige  Auflösung, 
und  lUsfit  man  darin  ot  alle  Werthe  von  «  —  0  bis  a  =  x  durch- 
laufen ,  so  erhält  man  alle  positiven  reellen  Werthe  von  a  und  ^ » 
welche  der  Gleichung  (I.)  Genüge  leisten. 

Ftlr  a=0  reduciren  sich  die  Werthe  von  x  und  y  nadi  efaieitt 

bekannten  Satae  beide  auf  die  Zahl  e=2,718  ,  welcher  Fall 

mithin;  ala  der  Gleichung  (2.)  «nf^hOrig»  auageaddosaen  wer^ 
den  TDuss. 

Für  jeden  andern  Werth  von  a  hat  man 


folgUch 


ond 

Ferner  ist  für  a=x 

lim (logx)=lim'Mi±^^  =lim  ^j-L.^=0,  Um x=l 

and 

Bm(l«>gy)=ltm<^+">'°«^^^-"^=iiin|l+log(l-f«)j==«, 

FoI<<;lIch  liegen  alle  Wierthe  von  x,  welche  in  den  Gleichungen 
(5.)  enthalten  sinr! ,  zwischen  1  und  e,  alle  Werthe  von  y  da2::**i?en 
zwiadien  e  und  ao ;  oder  mit  and^  Worten,  jeder  Zahl  >  e  cor- 

>     .  10«  • 
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■ 

respoDclIrt  eine  andere  <e  und  >1,  die  mit  ilir  Teiiniiideii  eine 

Auflnsuni.^  der  GleicliuDg  (1.)  liefert. 

Eine  Folge  hieraus  ist,  dass  za  keiner  Zahl  <1  uod>0  eine 
correspondirende  positive  Zaiil  angegeben  werden  kann ,  die  mit 
ihr  ilie  Gleiehuric:  (1.)  iüüt;  man  überzeugt  sich  davon  aber  auch 
leicht  unmittelbar^  denn  bedeuten  x  und  zwei  Zahlen,  die  >1 
sind«  fio  liat  die  Gleichung 

unmittelbar  zur  Folge 

welches  absurd  ist,  wenn  x  und  y  mechieden-  Ten  einander  sein 
sollen. 

% 

Soll  die  Auflösung  der  Gleichung  (1.)  auf  rationale  positive 
Werthe  von  x  und  ?/  beschränkt  bleiben,  so  wird  auch  die  Hulfs- 
zahl  OL,  ihrer  Dofmition  gemäss«  nur  rational  gewählt  werden 
dürfen.        bei  deshalb 

1)   a  =  — , 
Jt 

wo  m  und  n  von  Eins  verschieden  und  ausserdem  relative  Prim* 
zahlen  sein  mögen«  so  erhält  man  aus  (5.) 


X 


und  sollen  diese  Werthe  rational  werden ,  so  mfiBsen^  wenn  man 

1.  i 


so 


etzt,  und  ganze  Zalileu  sein.  Nimmt  man  ferner  p  —  j=r, 
0  sina  mithin  q  und  r  ao  die  Bedingung  gebunden : 

■ 

welcher  Gleichung  augenscheinlich  durch  positive  ganze  Werthe 
▼on  q  and  r  nicht  Genüge-  geleistet  werden  lann.  Die  Annahm« 

a  =  — liefert  mithin  keine  rationalen  Werthe  von  x  und  t/. 
n  " 


Es  sei  ferner 
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9     64  6->3 
27  t256  31-25 

Man  bemerkt  leicht,  das^  alJe  dttcM  WcKke  vmi  x  wmI  5 

zwischen  den  Zahlen  2  und  4  liegen. 

sei  eodiich 

3)  a^m 

imd  m  eine  beliebige  ganze  Zabi,  so  wird 

jp=:(H.jii)Ä,  y=(l+m)^^^.,..  (9.) 

d  damit  diese  Werthe  rational  werden,  muM  (l-|-m)M  eine 
g^Dze  Zahl  nein.  Aber  ziviseben  1  und  t,  in  welchem  Inter- 
valle alle  Werthe  von  (l^-m)"*  enthalten  8lnd>  liegt  nur  die  ein* 
^^e  ganze  Zahl  2»  und  ihr  entspricht  der  Werth  m:=l,  folgUch 

ir=:2,  y=4 

die  einzige  rationale  AnflSBung  anter  der  VoranMetzung  a=^m. 

Dieselbe  fand  sich  aber  auch  »chon  vorhin  fiir  a:=ri. 

si 

Fasst  man  die  vorstehenden  Ent\\ickelunä:en  zi^mmen,'  m 
findet  man,  dass  in  der  That  die  Gleichung  (3.)  die  einzise  mög- 
liche Auflosiins;  von  (1.)  in  positiven  ijanzen  Zahlen  enthält,  w?tn- 
rend  der  Auflösungen  in  rationalen  Brüchen  beliebig  viele  mOglich 
sind,  die  durch  die  Gleichungen  (8.)  gegeben  werden. 

Nebenbei  kann  man  noch  bemerken,  das«  die  Werthe  \n  (3.) 
zugleich  die  Eigenschafl  liaben,  dass  für  sie  auch  die  Potenz 
afi  oder  rational  anfällt»  welches  für  alle  andern  ans  ^)  ge- 
sogenen Werthe  von     lind  y  nicht  der  Fall  ist 

3. 

Um  jetzt  die  \uflS8ung  der  Gleichung  (I.)  auch  auf  negative 
Werthe  der  Unbekannten  auszudehnen,  darf  zunächst  diel^emer- 
knng  nicht  ibersefaen  weidM,  d«0»  man., mit  eiMr  Polenz  eiBor 
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MgaUven  ZM  mir  dann  eine  bestimmte  Tlodeiitung  verbinden 
It'aon,  wenn  der  Exponent  rational  int,  während  hei  irrationalem 
Exponenten  das  Vorzeichen  der  Potenz  durchaus  unbestimmbar 
bleibt.  Aus  diesem  Grunde  wird  hier,  >vo  es  eich  um  die  Gleich- 
heit solcher  PotenzeD  iHmdelty^  nur  yod  Taümleii  Zahlen  die 
Rede  sein  kennen« 

£•  «ei  nn»  nent  die  Crleichong 

(-2^)-'....  ao.) 

sa  iSseoj  wo  x  und  y  poeitir  'sein  sollen«  so  hat  man  danns  so* 
gteidi 

welche  Gleichnng  in  die  beiden 

=      und  (~  1  )ö  ^  (-1)^ 

zerfallt  Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wird  aber  nur  durch 
die  in  (8.)  gegebenen  rationalen  Werthe  von  x  und  y  aufgelöst, 
und  da  dieselben  Werthe  auch  der  zweiten  Gleichun«!^  Genüge 
leisten^  so  enthalten  sie  mithin,  wenn  man  ihnen  das  Minuszeichen 
vorsetzt ,  die  vollständige  Auflösung  der  Gieichung  (L)  in  negativen 
rationalen  Zahlen» 

Es  sei  zweitens  die  Gleichimg 


(11.) 

gegeben,  wo  wiederum  x  und  y  positive  Zahlen  bedeuten,  so  be 
merl^e  man,  dass  bier  nicht  :c=s^  sein  kann.  Femer  ist  zur  Reali- 
sinng  difser  diAclwng  nothwen dig  vkI  bhiretabeMi«  dass  - 

Äf  =y-*i  und  (— 1)»==1 

Aus  der  ersten  dieser  GleicbungeD  zieht  man  6(^eich 

«ad  setat  mm  M  posiÜ¥'  und  yoa  Eins  vfrschpiedeD 

sein  miiss»  so  htdt  man 

lAlgikh 

»r=/tt"?+J,  yÄ/4#r*i:,.,,  (12.) 

Sollen  nun  x  und  y  rational  werden,  so  muss  auch  /j,  rational 
sein.   31an  setze  deshalb 

n 

Ute  m  «nd  n  gwaie  Zahlen  sM,  jedoch  weder  glcficbaeitig  »J 
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sein .  Qoch  eioeo  von  Eins  Terschiedeneo  gemeinsehaftrichea  DWi- 
sor  besUzen  solleQ.  Die  Wertin  (12.)  venvmodcfai  sidi  tiwbffti 
iD^  falgeude: 

und  damit  dietfe  mtional  werdeo,  mOfiseo 

1   1  

m m -4- »         MM<1  m «*»->-»»  —  ^ 

noM  Sahlcn  sein»  Ist  mm  m>ii  (die  Annakiie  »>«  Mert 
niefan  Dichte  WesentUches ,  weil  durch  eine  Vertactöchnng  von  m 
und  n  zugleich  .r  und  y  vertauscht  werden ) und  foliflich  q  ■ 
und  setzt  mao  p— y:=r«  ao'  stad  j|  und  r  ao  die  Gleichuiig  ge- 
btindeD : 


(  y + r  )»-•-"  + -•-"=111 -f  « , 

ivelehe  GIcicliliDg  durch  keine  positive  ganze  Zahlen  filr  o  und  r 
aufVel$st  werden  kann.  Mithin  ist  die  Gleichung  (11.)  in  rationalen 
Zahlen  nicht  Irfsh;\r,  oder  dio  Gleichung  (1.)  ist  nirhf  liTshar  durch 
solche  Paare  r;ifionaler  Zahlen,  von  denen  die  eine  positiv,  die 
andere  negativ  Beilliuni;  kann  man  aius  dieiser  Kntvvicketuog 
Doch  schliesseo^  dass  die  Gleichung 

nur  die  eine  Auüösung  /r^^=l  in  positiren  ratioiiaieD  Zahle« 


Durch  geometrische  Betrachtungen  kaou  man  «ich  aui  mehr 
als  eine  Art  die  ▼onteheDden  Resultate  zur  VeraDschaulichuog 
bringen*.  Nur  kann  dabei  keine  Unterscheidung  der  rationalen  von 
den  irrationalen  Werthen  stattfinden,  aus  welchem  Grunde  hier 
Mich  negative  Werthe  unheriicksichtigt  bleiben  müssen. 

£s  sei  ein  Werth  y  ~  ff  {gegeben ,  und  matt  siicbt  den 
hörigen  Werth  von  a:  aus  der  Gleichung 

jr«  =     . . . »  (13.) 

m 

Man  iietindite 

4z=a«  und  z'-=-a^   (14.) 

als  Ordinaten  zweier  Curven  ftir  einerlei  Ahscisse  ar,  so  werden 
die  Durchschnittsjuinkte  dieser  Cnrven,  in  denen  Z^i'  ist,  die  Auf- 
lösungen der  GIcirhiiTiii:  (13.)  er)tfi alten. 

£s  sei  nun  zuerst  U'^l,  so  ist  (ur  a;=0 
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dagegen  für  0^  =  00  wird  iim  -^z^oo,^  lolgUch 

mithin  müssen  sich  die  beiden  Cuiren  in  einer  un£?eraden  An- 
zahl von  l'nnkten,  also  wenigstens  einmal  schneiden.  Dieses  ge- 
schieht aber  augenschninlich  in  dem  Punkte  w  -a,  und  da  die 
Curven  vor  diesem  Punkte  einander  ihre  ronvexen  Seiten,  nach 
demselben  aber  ihre  concaven  Seiten  zuwenden  (wie  man  leicht 
aus  der  Entnrlckehmg  des  xweiten  BlfferentialquotienteD  findet),  so 
können  sie  keinen  zweiten'  Punkt  mit  einander  gemein  haben.^  ^ 

Es  sei  ferner  a  -  1 ,  so  werden  beide  Curven  in  ijerade  Linien 
übergehen,  die  gleichfalls  einen  Durchschnittspunkl  hab^n»  nSm* 
lieh  für  x  —  H. 

Es  sei  endlich  a>l,  so  ist  fär  ^=0 

.und  fOr  d?=ao  wird  lim-^^0,  folglich 

mithin  inuss  die  Anzahl  der  Durchschpittspunkte,  wenn  es  deren 
^leht,  gerade  'sein.  Nun  aber  haben  beide  Curven  wieder  den 
Punkt  x  =  a  mit  einander  gemein»  und  .'ans.  der  Betrachtung  der 
Diiferentialquotienten 

geht  henror,  dass  beide  sich  nur  dann  för  ^=a  auf  ebctlei  WerIk 
redttciren,  wenn  log  a=:l  oder  a=e  ist  Folglich  wird  der  Punkt 
x=a  ein  Berührungspunkt  werden»  wenn  a=e  ist,  dagegen  da 
Durcbschnittspunkt,  wenn  a  tob  e  verschieden  ist,  mitni»  muss 
es  im  letzten  Falle  noch  einen  zweiten  Durcbschnittspunkt  geben; 
und  zwar»  weil  fär  a7=a 

dx  ilx' 
wenn  Jog  a<l  also  a<e»  dagegen 

dz 

dx  ^  dx* 

wenn  a>e  wird,  so  muss  für  a<^e  der  zweite  Durchschnitts* 
punkt  einer  Abscisse  a:>a,  und  für  a^e  derselbe  einer  Absciaae 
^  <  41  entspreehen. 

Ffigl  man  diesem  letzten  Resultate  nun  noch  hinzu,  dass 
wegen  der  Symmetrie  der  (Gleichung  (13.)  in  Bezug  auf  x  uud  n 
auch  für  .r<<>,  und  für  :r>e,  a<.?'  sein  muss,  so  f'^'ir^ 

dass  der  zweite  Durehschnittspunkt  der  Curven  für  rt<f  einer 
Abscisse  a:><7»  und  iür  a>c  einer  Abscisse  x<^e  entsprecheii 
wird. 
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Aus  diesen  EntHickeiaogen  wird  man  scMiessen,  dass  die 
beideo  CurveD  (14.)  immer  einen  Durchschnittepuoikt  besitzen,  der 
wm  dir  Ahmdswe  a;^a  gehOrt;  dass  sie  abBr  nur  d»np  eben  zwei- 
tos  Darchsehiiittspiiakt»  dcMco  Abscisse  a:  von  •  ir«neldcdeii  brt» 
beeitzeD  werden,  wenn  a  iwtsehen  1  und  oder  zwischen  e  und 
«  lie^t,  und  zw.ir  wird  im  ersten  Falle  diese  Abscisse  zwischen 
e  UD^  Qo ,  im  zweiten  Falle  »wiwchei  i'.iind  0  äemi:  Abertin- 
etumneDd  mit  6.  L  1  • 


Eine  andere  geometrische  Darstelluns:  der  in  Re<le  stehenden 
Aufgabe  eiglebt  eich,  wenn  man  die  Gieicluuig  (L)  in  die  Form 
briojgt      *  ,  • 


I      .1'         .  . 


:r«=jfff ....  (15.). 


11 


ai=jE^..'..(10.) 

nnd  betrachte  diese  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve,  deren 
Absei ssen  x  nnd  deren  Ordiuiten  u  sind.  Der  Diferentialqaotient 
derselben 

i(l-logj?)  ' 

wird  in  dem  Inter^^alle  von  ar  =  0  bis  :r  =  QO  einmal  Null  ,  nämlich 
ftlr  jr  =  c,  wobei   er  aus  dem  Positiven  ins  Negative  übergeht; 
folglich  wächst  u  von  x  =  0  bis  j[:~e,  und  nimmt  ab  von  Jc  =  e 
d:==a09iind  hat  ehi  Bfazlmum 

für  j:=e. 

Femer  ist  lim  «=0  för  ^s=0  und  Km  «=1  flir  a?=C0y  mit* 
hin  wiederholen  sich  nach  dem  Maximum ,  nSmlich  von  ar=e  ^fs 
*  — ab,  alle  die  Ordinaten  wieder,  welche  vor  dem  Maximum  von 
x=^\  bis  x=e  dagewesen  sind,  dagegen  diejenigen  Ordinaten, 
welche  den  Abscissen  Von  a:=0  bis  a:=l  entsprechen^^ kommen, 
in  der  Curve  pur  einmal  vor.  '  '  ; 

^[  Betifchtet  jmiii  nun  x  als  Unbekannte  b  der  Gleidiung  (16.)^ 
ergibt  sicli  zunüc^liat,  daea  die  Auflösung  nur  inOgUdi  wt  w 

Werthe  von  u  zwischen  u  =  0  und  M  =  e«,  Dabei  hat  filr  alle 
Werthe  von  u,  weiche  zwischen  tc=:0  und  te=l  liegen,  die  Glei- 
cinng  tkixt  eine  Würze! ,  und  diese  liegt  gleidifitlls  zwiecheft  0  und  1; 

desgleUbeo  fi3r  iC3=e«.  nur  eine  \¥ttrael=;e«    Dagegen,  für  alle 

Wertlbe.  reü  u  swiucben  und  u^en  bcditet  die  '.GleidMiai 

zwei  von  einander  verschiedene  Wurzeln,  von  denen  die  eine 
zwischen  1  und  e ,  die  andere  iwischen  e  und  oo  liegt ;  und  hiemit 
4u  der  Xbat  .uuedenim  die  Ergebniitse  des  §.  1.  zum  V.orscbein 

TImU  vi.     -  11 


161. 

•  Sst  rolt^  der  Aufsuchiing  "iMiMieen  zii^hitileii^n(>t!r«^  AVi^rlh^ 
UMi  X  md  ff,  welche       Gtnemg  (15.)        (10  ^näge  lemtoBi 


.  ;  >  .Wi0  nim  endiich  di^  AufsaYm  biltijit»  «fL  eineai  

Wertlie  y!>l  der  Gleichung  (1.)  den  zugehörigen  Werth^Voo  w 
üodeo^  so  gelangt  man  dazu  durch  Auflöisung  der  Gleichung  (IQ,) 

för  jTy  indem  man  als  bekannt  ansehen  hanil.  liaii  findet 

Iii   •  I      U  Iii  \'  :  "  ♦»»••  '  I-  .1  '      •  •   .  ..I     4««'  u  '         «1  *«  ' 

■    r  h 

Dividirt  man  den  «it^'i  durch  den  — l)ten  CoelFieienten ,  um  über 
die  Convergenz  der  Reihe  urtheileo  zu  künoen,  eo  hat  mmf^*'  t 


fnd  dft  vv   •  •  ••    •     •.  J  Ii«.'.    .1..-'.  *  w 

/  *     I . 

so  converx^irt  mithin  die  gegebene  Reiher^  fillr  alle  Wefthe  fon 

•  •     ■    '  iog'*=3--undiogic==|: " '  ' 

,  .  e    ,  .  .  .    g.  .  ti.d  I.  .  •     !  r. 

■  # 

oder  für  aÜe  Werthe  ton  tc  siHscliev 

•         <i  «. 

-»1  ' 
!  !    V  Mite  '  ;i«nd.M=;5«^         :      •:  .  -  -i 

udA     Abr  4|€ii  mliegcEndiT'  AjaJ^/<f^!p\,m  aoi^fdiMi^llii^i  wd 

u=e^  fallen  kann,  so  convergirl  die 'Rinthe  in  der  That  in  allen. 
Tbtkoin^endien  ffttlen.  Aber  silar  Uefeh  tum  'd«n  beftfen  VSwez^n,, 
inel^e  die  Gleichung  (16.)  in  d^m  g^eotl'ftrtfgen  'Fällö  lies^d^t^.  'niif 
eUy,;  n.'imlich  die  kleinere ,  Wie  matt  dafiiifs  "ersie^ht^  die 
Sutnme  der  Reihe  zugleich  mit  n  gegen  1  conrerglrt",  und  sie 
lüßt  mithin  nur  die  Aufgabe:  Zu  einem  gegebenen  Werthe 
den  zugehörigen  Werth  <e      finden;  nicht  aber  die  umgekehrt«/ 

,    Aanp^erkung.   £(ie,  vor^itehenden  £nt\vipkeIvDgen^,sp  eiofaq 
sie  sind^  schienen  mir  der  Beachtung  nicht  unwertD  zu  sem,  theils 
mäL  die  etOitevtA:  Fii«e  Im  sieb  tieis  iMlerttsse  visi;  thsUt  miN^ 

auch,  weil  dadurch  der  Werth  (1-f  a)^  nnd  seine  Grenze,  di«! 
Zahl  e,  in  'einen  so  nahen  «ntf  iwigiin'  ginaniBitnhapg  mit  d«r 
elsMMitäfon  TJiebrie  *der  .Peteosen  tveii«^  düss  «Um  miMi^iitf 
elMi^>tlel/fifiiwr^  gnteiri  Ayitbft>1ite»te»iy»|i»hBiiriM  Ier>«Firfl 
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ErwShBittg  ge^cliehen  kiMHi.  Diese  leUt^re  llemerkiiM^  8o|l  li»««^ 
sächlich  Pädaj»ogen  geeac^t  sein,  für  welrlit»  ich  wohl  nicht  hiii- 
zuzufügen  brfkUGhej  da^usjär  die  8tui*e,  h eiche  i<'h  andeutete,  eine 
fifl  mehr  •lementare  Daratellnng  des  Oegen^ltandei^  fjüthig  «»eiu 
fif  ifh  hier  gegeben  liabe. 


•I      AiiMiiirvaw» einem  Briefe«  .  . 

f»  ttl        ■«  IM  '  •»  •    \\        ^ff'B  /     \  "     .  llf       Ml  »••  »  •  'J 

Herrn  Professor  Steichen 

mm  itf^lm  nUiCain»  pe^gi«««  «rüMml 

tieraasseber.  '  •  "    •  ' 


•»    ♦       .  .     .    •  l 

•        »     •    .  ►  .       i  I 


Tai  rhoDBeur  de  vous  communi(|uer  quelques  ohservatioDfS, 
concernanl  cer^ain«  passages  da  la  fheprie  aualytitjue  du  systeiiie 


itiifim  et.  Je  iufranftfi^iiC  dfwi  OMbile  ^ 
pui  et  d^autre^d'ne  eentre  fiice  qui  attire  avec  une  ^nersie  inver- 
semeni  pm|wiiMoiHtte  am.  qnif«^  de  Ja  dlMDe»,  et  flMettrai 
encore  moins  les  coticlusions  (pie  lies  autenrs  en  dedüiäeiit  par  le 
moven  du  beau  th^oreme  d'Euler  et  de  Lambert  qui  fait  connattrc 
la  duree  du  mouvement  en  foDction  de  la  corde  et  des  rayons  vec- 
teurs  extremes  (vohr  l'ouvrage  cit^.  p.  277.  et  p.  291.  (h).).  Pour 
iustifier  mon  opinion,  je  resoodrai  directement  la  ouestion  suivante: 
.IIa  Corps  p^  n»  aimple  .poipt  ntat^iiel  d  abord,  imi  ^a- 
P06  %'ienl'ä  ^tre  a^tir.e  jpar  un  eentre.  fixe' de  ]iii^8,iie>j|). 

demande  d'examiner  l#a  €ijrcpDatäbce,8.,du  nioii^ya- 
roent  d^n  15  Vliypoth es e  que  cette  masse  lai^^e  aii 
niobile  uq  libre  passage  et  que  l'attr  act^lOQ  |/8o\jt,,  ep 
r.|j|,son  inv^rse  duquarredesdistances. 

Solu ti OD.  Soit  X'*-*  l'acceleration  de  Tunite  de  mas8e  a  l'unite 


qiii  8Qcceae  «ß  icmpa  v  aeja  ecovie  pepuie  le  poioi.oe  aepari 
4i,Mu  mobile  qui  eat  parveuu  apr^s  t  en' un  point  M  Uit^rmediaire 

\^aq  ^ff^va^ndes  •  - < 


U 


.  .«  ■.     "v;^  011^ ■■b.ji,  ^ ,  < 
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Cette  ^quation  ^tant  ittte^äe  Qoe  pr«iiii^e  fois  nous  donnera  «  '  ' 
^==:CoiiBt+Ä'«;/tt.  i==c+^^;.I.  (1).   "  V 

8i  Tod  determine  la  coDstante  d  apres  la  conditioD  de  — ^^=Q,  et 
de  z^Bi,  il  vieodra: 

Od  preod  dans  cette  equatioa  ^  avec  ie  signe  parceqae  ies 
^teente  dbij  ^  ralbiil  tu  M^^omM^TU  *«»:f ntr» ;  si  Tob 

pose  eacore  poor  8implüeri^y^'2^=/^  requatioo  troavee  deTiesl: 

WM    Ja  2.  dz   

Si  Ton  btegre  et  qn«  l'eii  momm»,  c^.la  ooostnl»  amen^  par 
ceCt»  optelitfo,  on  obbent: 

et  comme  comptant  Ie  tempR  des  llnstant  du  d^päri.  ^  ^  oo 
doit  ayoir  i  Ja  ibia  t=^0,  x=^ü,,  il  vient  c'.=zO  et 

.  »•  • 

•  •.     De  la  on  cooclut  facilement  piMif  la  doree-  da  monveilient  de 
'di4te  de  ^  juaqa'eD  C  la  vaieur:        '^i   >  ' 

BÜni  dea  caii  ^'attracCion  analogue«  iL  celui  que  Vpu  ekamid'e 
iei  de  certains  äuteurs  oat  conclu  que  ie  inobile  ne  aauiah  jainais 

desceodre  au  des^Jous  du  centre  C,  parceque  alors  fes  quantit^s 
Ä,,  z  devenant  negatives,  Texpression  de  la  vitesse  au  destitous  da 
centre,  donnee  par  l'^quation  (2),  devenait  selon  eux  imaginaire. 
Mr.  de  Pontecouiaot  a  admis  avec  raison  qu'U  doit  y  ävöir  uo  mpave- 
mcfDt  oadllateire  ^1  de  |iart  et  d*aotre  du  eattfie  dTaittaiäoD.; 


effet  noQ  Molemem  les  quantit^a  i?.  et  x  doivent  cbii^ger  'de  wit^ 
an  dessoua  .de  C;  mala  il  fiint  anter  du  in^e.diaogemeDt  la 

foTce  k'^ILi,  puisque  dans  le  cas  contraire  on  supposerait  avec 
Euler  et  d'autres,  et  sans  s'en  appercevoir  qu'audessous  de  Claforce 
attractive  devienne  repulsive.  Or  en  faisnnt  re  chan^ement  complet 
de  signes,  la  formule  (2)  reate  ce  qu'elle  est,  et  eile  donnera  poitf 
ib 

^  ne  Taleur  rö^Ue  daoa  luo  et«  Tau^e  caa.  Maia  Teireur 
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qa'on  ViiHit  de  signaicr  est  d'aatant  pitis  diffiriie  a  evtter  qnf  Han« 
IM  votatieiis  ormairm  on  prend  pour  unite  in  quantite  que  duum 
DommoDs  W*;  ce  qai  reTfeot  eo  qaekme  sortt  k  effaoer  fta  tracf 
«'«M  qouillt^  fa^^it';clMni«r^  dinltt  Au  MMde  teHg^ufcbivHin, 
4e  oMtre  ]HvI  4*  lu|ae(le  ncm  aroo«  iMtt'  i*ti^Uenieiit  aneii<K  par 
Dotre  Systeme  de  Dotations  dans  le  mouvement  elliptique  des  pla- 
neteit ,  a  4t^  d^jä  pr^sent^  sous  «iie  frmiie  diferentp  par  d'  AI«»m- 
bert  dans  nes  opuscules.  Mai«  celiii  -  ci  n  a  pa«  re^olu  tontes  le« 
dilTiciiiti^s  df  laauestioii,  et  oous  nous  proposona  dV  revenii;  plus 
tatd*  1^  ^ckimi:  Je  pfus  que  poÄlftbl/miii»  ikiBldt 'tl^ 

toq^  emliarras  npmmoii^  /  b  diftepce  du  mobile  aii  polnt  C,  quaiid 
H  ^M'  Mt£     iMMttk^;  «ri  aum  donc  Mi^öltaMlVW' 


«f^i«.  ««Wi,.ü».  pur  r^tlMi  M 

•;    »  >dif  -  <  a  .  *       tjtt,/~s'*        ■  '» 

Gelke-ci  domera  dooe  par  imtdgmtioii  v  m  jKMttnwt  if  -  hl;  CMh 

Or  pour  I  instant  du  passage  )>ar  le  cf ntre  les  equations  (Af  A' ) 
{doiyf^t^jnibsyister  k     fois:  mai^  fjora  oaRz!^Q>  x=0,  t!^i^r\ 

Sübstituant  daps  cette  deroi^re  la  .vale«r  de  r  föurnie  ptf  .  r^fpUlii 
(3)«  OD.pbtient  c'=^%,Rfp  ^(A')  deviemdra  par  Substitution: 

ll,f.       ;  •      ■..*!«•        <  '  I  '*»...  •"»*:.  */'.•.'» 

Aibsi  il  est  dein<Mim  1)  qiw  le  mobile,  «Mcillif  4«  >|Mur^  et  d*«ii|ie 
au  centre  et  que  ses  excursions  extremes  de  ce  pnpt  sont  i^^ee 
entr^elles ;  2)  r[ne  la  durfte  r'  d'une  oscillation  entiire  qu'oD 
d^duit  de  (ß)  en  posant  z'=^Rg  a  la  valeur; 

^^[^  Rx^^  n,\  X  /ix 


t 


qa*elle  vant  pto  consequent  le  double  de  la  dur^e  de  ehdte  de  A 
Ters  C,  partant  que  les  durees  dee  demi*  esciNatiooe  aeceodantee 

et  descenflantes  sont  isochrones. 

Lies  resultats  precedents  etant  une  fois  troures ,  nous  sommes 
en  iHat  d'appr^cier  le  plus  ou  le  mulns  de  yaltdite  des  assertions 

'  de  Mr.  de  Foiil^ottiaBt;  L^ratstut  ailnne  dapr^s  Laplace  ''qu'uoe 
plao^te  aprto  avoir  atteint  rextNmlttf  du  gVfiid .  ue  j^evient  aa 
polnt  d'ou  die  ^talt  partle;  qde  dans-  le  mouvement'  rectiliene  au 
contraire  le  rorps  parvenu  an  foyer  (^'attractinn  paspc  au  neW  et 

.  au'il  s'en  ecarte  a  ime  distance  egale  a  colle  dont.  11  est  d'ahord 
•aeecendu;  desorte  .que  ce  n  est  qu'apres  deux  revolutions  de  la  pla- 
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^ItProi^e  piyopo^itton  est  iöf^xacte:  ear  en  fäujtpo^ant  h  Torblte  de  In 
pUaet^  11«  aemi-graml  axo  u .  et  upe  ^xt^ii<ri<  ite  r,  et  liiwaMt 
pai'tir  k  la  fois  l.i  plaB«te  et  ie  mo))ile       (>«iitieUe,  la  \^'^  avec 

'.I    'I'.!.  c'*'     .   »i  .  ■  •  !   '  %  •'I"     •  «a  _  ' 

d^r^eya^^a  ^ulemeqt  I4  duree  de  denx  revojjitioos  4^  laifda^eb»  dai»s 

le  cas  particulier  ou  Ton  aiirait  (l—e*)^  t>,  offuatloii  ÄbOTrde'  ^owtiwß 
los  ras  imaginables  d^i  moiivement  ellijjtique;  mais  la  plaoeteetle 
iiiobtle  se  retroiiveront  au  meme  point  de  depart  fcommun  äpres  nne 
revolution  et  une  double  o$cillati od  dauä  le  cm  particulier  e—Q, 
car  alors  l^es  dürres  de  momrement  devieDneot  ägales.  Od  n'^bappen 

aune  distance  2a  du  ceDire;  car  alors  la  dur^  d'nne  doubl«  ^mA 

2  2ff^2ff 

latioc^  du  nioWle  wayi*  » tandjgqui^  ee^ei^ttoe  doubb^  i^rt»- 

Ipltion,  de  hi  pl^te  rea^e  D*aUleors  les  oiobUeaauiiaient  df|W 

ce  cas  Hos  points'  de  d^art  et  de  retour  different.s.  En  falsnTit 
partir  le  mobile  d'une  distance2a  Tauteurdtc  (p.2y4.)  prend  la  durcp 
de  chüte  äva  2a  ou  de  A  vers  C  egale  ä  aoV'ä:J5:'V^>  tandisque 

lalfciiiiuie  (3)uM&ii0dp4Ml'«ettfe->ditti«»>Jft'>äl<«^  ^  .  ^^^^ 

Mais  puisque  ce8  concliisions  gont  inexacte«!«  U 
i^rte  d*assigflleria  «ouree  pffini^ro  d^on  cjl«to  idi^Müttti'sOll« 
considöraiit  avec  1  auteur  la  chüte  rectiligne  d'un  corps  attir^  pv 

le  oentrc  fixe  et  partant  d'une  distance  2a,  on  trouve  selon  bd  ^K 
fa  duror  dt!  tyi ouv erneut  Sur  lUk'%flJtl^'l^'—fi  'bat' 'i^S^ 

rtJk  Dp  'MilifM'- "    'Muri)  •j'>iu:>   1.;    • 'iji  (l:    ;  .i*.oiia  TM* 

.  —    <>r  ,.{  ..  •  U'j  t'A)  »b  iWi' 

'        )  ■  ' 

daus  laquelle  00  £ait  pour  abreger: 

'>|i  ')t»if'>  -dl  '> /i.iJi  ^  ^.     i>'v-!^i>r>  irff  tu«^"''*' 

a  *  *  .".'.ffiri''  •    .  Vui^%*>inr,bif9fij 

kihuiA-iil9U«iI.V9ffHrhdoiitf  a  uMfiot  «i       effnti^ftkirifiilinule  c<4 

(^l>  ftilioiis  d'abotd  — Ll^  ==:  tang^q>,  ce  (nii  donne  i  —  lL  cos'f 
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Concevons  nn^  s^cotide  (li?*tat?c*  *i  <2^»  mals  cOTirprlse  enh^'j^fefHij 

ft  «Ott  1f  le  temp»' qtte      mobile  emploie  a  d^rire  2a -^i^; 
•»•»!»  »..*'.  .     »i«.!»    :  }•  j?  -   ;  '  •,'\  :»  .  • 

parUal:  iTC^'- O^aCV^^^rf'+^W'VTTrliMiajpJi.  ......  : 

ou  eo  rctmettant  pour  H  sa  valeur:  * 

Or  jamals  cette  formule  ne  sauralt  etre  identifi^e  dans  le  sens  de 
l'auteur  a  la  foriuiile  (C),  qui  donne  la  duree  du  Diouvement  8ur  iin 


parceque 

des  quaDtit*^s  sin 2',,  sin  de  la  fornmie  (C)  de  Lamliert:  ainsi  la 
Cef9iiu|e  (t7  a^'-^^^^^*^'  dn  menfenierll 

SHcTsurc,  (t«ifipse  n'ejst  |)ai«  exacte  ppur  represu»nt«r  la  duree  <la 
incm^emGiTt  rectifijaie  snt  nrre  ötendne  t—z,  ,  c%st  €^  qrt'oir  peftf 
ausMi^iAöfiiieiypiii&fticleMijrt:^^        ev  dWlnnir  Ars<2as 

ü— /  a — X 
la  fonnule  (^)  deviendra:  ^  *    ''  ^^   '  ' 

;        I    •  ;   ■  .    Ä  T  11  •»      I      1  •  , , 

.W  dans  cette  üo/üveHe  trarmformat^on  les  ang;fef  s,  fi'  sönt  pr^clt 


differe  de  s©»  corresjjwdant  dan«  (C)  daim  raippoft  de'^  ^2:1.  Jet 
teriniRe  j^ar  rindicatiori  de  quelques  autres  legeres  erreurs  tjue 
l^uUuf  corrige  ^it  re^ite  dap^  l<s  couraut  du  calcul,  maia  qui  ne  iai<»n 
##iKtpa«  ipM  d*«p])acra8fi«p  )» leeteur:  1)  Le  3i«ine  terme  du  dev^ 

foppement.  dc^,  p..265|.,  dqit  ^.tre  pris .  atec.  lö  ÄigDo  .-f..  2;|,I.e, 

e««fricieDfe  de  tang        «faigi  »9....  4ans  14  'th»fdbpp4liifi4  Ü« 

(decniere  formiil«  de  )a  p>  26(l*)-  doiimt  kuMl  'dwe  corrlrd^J 
3)  1».  -273.  le  terme,  nmltipßcateur  ( 1  —  r)  tansf         doit  3ti^ 
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Slm  le'iDS.  4).  lle«t  vrai  que  Ja  direction  de  la  vitesse  initude 
'uD  Corps  laqci^  dans  l'es|>ace  n'iiiflue  pas  8ur  Tespece  de  la  sectioo 
coDique  (p.  286.);  mai«  il  n'est  pas  exact  de  dire  (p.  287.)  que  si 
la  vite^se  initiale  e^t  perpepdiculaire  au  rayon  vecteur,  Torbite 
decrite  soit  un  cercle;  il  faut  encore  que  le  mobile  soit  lance  avee 
une  vitesse  convenable  que  Ton  determineia  facilement.  Du  reste 
cette  Observation  a  et^  deja  faite  icl,  niais  je  ne  saurais  me  rappeler 

ni  le  noni  de  Tauteur  ni  (e  receuil  oii  je  crois  Tavoir  Ine. 

.  -  >■    I         •  •  ... 

« 

•  v\  . . .  {  .    •  • .  »  ^ 


•»I»  ;  f»^   il     .  Ii  'M:  '.ti •  I.  i.i  ')''.•.:»'  •  !•  >  '  ' 

!Hi  M'".  I        ••   •.  »■•,..    '  i  •  •!  .  j '  .•    t  > 

i  (I  ;••..•»..   .        '     .  -    •    •  r  i  :   '.I    •':  i','-  'i.-       •  .,\,.-. 

Bemerkling'en  Über  die  bei  demMecha- 
nismus  der  Oe^enlenkun^  an  Dampf- 
maiscliiiien  besclirielbeneii  Curven. 

.1    Von  dem  \i 

Herrn  Dr.  Haedenkamp.  . 

*  Uli 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Hamm  in  Westphalen. 

Um  die  Kolbenstangen  bei  DampfcylinderD  oder  auch  bei  ge- 
wöhnlichen Pumpen  während  der  auf-  und  niedergehenden  Be- 
wegung in  senkrechter  RicMung  der  Bewegung  zu  erhalten,  dient 
bekanntlich  der  Mechanismüs  der  Gegenlenkung.  Es  soll  durch 
denselben  zuj^leich  die  schädliche,  die  Dichtung  vermindernde 
Reibung  der  Kolbenstangen  in  der  Stopfbüchse  und  des  Kolbens 
im  Cy linder  so  viel  als  möglich  beseitigt  werden.  Es  hat  also  ein 
praktisches  Interesse  zu  wissen,  in  wie  weit  der  beabsichtigte 
Zweck  durch  diese  Vorrichtung  der  Gegenleukung  erreicht  werden 
kann.  Von  Praktikern  veranlasst  habe  ich  daher  die  für  den  Ma- 
schinenbau nicht  unwichtige  Curve  untersucht,  die  der  Einhänge- 
pnnkt  der  Kolbenstange  bei  der  Gegenlenkung  während  der  auf- 
und  niedergehenden  Bewegung  beschreibt,  und  theile  deren  Glei- 
chung hier,  mit.  Die  gewoholicnen  Vorrichtungen  sind  folgende.  Um 
den  festliegenden  Punkt  E  (Taf.lII.Fie.  1.)  dreht  sich  der  Hebelarm 
ED  desB^danciers ,  mit  dessen  Endpunkt  D  das  Querstück  JBl)  be- 
weglich verbunden  ist.  Mit  dem  andern  Ende  desselben  wirdein  zwei- 
ter Hebel,  der  Gegenlenker  genannt,  der  seinen  festen  Drehpunkt  in 
A  hat,  in  Verbindung  gebracht  In  der  Mitte  C  wird  die  Kolben- 
stange eingehängt  l)ie8er  Punkt  beschreibt  in  allen  meinen  mug- 
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Lagwi  eitoe  Curve,  die  wir  hier  ubtereuchen '  wollen.  Eine 
andere  Gegenlenkiing  ist  unter  dem  Namen  Parallelogramm  bekannt 
\m\  ^\u•(\  !ii  der  Hopfrl  hol  doppeltwirkenden  DampfiiiMScIiinen 
angewandt.  Hei  dieser  Vorrirhtuni;;  ist  an  dem  Arm  i^i>  (Taf.  ITI. 
Flg.  1)  defi»  Üaluncier8  das  in  seinen  Ft  ken  bewegliche  Parailelo- 
uranirn  C/)£F  angebracht.  Der  Eckpunkt  E,  in  welchem  hier 
die  Kolbenstange  aufgehäuft  i^t,  beschreibt  während  seiner  auf- 
lud Diedergehen^en  Beweguni;  vermittd^t  d^a  X^enker»  AF,  der 
sifDe;i  festen  jpfebpuiikt  in  A  hat»  die  krumme  Xanie«  die  nähe" 
runirs^veise  ^  so  weit  sich  der  Endpunkt  der  Kolbenstange  in  «fieser 
bewegt,  eine  gerade  Linie  sein  muss,  wenn  der  d|]iich;4i^  GcgeilT 
ienkung  beabsichtigte  Z^vpck  erreicht  werden  soll. 

Es  sei  AE  (Tai.  Iii,  Fiir.  1.)  die  Axe  der  a;  und  F,  die 
Mitte  von  AE^  der  Anfang  der  Coordinaten.  Seien  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  ßijc,,     \  von  von  JJ-^i^tU^i 

iMMtuMmm'A&nMs'Aß^,  BB:^%a,  BE^^  Mm  iMl  ml- . 
BMÜNuin^il^Ciinto»  ifid  der  Popkt  €  Iwielirdlif^  Mgieiider  mtU 


Durch  Elimination  von       ^%,yx»y^  erhält  man  zuerst  diese  beiden 


■   I       i'  • 


+^  =    + a«  +  rf*  -  'lad  00^  ; 


worin  (m  =  CF^  4'^C6T. 
Ifieraus  crh^lf  man,  wenn  noch 

gei^tzt  wini^  für  die  gesHchte  Curve  folgende  Gleichung: 

IKese  Gleichung  vom  6trn  Grade  Jässt  sich  nur  unter  besondere 
B^irt^ii^en  in  ci  Fncff)ren  vom  2ie»«  und  41«^"  Grade  zerlouon.  Es 
i'^l  nirlit  Zweck,  die  manni<^tachen  Formen  der  in  dieser  Gleicliung 
^Qtiialtenen  (^urven  hier  genauer  zu  untersuchen.  Es  genügt  hier 
die  allgemeine  Gleichung  luit^eiheiil  zu  haben.  Der  Endpunkt  der 
Kolbenstange  beschreibt  wäÜrend  eeleer  aef-  jwd  Diedcrgchendeu 
Btvregung  ein  Stflck  dieser  Curve,  welches  um  den  Dorchschj^tts- 
fakt  «derselben  mit  der  Achse  liegt.  Dass  der  Weg  der  Kolben- 
^nge  kein. gerader  sein  kann,  ergiebt  sich  aus  der  gefundenen 
Gleichung.  Für  geliehene  ronstanten  lässt  sich  die  Aü^veirhnng 
<Jer  Taf»u«'rde  vfif»  der  Curve  in  jedem  ]>eliel)i^en  Punkte  !)erechneü, 
uod  somit  die  zulässige  Uuhe  des  hkoibeohubs  bestimmen.  '  •  * 


Thell  VI.  11« 
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Setzt  man  in  4«r  Gleidniiig  (1)  r^^,  99  ctWt  sie  eioe  ctims 
«inikclicr«  Fom: 

(2)  w2  f«*  -«I«  +  (fl  +  €0*1  «0*1 

In  diesem  Frille  schneidet  die  (  urve  die  Liüie  AE  im  Punkte  F, 
der  Mitte  von  AE,  und  die  auf  beiden  Seiten  der  Achse  der^  Ii«- 
gendeu  Arme  der  Cune  sind  auch  congruent 

Die  Tangente,  fan  Punkte  Fan  die  Cnire  gelegt ,  bestimmt  «Ife 
RIclitnng  der  Bewej^g  der  Kolbenstange  gegen  die  Aebne  AE, 
Nennt  man  9  den  iNeigungswhiket,  den  diese  Tangente  mit  A£ 
macfat,  ao  findet  man  ieicfit: 

^  4r»<f» 

Uierau«;  sieht  man,  da»»  die  beiden  in  /'  sich  .schneidenden  Tan- 
genten gleiche  Neigung  gegen  <lie  Achse  AE  hahen.  Constniirt 
man  aus  a,  d,  r  ein  Dreieck,  so  ist  der  von  d  und  r  einge* 
achinenene  Winkel  das Cemplement  Ton  <f^,  wonach. die  Tangenteo 
leicht  geaeidinet  weiden  krmnen.  Setzt  man  in  der  CileiehiBg  (9 
noch  d=^t  und  d^a,  so  lässl  sie  sich  in  xwei  Factoren 


zerlesren  5  der  eine  st<^Ht  die  nieif'hiini;  eines  Kreises*,  der  andere 
die  Fnsspnnkteocurveu  einer  Hyperbel  dar.    In  diesem  Falle  ist 

Um  die  Curve,  die  bei  ber  Vorrichtung  mit  dem  Parallelo- 
gramm von  dem  Endpunkte  der  Kolbenstange  bescbiiebeo  wird,  n 
finden,  seien  (Taf.IlI.Fig.  2)  die  (Koordinaten  des  Punktes  Ft^ufft; 
von  C:jr,,y,;  von  Z):;r,,y,  und  von  E:x,vi  lerner  die  Constanten: 
AF^r,  ABr^ld,  Ch-b,  Zur  Bestinimnng  der  Cnn«  dienen 
dann  folgende  Cileicbungen : 

(*-*l)«  +  (y-.yi)»=:*«,(jr,-.df,j«+(y.-y,)t==6», 

(*i (yi^y«  («^*3)*+(sr-y« 

Hieraus  erhSit  man  zuerst»  wenn  A  aU  Anfangspunkt  der 
Cnordinaten  und  AB  ajs  Achse  der  x  genommen,  AE^m  und 
^G/'— gesetzt  wird,  folgende  Gleichungen: 

r*  ^  6' -|- + 2^  (  eos  ip  —  ^  sini}» ) ; 
und  hieraus  .  . 

-KiM  +  iV«,«H-Äar)««*  \ 


gnsetst  ist 
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Setzt  man  in  dieser  Gleiflnini?  vom  6tcn  Grade  h  —  r,  sa 
geht  ein  Zwiig  dioscr  Curve  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  , 
welcher  ^ur  «»enkrechteu  liewegung  der  Kolheostauge  dient  Um 
die  Tangeote  in  die«eiii  Punkte  und  somit  die  Richtang  der  Bewe- 
suDg  der  Kolbenstatice  zu  erlialten ,  setae  man  id  der  vorhergehen- 
aeo  Gleichung  u>  und  y  unendlich  klein ,  und  man  erhilt  zur  ße- 
«timnitini^  des  iVeiguogswinkols  <p  der  TöDgeote  gpgpn  die  AfCjMMI 
der  X  die  folgende  CUeichiuig: 


8etzt  man  r=rf  nnd  ar=:d,  so  iSsstsieb  die  Gleiehal^$  (3)  in  dietie 
beiden  Factoreo  iwrlegen: 

wovon  die  eine  die  Gleichune  eines  Kreiisteis  darstellt;  die  andere 
Ouve  sehneldel  die  Aelise  <Mr  x  in  einem  Ponkte,  der  von  A  om 

'^(r— -6)  entfernt  ist  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten in  diesen  Punkte  indem  u:— -(r— 6)-J-arx  gesetzt  wird ^  so  wird 

T 

Im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  erhält  man  für  die  Richtang  der 
XaAgonte; 

l«t  noch  r=6»  so  wird  die  vorhergehende  Gleichung  diese: 
Hier  ist 


11* 
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.   Hl*  fH'!riiK»!>  Jj-il»  uji!.  ihuth  'n':»}  vnawit»  _ 

■    I.  I  :  II,  -  \ 

XoeomottTen  auf  m^eimmM^ 

Von  dem 

Henm  Ikr«,  äaedeakainpi»     i  i.  « 

.    -  *  *  * 

Oberlehrer  aiu  Gyrunasium  zu  llamiii  in  WcstphaleD. 


Wenn  bei  einer  l^offitvuyfive  die  KrafY  der  Ma^fcfiine  tmc?  (lef 
Widerstand,  den  die  i)eMe«»t«Mi  Massen  der  Bewei^unj^  entirc,pTi 
stellen,  bekannt  sind,  so  kann  num  aucb  bei  diesen  Masckiiieii 
für  jede  Zeit  die  Geschuindigkeit  und  den  von  der  Masciiiiie  zu- 
ruckselegten  Raum  berechucu.  Wir  wqllen  hier  versuchen^  uoter 
der  Vo^ussetzung,  dasb  alU  auf  die  Bewegung  der  Loo6fn<rtive 
Etnfluss  flbei)4«n  Kräfte  bekannt  aind ,  die  Geschwindigkeit  der 
Locomotire  mit  den  daran  gehiiqgten  Wi^en  be9Btipii|ien. 

Die  Widerstände  in  der  Bewegung  auf  gerader  Aahn,  die. wir 
hier  aileifi  botrnflitoT» .  sind: 

1.  liie  gleitende  Keibiing  an  den  Wagenitcbsen. 

2.  Die  wälzende  Reiliuni^  der  Radfeli^en  an  den  Schienen, 
»i.   Der  Widerstand  der  Luit  aui  die  in  Bewegung  begriffeoeu 

Wag^n  des  Coqjroia» 

4.  Auf  einer  Scbiefenebene  das  refalivie'-  Gewicht  der  Massen, 
welches  subtractiv  oder  additiv  ist»  jenachdem  der  Conroi  auf  der 
Schiefenchene  herunter  oder  herauf  geht. 

Nennt  man  den  Reibungscoefficienten  der  Reibung  der  Räder 
an  der  Achse  /i,  die  Ilaibmesser  der  Achse  und  des  Rades  rund  H 
und  das  Ge\iicht  der  W^agen  und  Ladung  ohne  das  der  Räder  Ji; 
so  ist  der  auf  den  Umfaug  der  Rader  übergetragene  Widerstand  ci*»" 

Reibung  Der  Coefficieot  iii  hängt  noch  yon  dem  guten  Zu- 

stände  der  Achsen  und  der  Adisenbfichsen  ab  und  ist  insofern  verSo;' 
darlieh.  Bei  richtig  abgedrehten  und  gut  geschmierten  Achsen  lonv 

hiß  zu  -jjj  heruntergehen.   In  der  Regel  wird    zu  0,1  gerechnet 

Bezeichnet  fi'  den  Reibungscoeflicienten  der  wälzenden  Reibung  am 
JladumfaDge  und  m  das  GeA\iclit  der  Räder,  so  wird  dieselbe. 
weU  sie  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Grosse  der  Radbalb- 

inesser  steht,  dtorch  ausgedrdckt   Diese  Reibwig  i«* 

MC 

im  Allgemeinen  auf  Schienen  im  Verhältnisse  zur  Achsen -Reibiiog 
sehr  gering ,  und  kann  in  den  meisten  Fidlen  vernachlässigt  werde». 


-  171 

• 

Einer  üeibung  den  SpitTkranxes  a?)  den  ßahnschienen  »oll  zwar  da 
durch  vorijebeuift  werden ,  das8  man  dem  liade  eine  ronische  Form 
giebt  und  ausserdem  den  Rädern  auf  jeder  Seite  der  Bahn  einen 
gewissen  Spielraum  lässt,  kluiD  aber  dennoch  durch  lufölligen 
Seitendniek,  s.  ß.  durch  Wind  und  dadurch,  dass  die  Schienen 
nicht  in  horizontaler  Ebene  liegen,  beträchtlich  werden.  Wir  ver- 
nachlässiiron  diese  Art  Reihung:  hier.  Um  den  Ausdnirk  für  deW 
Widerstand  der  Luft  zu  erhalfen,  setze  man  die  ganze  wider- 
stehende Flache  des  (^onvoi  .s  .v.  und  die  (»eschwindii;keit  dessel- 
ben 1^ ;  so  w  ird  dieser  W^iderstand  bekanntlich  durch  ev'^t  ausge- 
dHkskt ,  wo  V  der  uät  die  'ffliiehefieinheit  ttu^flhte  WidnteA  ist 
Fass^  «Ml  diese  drei  Widei^tände  znsamam;  9^  eihilt  wkm  Ar  4s* 
Gesammtwiderotesd  dkei^  AmKätmdH'i  "  >  •  i  .b  .  •  i  - 1! 

t 

auf  einer  horizontalen  Bahn.    Auf  einer  unter  dem  Winkel  v''  ge- 

neii^ten  Ebene  geht- dieser.  Aswkudb  fflr'den  Widerstasil.  in  fol- 

geudeo  über«                                                        . .  -i-  # 

Iii  "  ' 

costJ»i(^f  m)sin  tl^ 

Zur  Berech (mng  der  bewegendeo  Krall  der  Mascbiue  bezeichne 
map  den  ivirkpanien  Druck  diMi  Danipf^e  auf  den.  Kolben  mit  dem 
Djurchmesser  auf  die  FlSchefieinheit  durch  p,  nach  Abzug  de^ 
ILuudrucks  und  aller  Reibungen  der  Älaschine  von  der  BodenflSche 
d«s  DopptcSfUnders  bis  zur  Kurbel.  Der  Druck  auf  die  gansee  Kolf 

benlHicieirifd'  dmeh  ^'JV  «uagedittckt.-  IMss.  belElfiMnshiiaiMi^ 

«rinnen  p  nicht  constant  sein  kann,  versteht  sich  von  selbst.  Auch 
l><y  Maschinen  <^hue  Expan^aon  kann  jv.iyahreud  der  Dauer  eiue^ 
Kolbenlaui*e8  nicht  geqaii '.cosstant  Beio,  und  dem  Drucke  des 
I>Bpiple8  im- Kussel  nicht  entapvecheo »  da  der  Dampf  durch  die 
DampfleStungfrüJ^eu  nicht  momentan  aus  dem  Kessel  in  den  K.ol)>eD 
einclringen  Icann^  aucli  Wärme  beim  Ueberiranjre  des  nani|»fps  ver- 
loren geht,   p  tnnss  von  der  Cieschwlndiirkeit ,  womit  der  I>ampf 
in  den  Uvlinder  stiirzt,  abhängen.    Je  weiter  der  Dampi'canal  und 
je  grüsfier  der  Druck  im  l|Le«sel,  , desto  .si^ner  ist  p  elnerrCpn^tapti» 
gleich.  In.  Ermangelung  genauerer  Versuche »  und  weil  immer  der 
btttersfchled  iÄnhetrnc  ]i^iir>h,  nehmen  wir  biA  Blaacbinen  ohne  Cpanf> 
«ItSfl  ^  lOonstaiit.    Um  bei  Expansionsmaschinen  den  Druck  des 
Dampfes  n«  Cylinder  nach  der  Ab8[>erniu<j:  desselben  durch  eine 
Formel  aus7.udrii<:ken  ,  benutzen  wir  die  vom  (irafen  de  l'ambour 
in   seinem  ÄVerke  über  Dampfmaschinen  niituetheilten ,  aus  den 
ISavierscben  Versuchen  abgeleiteten  l^im4sk,M^\M  das  V«|himen 
4ss  Uta^buk  im.Cylisder  im  AugenUicke  di^r  Abnerr^ngj  welcher 
sioU  OBfiv  im  Drucke  p  Mi»' 4pm  Vohimeu^  .<$  WfMf«e^  gebildet 
M;  SS  iat'Mch.  Naviecs  Versfidmi  * 

^   •••ii     •  -  I  ■  ,      .  I  1  .•••*. ,    '  i 

...»>..    a  Iriy.,,    .  .... 

wb  a  und     üoni^nteu.     '  *  . 


m 

Femcr  «el  Mf  iib.  VdhnMD  Dampfe»»  w«lrlim  aicli  unter  jim 
Drucke  dick  4er  Ab^peming  atw  demselbeD  VolumeD  5  Wuicr 
gebildet  hti,  «ft  wird 

JHP  l 
Uieraiuf  erhiiit  uian  ^ 

'  Ist  nvn  /  die  f^UM*  Länge  des  KolbeBimile  wid  /  die  Liece 
deeaiUieo  Ms  zur  AbepemiDg  de«  Dampfes,  und  y  der  addUUiot 
Raion  •  daoD  ist  f Or  den  um  ol  iwrgevflcklen  Kolben  ' 

Hienuis  erhält  man  ffir  de»  Druck  auf  den  Kolben  naek  dar 
Absperrung  des  Dampfes 


Da  bekamtliek  ^e  Looomotive  so  eingerichtet  ist,  dass  der 
Dampf,  nackdem  er  seine  Wirlning  gethan,  durch  eine  Rühre  Toe 

geriDgem  Durchmesser,  das  BIa8rohr  genannt,  durch  den  Schoro* 
stein  in  die  Luft  entweicht,  wodurch  ein  künstlicher  Luftstrom 
erzeugt  wird,  der  zur  lehhaften  Verbrennung  in  der  Esse  durchaus 
Dothwendig  ist:  so  kann  dieser  Dampf  nicht  augenblicklich  eiit 
weichen  und  muss  daher  während  des  Ausströniens  noch  eioeo 
Druck  gegen  den  Koll>en  ausüben,  der  dem  Drucke/^  entgegenge- 
setzt ist.  Aus  angestellten  Versuchen,  die  Pambour  in  seinem 
Werke  über  Dampifwagen  ndtgetheilt  hat,  hat  irteh  kerausgesteKt» 
dass  dieser  Widerstatid  bei  derselben  Oeffttung  des  Blasrohres 
nahc^  der  Geschwindigkeit  der  Locomotive  proportional  gesetzt 
werden   könne.     Diesen    Widerstand   beseichnen   wir  ^dmdi 

^qp.  Di«  bew^bde  auf  den  KolhuD  wirkend«  Kraft  der  Ut* 

ndbine  wird  demnack  durch  —ß{p  —  qv)  bei  Ifanebiiien  okne  Ei- 
pansion  ausgedrückt  Bei  Maschinen  .mit  Expansion,  ist  vor  der 
Abapenrnng  des  Dampfes  die  Kraft  auch:        (p—g^)  und 


Diese  Kraft  des  Dampfes  wird  durch  die  Kolbenstange,  di*  • 
immer  ein  und  dieselbe  Richtung  beibehält,  und  durch  die  mit  d•^ 
selben  verbundene  Leitntanse  snr  Kurbel  forteepflanat»  setit  dieft 
und  das  damit  verbundene  Triebrad  inid  so  du»  Masekine  und  dia 

angehängten  Wa^en  in  Bewegung.  Bei  dieser  Einiicbtung  kam 
die  Dampfkrailt  nicht  senkrecht  auf  den  Kurbelhalbmesser  wirkeo 
und  muss  daher  in  den  verschiedenen  Lagen  der  Kurbel  verschie- 
dene Werths  annehmen.  Um  dies  deutlich     machen  und  die  9» 


I 
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den  ümfans;  ^b«rg«trageDe  Knifl  de»  t>mmoh§  ka  Wt^bvMI.  a«i 
iD  Tal  Iii.  Flg.  a  da  ehiStflck  derKotbeMtense»  oesre  dU  LeH- 

ftaoge  und  6r~  ~  der  Halbmesser  des  Kruuimzapfens.  Nennt  man 

nun  die  in  der  Itichtun«?  fJn  ^virkonde  iinmittolhnro  Kraft  de« 
Dampfes  P  und  die  in  c  übergetragene  auf,  6c  senkrecht«  Kraft  Qp 
60  findet  man  leicht  -  i 

Qz=iP  j  =PaiD9l  1+  ^rr— .  I, 

.     .    .        CQsOac  L  lCl-jt«sln*<pJ 

1  •       '  ' 

wo  Wiokel  c6a  =9,      = ist 

FOr  Kraft  dw  Dampfe«  itt  iwaitoa  Cyliiidn  auf  dtn  an- 
^  Knrbelatiiiv  ^  «aakfeeht  anf  dam  «Mten  aagenow^an  wiid. 

Trägt  man  diose  Krnfte  auf  den  Umfang  des  Triebrades  Aber,  so 
wird  für  den  einen  K(db€iu  die  Kraft: 

jfil,  V  .      r  ,  ,     A:co89  "1 

und  filr  den  aadaro: 

WO  jD  der  Durchmessen  des  Triebrades. 

Für  beide  Kräi\e  zusammen  setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

2Q,(j^^9v)^9>  Diese  Ausdrücke  gelten  för  MascbineD  ohne 

^^nsion ;  für  Expansionsmaschinen  gelten  vor  der  Absperrung 
dietjelhea  Fonnelik»  und  aacb  der  AbaperniDg  muss  man  darin  fifar 
P  den  obigen  Werth  setsen*  Demnach  wird  die  Kraft»  welche 
('ie  rortschreitende  Bewegung  des  Convoi's  auf  horiaontaler  Bahn 
wwirkt,  difse: 


bmI  Ulf  die  beachlenntgende  Kraft  erhält  man  den  Aiudmcfc: 


/// 


Ho  g      Faliraum  in  der  ersten  Sekunde  und  »t^*  das  Moment  der 


Digiti^ 


'Trü^)»«U,  deir.  KäUer  hezeUkueU  Hieraus  ßtU^i  mm  endlick  otuäk 
^iNiiMaBote»  G«|9tm  dtc  JStfH'egung  zur  Be^fanfBrniif^  (Itr  Ge- 
gchwindigkeit  4f«  gaozeo  Wagenzugs  folgende  Qleid^iqg: 

* 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  die  Geschwindigkeit  für 
jeden  Stand  des  Kolbens  im  Cylinder  und  in  jedem  Punkte  der 
Bahn,  und  so  die  voll8tändi<i[e  Losung:'  unserer  Aufgabe.  Imless 
ist  vou  dieser  Gleichung  das  Integral  in  endlicher  Form  nicht  zu 
-evhAH^^'iJm  hi«r  RteiMenhH^iMlmMi  tä  mmMt»,  MscMnkeo 
¥fk  *tam*mlf'  AnnÜiennigem  Zu  HiesM  IUmIb'  aettieo  xtk^p  and  F(ff) 
constant»  und  znar  F(qy)=^l ,  d.  h.  \vir  I>etrachten  die>  dnoh  mt 
Kolben  -  und  Leitstanj^e  fortijepflanzte  Kraft  des  Dampfes  als  auf 
den  Kurbelarm  senkrecht  wirkend.  Unter  dieser  Voraussetzung 
wird  die  Gleichung  (l),;WeQU  \rir  noch  der  Kürze, wegen 

2I>(Jlf+«i+^) 


setzen^  folgeuile:    "  *  •*  j  ^ 


il      .       .    .'*!>     Iii«  t 


2)  '^^^isU-mv-m-^.;  ..  --y. 


Nimmt  man  von  dieser  GJeichuog  das  |ote&rai  ,aod  setzt  ffir 
auch  v  =  Q,  60  wird  •    ,     '   »  .«^  ^ 

wo   ^  Jj,  =  A», 


«1=  --r^  ,     m'  = 


1  ^t^+i^'^  i  A'J^^B^ 

^  der  TOD  der  Locomotive  dnrchlaufene  Raum  und  /  die  so  :r  ge 
hörige  Zeit  ist.  *  •  ,  •  ^ 

Wollte  man  den  vom  ßlasrohre  kerrähreaden /Widerstand  ver- 
DachiSssigen^  so  wflrde  die  Gi^cliuDg;  (3)  diese: 
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nr  eis  «mnIIIcIi  pmam  a  wiM  dit  GMlNPfniHgUit  oonsliBt 

uud  i/=I«^=s.  .  ."^  ,  ,  Ob^eic^  dieser  Zustand  genau  ge- 

iz 

nommen  nie  Statt  findet,  so  tritt  er  deeh  in  der  Wirkllcldkeit  Mi« 
n&hernd  bald  ein. 

Die  hier  gegebenen  für  eine  horizontale  Bahn  geltenden  For- 
meln gelten  auch  ffir  geoeigte  Ebenen»  wenn  meu  in  (2)  für 
diesen  Werth  setzt: 

— ij;  -  (itf  +  m  )  sm  t|i 


Um  zu  berechnen,  wie  weit  ein  Wagenzug  sich  noch  fortbe- 
vvegt,  Werna  bei  ^ner  beetimniten  Geecbwindiikeit  die  DSmpfe  zu 
Wirlcen  aufhören .  mttas  man  die  Gleichung  (^),  nachdem  darin  p 
und  9=0  gesetzt,  so  integriren,  daee  Übt  a^Q,  v  einen  bestimn- 
ten  Vl^erth  v*  bat  Main  erb&it  dano 

tJm  steilere  Ebenen  ohne  stehende  DamL)imai»chiDen  mit  Dampf- 
Wagen  noch  hinanzusteigen ,  bedient  man  sich  zweier  ZOse.  Alan 
Ifisst  nenilich  einen  Zug  auf  der  schiefen  , Ebene  henintergelien,  wäh- 
rend der  andere»  der  mit  dem  ersten  durch  ein  auf  Rollen  liegendes 
Seil  verbunden  ist,  auf  einer  z^voifcn  parallelen  Fbene  liorauf  sjeht. 
Dass  ein  solchor  Betrieb  noch  einlach  und  sicher .  \\  enn  die  Ebene 
nicht  zu  steil  ist,  ausgeführt  werden  kann,  hat  die  Elberfelder 
liahn  bewiesen.   Wir  wollen  für  diesen.  Fall  noch  die  Geschwindig- 
keil  berechnen,  womit  ein  Zag  ^Ine  solche  Ebene  noch  binani^eht 
Zu  diesem  Ende  wollen  wir,  der  Einfachheit  wegen,  die  beidca 
Züge  in  allen  Theilen  gleich  setzen.   Es  hindert  aber  nichts  diese 
Rechnunjfen  nif  jjrinz  verschiedene  Zü£2;e  niis/iMlehnen.   Das  Seil, 
welches  die  beiden  Zfige  verbindet,  habe  tiei  der  Länge  /"das  Ge- 
vi^icht  G ;  die  Halbmesser  der  iiuiien  und  deren  Achsen  seien  q, 
der  Keibun^scoefficient  an  der  Achse  der  Rollen  sei  jii'^.   Ist  nun 
die  Geschwmdigkeit  der  Züge  v,  und  x  der  von  denselben  durch- 
laufene Weg  von  dem  Kopfe  der  schiefen  Ebene  angerechnet: 
dann  ist  der  Widerstand  de."?  hlrKuifgehendeu  Zuges  mit  .Beibe- 
haltung der  üriilieien  Bezeichnungen; 

+ (!^ .  G    /O  cos  i|> + +  imm  +  ^ .  Oto  t . 


und  des  heruntergehenden: 

der  Widerstand  von  beiden  Zügen  ist  also: 

2  (-^  +  G  ^  .M'"  ).cös  t + Cüain  tf)  -f- W- 
MC  Q  ,  '    .  i 

'I  heU  Tl.  13' 
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* 

r 

HimrM  ist  der  aus  der  Steiticjkeit  des  Seils  dir  grosse«  ^cUrolien 

henoT^ehende  Widerstand  ausser  KeehnuDg  geiaüseii.   

Setzt  man  die  Kraft  der  beiden  Maschinen  auch  gleich  «wl 

jede  wie  Mher:  ^  (p , danii  i«t  die  Iwechlewiigende  Kraft; 

wo  m'  das  Gewicht  der  Rollen  und  m'-^'"  das  Moment  der  Träg- 
heit bedeutet.  Hieraus  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Geschwin- 
digkeit wie  in  (1)  folgende  Gleichung  : 

■ 

deren  Integral  die  Abhängigkeit  von  x  giebt         \  ... 

Numerische  aus  Versuchen  entnommene  Details  werde  ich 
an  einem  andern  Orte  mittheilen. 


Ii 


Aaflosang  der  Aufffabe: 

In  ein  ^ e^ebenes  Tiereck  ein  Quadrat 
zu  beschreiben;  nebst  einigen  Sfttzen, 

welche  zu  beweisen  sind« 

t 

9 

Hemi  Fr.  SeydewJtz, 

Uberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenttadt« 


A.   Trigonoinetrische  BehaDdhmg^ 
. '  Analysis. 

Es  seien  in  einer  EImM  {Tafl  III.  Fig.  4.)  die  Geraden  il/^i; 
B,  Ml  abl  die  Gegenseiten  eines  einfachen  Vierecks  gegeben ,  und 

p 3      ^ *      f)  fj  <ler  Reihe  nach   die  Durchschnitte  von  A,Ji; 
Äi  \  B^,  A;  A,  Ar,       B^i  man  denke  sich  ein 
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Qsidnl  ^löi,  decMeo  Geseuedieu       a,  ;  aut  jeoeii  Ge- 

ndeo  hegeo;  98  Mverde  die  lUnge  von  fa  mit  u,  die  Seite  des 
Qiiadrates  mit  die  Winkel,  welche  Ä,  A,  inid  ab  mit  der 
Kichtunff  von /•  nach  bilden ,  mit  a,  a^  und  <p,  und  die  Winkel, 
jvelohe  B  B,  mit  der  Richtung  von  ff  nach  f  bilden,  mit  3,  8. 
t^exeichoet.  Dies«  vomujsgeseUt,  so  hat  man  folgende  Relationen: 

/  _      sin  ß  sin  « 

>t.Aj,f-,ffSio(«+/g)s»n/g,  -sin(«->-^Jsin/y_      sing  sin 

.    «in  («+/»jsin(«+^J  8in(«-|-^)»in(ci+^,r 

pq^a  —  8in(/?-h«,)sin«  _       8inp\sln(«,  — «) 

.  ßin(^-|.a)sin(^  +  a;)        '"~'''sinOsf+a)öiu(^f  aj" 

*  1 

I.        .  ^ainO?,+«)'  ^^~^«n(«x+^)' 

*  alao  gf-'Q'  ^^'^  ( -  ff)  «in  (« -Fi?)  ■ 

T       ti0  — g^^^^^'^  1  y)      (^^i-F/?)-f  cos(c,-f  y)8in(^-f-«) 
,  •   •  ^       8ln(«+^)8in(/?  +  aj) 

'  4ii8. 1)  und  2)  ergibt  sich: 


V 


»'"(/^-y)  «'"(/^, +«)-|-COS(/?,~y)8iD  (ct^  ß) 

sin(»4       sin(a4-f cos(ai  +  9)sin(»+^)^ 

hl  jgcoty  —  cos/g)  sin  (ßj^j-a)  ^  (cos .^»^  rot  y  ^  Sin sin  (« -f-/?)  _ 
inocot9-hco8«)  8in(«i+^)-f-  (co««icet9— »inai)  öin(o-f^^) 

Mn^!^  ^»10  (  a^  —  ct) 

|.sin/?sin(rt,     «)  [<  os  //8in(/?,  +a)  — sin/Jj  sin(a-|-/J)]~l 
j  stn  «  swip'  ^  -  i-I)  I  i:oiy  a  sin  (aj  -f-    —  sin  ai  sin  (a+/?)J  J  7; 

t      .1    .',1  ''i-  /^;[co8ai8in(4»<f)f)'|-8loa8in(ai-|-/^)]J 

:  ^  h  nun  aus  2)  und  3): 

7 )  _^8in^.coty— cos/?  _  Zsin/g  —  iVcos ß  ^  Z,  ^ 
,  9p)    sineecot^  f  cos«    Z  sin  a    iVcos  a    iVi  ' 

.>8ia(«i^«)8in(«-|-/?)[co8/^co8^i-|-8in/98iu^,  j 

12» 
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■  j:»U  .  f  bin(a,  4-/«)(8m;*C0Ba  +  t0Bf<8iiior| 

-fii..  ^«4-*^  r«lii«<Äii(i»i-/9^(co8(-,+^)  +»inK+^))-i.  • 

jV,=«n(.+/>)P'"''^'°  ^"'""^  (cos(^.+«)+  8in(^.  +  «))-|. 
folglich 

siD  a Bio  G^i-^)  [cos  («t  +  -f  sin  («^  -f  /?)]  — gin/sin  («t  — «)  cos  Q?,-^^) 
siD/?  sin  («i-«)  [cos  tft + «) + sin  {ßi + «)] — sin  «  8intfi^i?)co«(«i-«)' 

KuDstruktioD.  ' 

1)  All«  irgend  einem  der  vier  Punkte  q,  r,  s,  2.  B.  ans  p, 
dem  Durchschnitte  von  A,  By  (aSie  man  auf  eine  Senkrechte 
pc,  nehme  auf  A^  die  Strecke  ed^cp  und  ziehe  pd.  Sodann 
errichte  man  in  p  auf  B  eine  Senkrechte ,  föUe  vom  Punkte  e , 
wo  letztere  die  i>,  schneidet  ,  eine  Senkrechte  ciauf  7?^/,  ^vplchex-l^ 
in  h  (und />c  in  «)  schneidet,  und  le*?e  durch  A  mity^c  eine  Parallele;  so 
erhalt  man,  als  T)nrchschnitt  dieser  letzteren)  mit  A  ,  einen  Punkt  k, 

2)  Auf  dieselbe  Weise,  indem  man  nur  die  (ieradeii^  und  i?, 
und  B^  mit  einander  vertauscht,  suche  man  die  den  Punkten 

c,  d,     h,  k  entsprechenden  Punkte      dy,  e,,  h^,  Icy, 

^)  Jetzt  veAinde  man  die  Punkte  U  und  Ar,  mit  einander  durch 
eine  Gerade^  welche  A.  in  v,  in  w  schneidet»  heschreibe  über 
als  Diagonale,  ein  Quadrat  kakß.  und  über  rtö ,  als  Diagonalo, 
ein  zweites  vyiv^ ,  und  verbinde  die  Punkte  a  und  j3  mit  p  durch 
zwei  Gcrnde.  und  y  und  6  mit  r  durcb  zwei  andere;  6^  ist  einer 
der  Purikle,  in  welcben  letztere  die  beiden  erstereo  schneiden, 
aber  auch  nur  eiuer,  z.  ji.  der  Mittelpunkt  eines  Quadrate« 
abafiyy  dessen  Ecken  a>  a^;  6,  6.  auf  A,  A^;  B,  B^  iiegeo; 
und  svrar  sind  die  Diagonalen  desselben  den  Seiten,  und  die  Sei- 
ten den  Diagonalen  der  beiden  vorigen  parallel,   l^rrichtet  man  in 

(oder  /j)  auf  Iki  eine  Senkrephte,  welche  B^  (oder  A^)  in 
scbneiflet,  beschreibt  über  kk»,  als  Dinijonafe,  ein  Quadrat,  und 
verl)in(let  die  beiden  neuen  Erken  desselben  mit  s  (oder  a)  durch 
zwei  Gerade,  so  geht  eine  von  diesen  ebenfalls  durch  den  Punkt  f», 
so  dass  al^ü  über  diesen  Punkt  keine  Uugewissbeit  weiter  bleibt 


Beweis 


psT  —  ß^-\-a;  pc~pf.  sin  (a^  a),  fc=:pf.  cns  (a^~a),  pez^pg. 
tangi^,  — ^rf=^c+/iC~^ry.(cos  (oi+/?)-|- sin(ai4-^));  pt^^ 
T=pf]f.B\n(ß,~ß),  ffci=pg.cos  (ßi-^ß),  pey^=^p/.tSLng  (a^-*)» 

««^  i  =     +/?C|  cos     + a) + sin  (ft + a)  );  ^ = 


0^ 


,  'epn,  und  da  ^* 
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-=i^M,  alöu  ^»qdc^^pen,  jw=^he,  und  pqipw^dqipn-,  dMn 
iiaclipji=/»e.^=p^.tang  (/f,  -^)(co«(«i+^)+ «iii(aj  +/)) ,  und 

he=nc=pn^oc=p(f  .  Uiig  (/^j— y^>(cos  (a^+ sin  (a, 
^pf  sin  («1  —  «). 
•    EheMo  ist  .  . 

2)  Da  AX:||^c,  Ai^i  llpc^,  also 

-^pfipk^cf^ohi  p0ipUt=°€^tCgkii  ao  Ut 

P^l  W  P/^     AlC|.C08(ai  — «) 

■   }  .  .1 

fiy  sin  (ß^  —    (coa (a,  4-  ^ )  4-  ^In     +    ) — p/'sin  ( -  et )  cos  (/^t  ~-^) 
pfsm  («,-«)  (cos     +  ) + ain  (/f      ))  ~  pg  sin  ( fi)ütm  (  ai  «)* 

3)  ZieTit  man  (luirTi  einen  bell  eh  igen  Punkt  m  der  Linie 
pa  mit  und  A-^a  die  Parallelen  7/'^  und  mb,  virelche  von  ^  und 
%  begrenzt  werden  ,  ko  ist  rwflr:m6  — X-a;^^o  =  l:l,  alao  W-  aui6 
=iii6o  =  Ji2  =  \V.  aÄA^;  folglich  ab\\kk^. 

Denkt  man  aich  In  k  axt  Uk^  eine  Senkrechte  errichtet  j  welche 
in  Jfc^  achaeidet»  aodann  üoer  kk^^  als  Diagonale»  ein  Quadrat 
bescbrieoien,  und  die  neuea  Ecken  desselben  mit  s  durch  zwei 
Gerade  Yerhunden,  so  werden  die  Seiten  dieses  Quadratea  mit 
(Jenen  des  L-al-ß  einerlei  Htchtung  haben,  und  eine  dieser  zwei 
Geraden  wird  nie  po.  \u  einem  Punkte  m  schneiden,  welcher  in  der 
Richtung  von  ka  und  /r.o  sowohl  von  A  und  B,  als  auch  von  A 
und  Ä|  gleicliweit  absteht,  d,  h.  uttQ  ~u^^  =  uß' ^ ,  wenn  die  Punkte 
ii»  i9>  Pp  ^>  ^>  liegen,  und  ß9U^'o\\k^a,  ««o  II  ^  »»t. 
Denitl  man  al^h  ami  u»^  um  ua\  =zm  verlängert,  so  ist  »oß^^'oß'o 
ein  Quadrat;  und  es  Ist  sra  zeigen,  dass  die  Ecke  »\  auf  liegt, 
and  dass  die  Punkte  u  und  m  identisch  sind. 

Man  denke  sich  durrh  mit  A^  eine  Parallele  crelegt, 
\\elrhe  A  in  schneiden  möge,  so  sind  die  Winkel,  welche  A^ 
mit  A,  B  Inldet,  =a. — «,  und  es  mßgen  die  Winkel, 

welche  A  und  B  mit  f^g  bilden,  und  heisseu.  Wird  null 
die  in  der  Analvsis  gegebene  Entwickelung  In  Ansehung  der  Ge- 
tiden  4,  B,  A^,  und  dea  Qwlrate«  «oi^o<^'o^o  wie<wrholt^  aa 
Ibdet  maA: 


8inrt,sln(jf,— ^)(cos(«t4'^)4-sin(ftt4-/^))~sin^a8^°(«i"*»)cQS(yi--/g). 

mglaiclit  mao  aber  dlaaea  Anadmck  mit  dem-  fiür  £^ia 

dcaen  and  bedenkt,  daaa  kkA\iiL^^^  ^^RL^V"-^  ,  uad-  daaa 

»in  «t  :fiin/^2=/^;/j/|  Ut«  so  überzeugt  iiiau  äicli^  dass  pf^=^pf 
0iin,  ajaa  Jl,  mit     wiaarnmeafeiiea  muaa.  ■  \, 

Und  da  aiM  it»'tt=i|^««  alao  der  INinkt  u  auch  auf  der  Ci«^ 
mdea  r6  (oder  ry)  liegen  muaa,  ao,  aind  die  Punkte  u  ^ad  m,t 
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Booüt  .a^h  das  Quadrat  »o  ßo  «'o  ß'o  niit  ilem  durch  die  Km 
«tniktioQ  erhaltenen  Viereck  abjB^^  identiacb. 

<  Determiiiatioo. 

Da  zwei  Quadrate  mit  parallelen  Seiten  ähnliche  und  ahnlich 
liegeuile  Figuren  sind,  also  die  Geraden  Ä^^,  ß,  JB^,  welche 
ilne  EcfceDjmnreiee  Tethinden,  i»  elucflei  Punkte  eouversim, 
so  kaon  es  rar  die  gefundene  Richtung  kk  nur  einen  einzigen  Punkt 
m  geben.  Da  aber  die  Punkte  d  und  a[  eiu  jeder  resp.  sowohl 
aui  der  einen  als  auf  der  andern  Seite  von  pc  unA  pc^  liegen  kann, 
man  also  zwei  Punkte  k  und  zwei  Punkte  erhält,  so  scheint  es, 
dass  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  einer  Anzahl  von  vier  Auflösun- 
gen fähig  ist.  Hierüber  wird  die  folgende  Untersuchung  ein  be- 
stimmteres Urtheii  gewähren.  ^ 

Anm.  Ist  Ä\\A^  und  B\\B^y  so  ist  e^*iriiBß  ^  pg:pf 
^1,  cos(«i  — «)  =  üos        /?)  =:  1,  sio        •) :  sin(/?i— = 

^  sin  i  -{- ß) :  —  sia(f^  -\- ß)=zpq:ps ,  wodurch  sich  die  obige  Koo- 
ätvaktio»  sehr  ttr^ls&eht 


'    ■)   B.  dlittels  pcojektivisdier  (Gebilde. 

•  .      '     '        '     ■  ...     .  ■  * 

AualysiB. 

Der  Mittelpunkt  des  besuchten  Quadrates  ist  der  MittelpunM 
der  H^poteousen.  «weier  ^eichschenkliger  rechtwinkliger  Dreieck^ 
deren  jedes  emem  von  zwei  gegebenen  Dreiecken  eingeschrieben 
ist,  ai^o  der  Durchschnitt  der  geometrischen  Oerter  dieses  Mitt^' 
punktes  für  die  zwei  gegebenen  Dreiecke. 

Es  sei  (Taf.  III.  Fig.  5.)  npq  irgend  ein  gleichet  hon  kfi  sres,  bei 
p  rechtwinkliges  Dreieck^  dessen  Ecken  l> 
Xage  nach  gegebenen  CreiadeB  Ü,  liegen,  m  sei.  der  Bbt- 

telppinkt  von  nq,  also  mn'=-mp~m^  und  W.  qmp'=R.  '  Es 


By  die  Durchschnitte  Ton'^„  mit  A ,  A.,  durch  B  mit  pq  die 
Parallele  a',  welche  ^.  in      schneidet,  und  durch  B^^  mit  pM  die 

Parallele  welche  Arno,  schneidet,  gezogen;  lerner  seien  5«. 
und  B^a  oder  a"  und  a'\  parallel  mit  i^m ,  und  der  Punkt  m  mit  ß 
und  B^  durch  zwei  Gerade  ö,  verbunden,  welche  resp.  die  o!\ 
und  a"  in  a  und  a.  schneiden.  Diess  vorausgesetzt,  so  ist 
^Ba^a^cs:)  jS^pqm  und  ^BMC\Ji\pnm,  W,aiBai  =  W,qpmt=yf, 
aBifit=yf^npm^iB  und  BiiL^iBa^=pmipq=pm  '.pn~  B^aiBy(k 

Die  Oeraden  a',  afy  sind,  .ebensowie  pq,  pn,  rechtwinklig  zu 
einander :  denkt  man  sich  n!«o  das  Dreieck  ?tpq  fortwährend  uotw 
denselben  iiedlngiingen  variirt,  und  die  den  Linien  o,  n,,  o',  a\, 
fl",  a".  entsprechenden  Linien  der  Reihe  nach  mit  ä.,  f/,  h\. 
b"\  6\;  c,  Ci;  c',  c\,  c",  c\\  d,  d^,  d',  d\,  d\  ci'',         und  die 


Digitized  by  Google 


183 

eleu  /^iinkteo  a,  «,  «i  entsprechenden  Punkte  mit  b,  b,,  /f, ; 
t%  C|*  X»  Dl,  bezeichnet,  so  liegen  die, Durchschnitte 

je  zweier  Gerauen  a' ,  «',;  4',  b'.;  c',  rf'.         aul'  einer 

Kreislinie,  deren  Durchmesser  Bii^  ist;  und  da  VV. fl,Z?a|  =  b|/f/*. 

Ha. :  my=B^^  B\i^  B)\ :  Bc^  =      :Bb^.,,  z=B^a :  B^a  m  B^ :  B^b 
/y^C"  «jJr^jb.  ..rnl.'fa  sämmtliche  Punkte 

^if  D.....  auf  einer  Geraden  A^f  und  sämmtliche  Funkte  o,  b, 
c,  l> , . . .  aui  einer  Geraden  A  liegen ,  so  müssen ,  nach  einem  be- 
kannten Lokaltheorem,  auch  die  Punkte  a^,  ^„  y^,  ....  alle  auf 
einer,  und  die  Punkte  «,  y,  S...  alle  aul  einer  anderen  Geraden 
liegen.  Bedenkt  man  endlich,  dass  sowohl  die  Geraden  a',  b',  c', 
fl' ...  und  b"y  c"y  d" als  auch  die  Geraden  ö'„  b\,  c',,  rf'j... 
und  a'\^  b'\,  c",,  d'\....  zwei  concentrische  projectivisch  -  gleiche 
^trahlbüschel  bilden^  so  kann  man  der  Reihe  nach  setzen: 

/?(a,  6,  c,  rf...)  =  Äi(a"„Ä"i,  c"prf\...)  =  Ä^(a\,6V6\,rf\...) 
=:B{a',b',c',  d'..,)  =  B{a\b",c",  rf"...)  =  A(öi,  ^,  rfi-..); 

also  ist  B{a,  b,  c,  <Z. . — ^^(a.,  6i,  c.,  </|...). 

Da  je  zwei  Strahlen  a" ,  a  .  parallel  sina;  so  müssen  sich 
irgend  zwei  derselben,  und  folglicn  auch  zwei  der  Strahlen  a,  a^; 
b,  längs  der  Geraden  BB^^  vereinigen,  also  ist 

B{a,  by  Cy  d.  ..)~Bi(ai,  b^^y  c^,  d^...),  d.  h.  ■  i 

die  Durchschnitte  sämmtlicher  Strahlenpaare  a,  a^;  b,  e,  r.; 
dy  f/, oder  sämmtliche  Punkte  w,  liegen  in  einer  Geraden 

Macht  man  W.  BB^g  =  B^Bh  =  ^R  und  Bi—hiy  B.k 
=  gky  so  sind  offenbar  auch  i,  k  zwei  solcne  Punkte  m,  also  uie 
Gerade      durch  diese  zwei  Punkte  leicht  zu  konstniiren. 

Jeder  Punkt  m  dieser  Geraden  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
wenn  man  durch  ihn  eine  Gerade  no  legt,  welche  von  Ay  A^  be- 
grenzt und  in  m  gehälftet  wird,  una  in  m  auf  nq  eine  Senkrechte 
mp  errichtet,  welche  von  A^  b^renzt  wird,  jedesmal  vip=mn 
—  mq  sein  muss.  Uebrigens  gibt  es  allemal  zwei  Gerade  S, 
und  nur  wenn  A  \\  fallen  beide  in  eine  zusammen.  Sie  schnei- 
den sich  auf  A^  ;  und  je  z\yei  denselben  entsprechende  Dreiecke 
npqvmAn^Pyq^  (wo  nundn^  auf  ^,  q  und^^  auf  Ay  liegen)  haben  eine 
solche  Lage  zu  einander,  dass  wenn  durch  blosse  Verschie- 
bung des  einen  n^p^q^  in  der  Ebene  die  Punkte  n, 
vereinigt  werden,  und  ^ie  Gerade  ti^^^  in  die  Richtung 
vonn  nach  9  gelegt  wird,  die  Punk tep,pi  auf  verschie- 
d  e  n  e  S  e  i  t  e  n  T  o  n  7{flr  f  a  1 1  e  n. 

I      .  .  .  •  •  .  . 

•  •  .  •  •  .tt 

,  Konstruktion. 

Sollen  (Taf.  IIL  Fig.  0.)  die  Gegenecken  des  gesuchten  Quadrates 
paarweise  auf  den  gegebenen  Geraden  A,  A^  und  B,  By  liegen, 
and  sind  p,  q,  r,  s  die  Durchschnitte  von  A,  B;  B  y  A^;  A^y  Byy 
Byy  Ay  SO  beschrelbe  man  über  irgend  zwei  der  vier  Strecken  pq, 
qr,  rSySpf  z.  B.  über  pq  und  rs,  als  Diagonalen,  zwei  Quadrate.  Zwei 
anstossende,  von  p  und  q  ausgehende  Seiten  des  einen  mügen  die 

•  m 
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uod  A  in  den  Panktni  md  ^„  die  iMideii  anderen  Seiten 
dieselbra  Geraden  in  p,^  und  q„  schneiden,  und  auf  ähnliche  Weise 
seien  durch  die  Seiten  des  anderen  Quadrates  die  Punkte  und 

und  r„  bestimmt.  Man  verbinde  die  Mittelpunkte  der  Strecken 
npi  und  fiftf^  mit  einander  durch  eine  Gerade  und  ebenso  die 
Mltttlpiiiim  der  Sirecken  pp„  und  ^o.,,  ss,  und  rt,,  und  tt„ 
durch  die  Gemden  Si,  iS,,  Sy  Di«  Geraden  Si  «ehneiden  die 
Geraden  '5.  In  ider  PmikfeD  m,  m,,  m,«  ait»  Ce|Kt  Ub  dneli 
irgiend  einen  dieser  Punkte,  z.  B.  durch  m,  eine  Gerade  an^, 
welche  von  A,  A^  (oder  betrrenzt  und  in  m  prehälftet  wird, 

und  errichtet  in  in  auf  oa^  eine  Senkrechte  ^  welche  By  B^  in 
nchneidet,  so  ist  mb—ma=^mat:=2mb.;  aber  In  £wei  Fällen  fallen 
die  Pnnkfee  b,  6.  mit  dem  Ihtielinclniine  vöiijEf  «nd  JBt^  smunmei^ 
und  nur  lo  deo  Midtfii  aodcfli  blldevdi»  Pal&te  4$,  6,  du 
Quadrat 

« 

fiewei«. 

Da  der  Punkt  m  zur  Geraden  Ä  gehört ,  so  folfft  aus  der  Ana- 
lysis,  dass  mb  —  ma~may,  und  da  er  auch  zur  Geraden  ge- 
bOrt^  so  ist  auch  tnb^=ma~ma.,  also,  sind  a,  und  b,  bi,  wo' 
fehl  nicht  b  md  ft,  ziicnmmenialien,  die  Gegeoecken  eilieB  Qua- 
>  diätes.  Da  nun  7nb=ina  —  inbi,'  ao  muds  de#  Pimkt  m  auch  auf 
einer  der  beiden  Geraden  liegen,  welehe  man  ebenso  wie  S, 
findet,  indem  man  A,  A^  mitjB,  J?^  und mit  A  vertauscht  u.  s.  w. 
Welcher  zwei  der  vier  Strecken  pq,  ^r,  rs,  sp  man  sich  also  auch 
zur  Konstruktion  der  Punkte  ?«,  7Jl^,  m^,  bedienen  mag ,  allemal 
Weiden  dieselben  Punkte  sich  darunter  befinden^  welche  io  irgend 

einem  FUie  Qnadxate  liefern. 

» 

•       •  • 
Det  ertninatiotttf  ' 

Nennt  man  irgend  zwei  Dreiecke  n/?^^  und  n,;>,^.(Taf.lII.  Fig.5.) 
Welche  zu  zwei  der  vier  Geraden  Ä\,  *S\,  (Taf.  III.  Fig.  6.) 
gehören ,  gleichliegend  oder  ungleichliegend^  jenachdem  die  Punkte 
/>,  auf  einerlei  oder  auf  Verschiedene  Seiten  von  nq  fallen» 
wenn  das  eine  Dreieck  auf  die  in  der  Auaivsis  angegebene  Weise 
mtncMben  wird,  und  aind  B.di6  Pltekle,  we  IS^  vmf  8  und 

^geschnitten  wird,  so  läset  eich  folgendefmunien  imieilen.  Ist 
ilgend'  eines  der  Dreiecke,  welche  zu  gehören^  mit  irgend 
einem  der  zu  *S  gehörigen  gleichliegend,  so  müssen,  weil  alle 
Dreiecke,  welche  zu  einer  und  derselben  (geraden  gehören,  gleich- 
liegend  sind,  je  zwei  Dreiecke,  welche  zu  und  gehören, 
gleichliegend  sein ,  und  da  je  zwei  zu  j$>  und  gehörige  Dreiecke 
nngleicbfieffend  sind,  so  messen  auch  je  zwei  zu  und  ge- 
hörige ungleichliegend  sein,  und  um^ekelnt.  Gesetzt  alsOi  es 
fielen  die  ^urch  m  erhaltenen  Punkte  o,  b^  zusammen,  so  wSren 
die  Dreiecke  aboy  und  ab^ay,  deren  eines  zu  .S,  das  andere  zu 
gehurt,  gleichliegend;  folglich  würden  die  beiden  durch  den  Punkt 
ot.  erhaltenen ,  zu  tuid  <SL  gehörigen  Dreiecke  ungleichliegend 
sMü,  «Im  ein  Qaamt-  Ulden,  vid  rnngekehrt»  E&mm  folgt, 
diM  allemal  awei^  fUber  mcIi  nur.swel  der  vlet  fPlrnktvin« 
«1,  iBg,  m,  QoMkate  Ketai.'  *  -       ^  •  \  -   '  \  '  *  •  . 
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Uebrigens  g#lit  die  Uninnglichkeit ,  dass  die  Aufgabe  vier 

Auflosungen  habe,  noch  einfacher  schon  daraus  hervor,  weil  einer 
jeden  <ler  Strecken  pq ,  fjr ,  rs ,  sp  ein  Paar  Gerade  Si  ent- 
sprechen ,  und  eine  jede  von  diesen  acht  Geraden  zuei  der  Punkte 
ni,  m^9  m^,  m,  verbinden  müsste«  was  unmöslich  ist,  wenn  nicht 
zwei  derselben  mit  zwei  andereD  zusammenfallen  sollen^ 

Anm.  Ist  ^  II  Ji  und  |j  J^^  so  fallen  alle  yier  Punkte  m 
mit  dem  Mittelpunkte  des  Parallelogranims  zusammeD,  und  dann 
wird  die  zuletzt  gegebene  Auflösung  illusorisch,  weshalb  man  in 
diesem  Kalle  die  in  der  vorigen  Anmerkung  angedeutete  oder  auch 
die  in  Diesterwegs  Geometrischen  Autgaben  nach 
der  Methode  der  Oriechen  S.  166  mi^;etheUte  Auflösung 
zu  w&hleji  hat  ^ 

Zu  beweit»en de  Sätze. 


1.  ßildet  man  aus  einer  beliebigen  Anzafil  n  Tangenten  eines 
Kegelschnittes,  deren  ßerühruogsuuukte  alle  auf  einerlei  Seite  der 
Hauptachee  Hegen,  irgend  ein  eTnlaches  n-Eck,  so  ist  die  Summe 
der  Winkel,  unter  welchen  der  Abstand  der  Brennpunkte  von  ein- 
ander von  den  Ecken  aus  gesehen  wird,,  eben  so  gross  als  die 
Sttmine  der  Winkel,  unter  weichen  derselbe  Abstand  von  den  Be- 
rührungspunkten aus  erscheint,  und  ist  daher  für  alle  so  möglichen 
3.4.  5  . ..     — 1)  einfachen  7i-Ecke  von  gleicher  Grösse. 

2.    Haben  eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche 


eine  reelle  oder  "ideale  Sekante 
gemein  haben,  mit  einem  und 
demsel  ben  Kegelschnitte  eine  re- 
elle oder  Ideale  doppelte  Berüh- 
rung einerlei  Art:  a)  S^o  liegen 
auf  jeder  Tangente  des  letzteren 
zwei  projektivische  Gerade,  deren 
entsprechende  Punktenpaare  auf 

t'eneu  ersteren  Kegelschnitten 
legen ,  und  zwar  sind  allemal  im 
Berflhningspunkte  und  auf  der 
{rem.  Sekante  entsprechende 
Punkte  vereinigt;  h)  und  je^ zwei 
Tangenten  des  letzten  Kegel- 
schnittes sind  aufz>veifache  Weise 
io  Ansehung  der  Puuktenpaare, 
-in  denen  sie  von  den  ersteren 
geschnitten  werden,  perspekti- 
visch ;  und  zwar  liegen  die  beiden 
Projektionspunkte  auf  der  gem. 
Sekante;  c)  dagegen  sind  die- 
selben in  Ansehung  der,  auf  die 
beiden  noch  übrigen  Weisen 
eomblnirten  Pnnktenpaare  zwar 
projektilisch » aber  achieOlegöiid. 


TKdl  VI. 


einen  reollen  oder  idealen  Tan- 
gcMitendurchscbnitt  gemein  haben, 
mit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitte eine  reelle  oder  Ideale 
doppelte  Beriihning  einerlei  Art: 
a)so  ist  jeder  Punict  des  leteteren 
der  Mittelpunkt  zweier  projekti- 
vischer  Ätrahlbüschel ,  deren 
entsprechende  Strahlenpaare  die 
von  demselben  an  die  ersteren 
gehenden  Tangentenpaare  sind^ 
und  zwar  sind  längs  der  Tangente 
des  letzten  Kegelschnittes  und  in 
der  Uichtung  nach  dem  gem.  Tan- 
gentendurchschnitte  entsprechen- 
de Strahlen  vereinigt ;  b)  undjeder 
dieser  beiden  Tangentenbiuchel 
ist  mit  einem  der  beiden,  welche 
Irgend  einen  anderenPunktdessel. 
ben  Kegelschnittes  zum  Mittel- 
punkt haben,  perspectivisch ;  und 
zwar  gehen  die  beiden  perspec- 
tivischen  Durchschnitte  nach  dem 
gem.  Tan&entendindiBchnltte ;  c) 
dagegen  ist  derselbe  mit  Ami 
jedesmaligen  anderen  zwar  pre- 
jektivisch,  aber  schiefliegeno. 

IS« 
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3.   Haben  eind  Schaar  von  Kegelschnitten,  weiche 


eine  reelle  oder  ideale  Sekante 
eemein  haben,  mit  einem  und 
demselben  Kegelschnitte  eine  re- 
elle oder  ideale^  doppelte  Berüh- 
rune  einerlei  Art:  a)  so  liegen 
die  Berührungspunkte  aller  Tan- 
genten ,  welche  von  irgend  einem 
Punkte  der  gem.  Sekante  an  jene 
Kegelschnitte  gezogen  weraen, 
aui  dem  Umfange  eines  neuen 
Kegelschnittes,  welcher  den  letz- 
teren ebenfalls,  und  zwar  unter 
jenem  Punkte  (als  Berührungs- 
pole) doppelt  berührt,  und  wel- 
cher mit  (lenjenigen  Kegelschnit- 
ten, die  die  harmonischen  Pole 
je  einer  beliebigen  Geraden  in 
Bezug  auf  die  erste  Schaar  ent- 
halten—, einerlei  Sekante  gemein 
hat.  b)  Alle  mittels  der  einzel- 
nen Punkte  der  gem.  Sekante  je- 
ner Schaar  so  erzeugten  Kegel- 
schnitte bilden  eine  zweite  Schaar, 
welche  eine  Sekante  gemein  und 
mit  demselben  Kegelschnitte  als 
die  erste  Schaar  eine  doppelte 
Berührung  einerlei  Art  haben. 
c)  Diese  beiden  Schaaren  von' 
Kegelschnitten  stehen  in  voll- 
kommener Wechselbeziehung  zu 
einander,  d.  h.  die  erste  kann 
aus  der  zweiten  ebenso,  wie  diese 
aus  jener ,  erzeugt  werden  u.  s.  w. 


einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentendurchschnitt gemein  haben, 
mit  einem  und  demselben  Kegel« 
schnitte  eine  reelle  oder  ideale 
doppelte  Berührung  einerlei  Art 
a)  so  umhüllen  alle  Tangenten  der- 
selben ,  deren  Berührungspunkte 
mit  dem  gem.  Tangentendurch- 
schnitte in  gerader  Linie  liegen, 
einen  neuen  Kegelschnitt,  welcher 
den  letzteren  ebenfalls ,  und  zwar 
längs  dieser  geraden  Linie,  dop- 
pelt berührt,  und  welcher  mit  den- 
jenigen Kegelschnitten,  die  von 
den  harmonischen  Polaren  je  eine? 
beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf 
die  erste  Schaar  umhüllet  wer- 
den — ,  einerlei  Tangentendurch- 
schnitt gemein  hat.  b)  Alle  mittels 
der  einzelnen  Strahlen  des  gem. 
Tangentendurchschnittes  jener 
Schaar  so  erzeugten  Kegelschnit- 
te bilden  eine  zweite  Schaar ,  wel- 
che einen  Tangentendurchschnitt 
gemein  und  mit  demselben  Kegel- 
schnitte als  die  erste  Schaar  eine 
doppelte  Berührung  einerlei  Art 
hanen.  c)  Diese  beiden  Schaaren 
von  Kegelschnitten  stehen  in  voll- 
kommener Wechselbeziehung  zu 
einander,  d.  h.  die  erste  kann  aus 
der  zweiten  ebenso,  wie  diese 
aus  jener,  erzeugt  werden  u.8.w. 


4.  Die  Seiten  siimmtlicher  Dreiecke,  welche  einem  gegebenen 
Dreiecke  eingeschrieben  und  einem  anderen  gegebenen  Dreiecke 
ähnlich  sind,  sind  die  Tangenten  dreier  Kegelschnitte,  deren  jeder 
zwei  Seiten  des  ersteren  Dreiecks  berührt. 

Dieser  letztere  Satz  führt  zu  einer  ziemlich  einfachen  Losnng 
der  Aufgabe:  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  zweites  zu  beschreiben, 
welches  einem  gegebenen  dritten  ähnlich  sei  und  dessen  eine 
Seite  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe. 
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Velber  beetlninite  Inte^ale  and  Sam- 
miruns  einiger  Iteihen. 

VOB 

Herrn  F.  Arndt, 


Di»  vorliegende  Abbandlong  begehftftigt  sich  vorzOglkh  mit 
der  Bntwickelung  des  beetimmlen  Integrale 


9  log  siii9<^ , 

0 


welches  von  Hill  zuerst  an^geben  und  von  Clausen  in  €r  eil  es 
Journal  Band  VII.  S.  3I]9«  oesonders  nntersapht  worden  Ist 

Keule  Geometer  erhalten —4 n' los;^2  als  Werth  des  obi- 
gen Integrals.  Die  Clausensche  Eotivickelnng  ist  sehr  eln&eb. 
Sie  geht  von  der  befuinoten  Gleichung  aus: 

lü^sin9  =  — log2  — COS29  — icos  49  — icos69—  etc. 

Hiiltiplicirt  man  nämlich  auf  beiden  Selten  mit  €ptlq> ,  und  integrirt 

zwischen  den  €h*enzenOund  n3e,80  ergiebt  sich,  day  "^9cos2X:9ii(p 

verschwindet,  auf  der  Stelle  der  angezeigte  Werth. 

Indem  ich  mich  nun  bei  anderen  Untersuchungen  des  Werths 
jenes  Integrals  bediente«  gerieth  ich  auf  einen  Widerspruch,  der 
mich  veranlasste,  die  obise  Entwicklung  einmal  genau  durch  zu 
nehmen ,  und  bald  entdecße  ich ,  dass  in  ihr  ein  Fehlschluss  ob- 
walte. Dieser  liegt  Hl  dev  Annahme  der  obigen  Gleichung,  w^che 
auOiört  richtiij  zu  sein  ,  sohald  sin  9  negativ,  oder  log  sinfp  imagi- 
när wird.  Dieser  Fall  tritt  imu  wirklich  ein,  wenn  n  grösser  als 
die  Einheit  ist,  iiideiii  (laiin  der  Bogen  cp  wegen  der  Integratictns 

Frenzen  durch  den  dritten  und  vierten  Quadranten  geht,  wo  8eiü 
iimis  DMdiv  wird ,  und  somit  gelangte  ich  zu  der  Uelierzeugung , 
dass  Hin  eineo  unrichtigen  Werth  angegeben  hatte,  wdidies  sich 


12 
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durch  meine  eigene  Entwickeiiing  iu  der  That  bestätigt  hat.  Zu- 
(;ieich  ist  log  sin  r^o  selbst  imbestinimt,  «indem  ein  Logarithmus  be- 
kanntlich unendlich  viele  Werthe  zulässt,  neswegen  angegeben 
werden  musä,  welchen  dieser  Werthe  mau  verstanden  wit»t»en  will. 

M^ne  Entwickelung  weicht  nun  von  der  Clausen^hiMi  oicbt 
nur  ab,  sondern  sie  leitet  mich  zugleich  auf  die  Sumroation  voo 
Reihen,  die  ich  der  Mitthetiung  mcht  ganz  unwerth  halte.  Eod- 
lieh  reiht  «ich  die  Untersuchung  des  einfachem  Integrals 


y"^logsincpiÄp 
o 


au. 

Nach  diesen  Bemerkungen  schreite  ich  zur  Sache»  und  erinnere 

rücksichtlich  der  vielfachen  Werthe  eines  Logarithmus »  und  der 
Bedeutung  des  Logarithmus  einer  negativen  Grösse  an  die  am 
Caiirhy*s  Cours  d^analyse  de  l'^^coie  royale  poiyt  be- 
kannten Gleichungen 

(log  a)  =  log  a  +  'I/c^V^l ,  (log  ~  a)  =  log  a  +  (2A. + 1)  « 

wo  loga  den  reellen  Werth  des  Logarithmus  der  positiven  Grösse  a, 
dagegen  die  Grossen  auf  der  L4nken  den  Complex  aller  Werthe 
des  Logarithmus  liedeuten  sollen ;  k  und  },  sind  positive  oder  ne- 
gative, beliebige  ganze  Zahlen. 

Dieses  Resultat  ergiebt  sich  leicht^  wenn  man  die  imaginrire 
Exponentialgrüsse  e»v"— i  so  definirt,  dass  «ie  aus  der  für  be- 
kannten unendlichen  Reihe  hervorgeht,  nenn  yV~-l  an  die  Stelle 
von  y  gesetzt  wird.  Dadurch  erhält  man  deünitiv  cJ'V^^= cos  y 
■j-V^'tany,  .Ist  also  a;+^^=T  der  L<^arithmus  der  belt^bigen 
Grtose  m,  sohat  mana=««(coS3f-|-V^r*sln^)'  weshalb  sin^^O 
und  e'cosv^a.  Wegen  der  ersteren  dieser  Relationen  \Biijß=k% 
cosy=(— 1)*^,  (— l)*^c*  =  a.  Ist  daher  a  positiv,  so  muss  ^ge- 
rade und  e^~a  (d.  h.  .T=|oga)  sein;  wenn  aber«  negativ  ist.  so 
ist  nothwendig  k  ungerade  und  =z  —  a  (d,h,x~  log  —  «).  Folglich 
wird  x-{-1/^^^  =  iogai~2k■!ti^~l  ,  oder  —log  — a  +  (2;.4^1)Tty -f, 
jenachdem  a  positiv  oder  negativ  iai^  wa^  oben  behauptet  ^\urde. 

Demnach  ist  jeder  belieEige  Werth  von  log  sin  9  Degriffen  in 
deu  Formeln 


1) 


(logsin9)  ^logsin\p4-^^^  -^l' 

( log  sia  <p  )  =  log  —  sin  9  +  (  2A  + 1 )  Ät^—  1 ; 


Indem  die  erste«  oder  die  zweite  verstanden  wird,  jenachdem  fbft 
ersten  und  zweiten,  oder  Im  dritten  und  vierten  Quadradtetf  encligt 

Ich  nehme  endlich  an,  dass  in  dem  Integral/  ^qtiogBiDfpd^ 


Integral/  '^9logsij 
iten,  oder  im  dritter 


iür  alle  Bogen  9,  die  im  ersten  und  zweiten,  oder  im  dritten  und 
vierten  Qua(1ranten  endigen ,  resp.  k  und  X  einen  unveränderiicbeP 
^Veitb  behalten. 
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1.  Das  bestimmte  Integral  /  "^(plogsin9ii(p,  In  weichem 

J  0 

eine  poj»itive  ganze  Zahl  anzeigt. 


Fahrt  man  fiBrsin  9  den  gleichbedeutenden  Amtdruck  J:^  l—coatp* 
cb.  indem  da«  obere  oder  untere  Vorziehen  zu  nehmeD  ist,  je- 
QMndem  der  Bogen  9  resp.  im  ersten  und  zweiten ,  oder  im  dritten 
imd  vierten  Quadranten  endigt ,  und  entwickelt  den  Logarithmus 

in  oin<»  unendÜrho  (^ves^en  cn8  9*<l  convergirenrle)  Reihe,  so 
erhidt  man  nach  einer  von  selbst  verständlichen  Bezeichnwigsart: 

2)  A*"^*^'^9logsin9ii9 


uü  7/1  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Wendel  man  nun  auf  das  erste  Integral  zur  Rechten  die  allge* 
meinate  Reductionaformel  an.  Indem  man  coa<|pSJPilq>  aerlegt  in 
CO892P— 1  cos  91^9^  und  den  letatern  Factor  integrirt>  so  erhalt  .man 
d«n  Ausdiudc  '  - 

{peos92i>—  i  sin9Hh^co89^i>  +(2p— l)ycos9*J»— *  sin9*<<9. 

Zerlegt  man  aber  letzte  Into^rai  dadurch,  dass  man  i-<'Coa9* 
för  sin 9*  nimmt,  so  entsteht  nach  der  Zusammenziehung 

^^ipcosip'iP-  1  sin9  +  ^cos9^^  -^{'Ip  — l)^^>cos^^f'^^ dcp. 
Belehnen  demnach  mund  ji  zwei  positive  ganze  Zahlen,  ao  wird 

7*^9  cos  9^  il9=         /*"^«P  coa  9      *  <i9. 
mJT  ^/  mJr 

Diese  Reductionaformel  kann  nun  auf  daa  Inte^j^ral  aar  Rechten 
von  Neuem  angewandt  weiden  u.  s.  f. ,  da  ea  aus  dem  zär  Linken 
hervorgeht,  wenn  in  diesem  p  statt  p  geaetzt  wird*  Auf  di« 
Weise  kommt  durch  gehirlge 


4,/%co.^«-,:=-*^(..l-««).I^|^-=i). 
Pflhrt  man  dleaen  Werth  In  2}  und  3)  ein,  ao  wbd/  . 
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6)  A*"*'^«pl.»girtö<|)A|. 

.  Es  liegt  ttM  oml  ob,  die  Uerio  «ithaltene  SjHiime  vod  unendlich 
vielen  Oliedeni  zu  bestimmen.    Zu  dem  Ende  versuche  ich  die 
Smnmatlo.i  der  aUgmeinen  Reihe,   deren  aligemeine»  Glied 
1  l,3.5..(2y-l)  ^  lat,  welche  fllr  jeden  Werth  von  x,  dessen 

ahsoluter  Werth  klem^^  als  die  Einheit  ist,  convergirt,  woToe 
man  sich  durch  den  einfachsten  Satz  von  der  ConverR«»  d« 
Reihen  soeleich  überzeugt  Die  SummafioQ  gehngt  mittelst  üsr 
bekannten  Binoraiabeihe: 

Denn  diTidirt  man  mit  x  und  muAtipiicirt  mi  dx,  ^(^  entsteht  durch 
Integration  / 

const+yj^ — 5~ — ^-p^i  pSXäTTTrV^ 

Hiernach  ist  das  Intep^al  nnf  der  Linken  zu  bestipimen»  nnd 
.   awnr  so,  das«  es  für  jpäO  verschwindet.  p^dx 

IVlan  zerlegt  es  abe^  in  die  hMen  f^^ryzr^  J~^* 

von  denen  das  letztere  unmittelbar  bekannt  ist,  indem  es  den 
Werth  -log^  hat.  Was  das  erste  betrifft,  so  wird  es  rational 

durdi  die  Substitntion  ^Y^^U^  "ämlich  Az:^?'  welches 
letztere  wieder  zerlegt  wird  in  + f-^,  also  den  Werth 
loff  liaA.  Fuhrt  man  für  «  seinen  Werth  ein,  so  wird 

^        2  log  ( i  +  V  irj) , 

und  wenn  mau  es  iür  a;=0  verschwinden  lasst: 


0 

Demnach  ist 


V 
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2 


für  jedes  ^7-,  dessen  absoluter  Werth  kleiner  als  die  Einheit  ist 
Hier  ist  jetzt  a:=l  zu  setzen;  allein  es  muss  zuvor  nntersncht 
werden ,  ob  die  Summe  auf  der  Linken  noch  lür  diesen  Werth 
convergirt  Das«  dies  iHtUich  statt  finde,  erheUet  aus  einem  Tbee* 
rem  von  Raabe*),  welches  uns  auf  die  Grenze  des  absolnten 

Werths  von  (-=2  l)fi  hinweist,  wo  »I»  das  allgemeine  Glied 

ist.  Ist  diese  Grenze  grosser  als  die  Einheit »  so  findet  Convergenz 
statt*  Uosere  Reihe  eotspricht  bud  Id  der  Tliat  dieser  Bedioguog, 

da  man  leidit  MtiC^  1)«^ — "weichest zur Grense hat 

2+1 
n 

Setsen  wir  also  in  7)  ^^1»  so  wird 
Deshalb  ist  nach  5)  und  &) 

8)  /^^*'""*'^Nlogsin9rf9==^-i«'lo«2(4m+l)+it««t^.(4m+l>, 

%y  2m9r 

9)  f  9logsin9««9=-i«*l^g2(4ili-^l>-*^^^*^^  •  (^-1) 

Setzt  man  in  der  ersten  dieser  Relationen  m—  1  ftir  s»»  und 
addirt  dann  8)  und  ü),  so  entsteht 


%J  (2»»— 


9log8in(pi^ 

(an»— 2)'»^ 

log2(2?»)'  +  ifejt'V^^ ,  (4j»-^) \^^^^^yf^ .  (4i«~  I). 

Nimmt  man  nun  für  m  nach  und  nach  die  Zahlen  1,  %  d^«..ifi 
und  addirt  alle  dadurch  entstandenen  Integrale,  so  %vird 


9ldgsin9<2q> 

0 


-;ÄMeg2(iw)»+*«*^-l(2ia- -l.(2»ii+l)i% 


2 

oder 


*)  ZeiUciirift  für  Physik  und  MathfmstiJr  toa  Baamgarto«r  und 
t.  Ettuigthausen.  Wien  1891. 
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10)  f '^'^viogantpdv 
J  0 

=- 1 (2m)«  [  log  2- Ar  4^:^.  a- ^  )  -  a +^)] 

Addirt  man  hiezu  da^s  Integral  8),  80  ergiebt  sich  nach  leicbteu 
ReductioDea: 


U)  f 


O 

Daher  ist  jetzt « 

12)  /  "^iplogsin<;>ilcp 

wo  daä  obere  oder  untere  Zeichen  zu  uehmeu,  und  a  =  0  oder=:l 
m  setzen  Ist,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  int 

Int  n=l,  so  wird — ^  unendlich,  allein  die  ganze.  Betrach- 

«—II 

tung  lehrt,  dass  dann'^^^  a^t  — L-)  ganz  zu  vernachläs- 
sigen ist,  indem  der  Logarithmus  fSr  diese  Integratlomfgrciineo 
D&fat  inagiDfir  wird.  J>aner  ist  für 

Hvelche  Formel  als  Ausnahmefall  yoq  12)  zu  betrachten  ist 

Versteht  man  in  dieser  Gleichung  unter  log  sin  <p  nur  die 
reellen  Werthe,  welche  es-  zwischen  <p=:0  und  «p=9r  jedesmal 

erlangt ,   so  verschwindet  k  und  es  wird        9  log  sin  <p</(p  =. 

— i9r^lo^2.  Dann  ist  der  von  Hill  angegebene  Werth  richtige  in 
allen  andern  FäUen  ist  er  &lsch* 


U.    Das  bestimmte  Integral  ^"^logsiQqMlip»  in  weichem 
n  eine  positive  ganze  Zahl  anzeigt 

Der  Werth  dieses  Integrals  zwischen  den  Grenzen  0  und  \^ 
^ifd  am  lerchtcsten  durch  das  Integral  J    9  log  sin  9^/9  besthmit 
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Deou  zerlegt  man  das  letztere  vdn  9=^0  bit^  a>  — ^wj  uod  von  9— 
in  bis  9  — Ulli!  transforniirt  den  zweiten  Theil  durch  die  8ul>- 

stitution  9=s:ff— <p'»  so  ündet  maD  sogleieli  /  ^^log8iDi|>iiip= 
-  /    (piogtuQfpdfp'         ist  nach  13) 

14)  y^^*^  log  810  qi«J«P  =  - 1 «  ( log2  -  2ihc r^). 

Da  nun  nach  dem  Begprile  eines  bestimmten  Integrals  afs  der 
Greoze  einer  Summe  von  vnendJich  vielen  Elementen  offenbar 

j^io^ sin cpdip  ~J log 6iü(pdcp  ist,  so  ist  ferner 

.15)    f""  lag  sio9rf(p=-ot(log  2-2A-Jüt  ~1). 

t/  0 

Gast  nach  deri^elben  ^Micht  ist  /  ^"log— 8in9«{(p=/  ^log  sinqidcp. 
Da  Ulm  log-r  itin9=:logsio9-|-(2A.-|'l)sV~^9  so  ist  /  ^Uig/nwpdcp 
■= /J^iogsinipc^  +  (2A.+l)  «iTZTl/ ^""^qi,  folglich 

I  r 

y^*^  log  sin  9<^<p  ^J^^  ^  ( + 1 


y^^'^log  sin  9ci9  =  -2   [log  2  -  2A-;r1^~  1  -^«t^-lj. 

Dieselhen  Werihe  haben  die  Integrale  von  bis  47r,  von  4jr  bis 
^3  u.  s.  f.;  demnach  hat  man  allgemein 

16)  y^^'^log  si n  9^/9  =  -  2iii:r  [  log2  -  ^hft^^l  -         n  V^]-  - 

^un  zerfalle  man  log  sin  9^/9  von  9  =  0  bis  9=2ffi3r, 

«od vou9=:2wiwbis9— (2m+l):r,so  erbidt  maH,da  /  ^  ^ •'^iogsin9<i9 ^ 
^  / ''log sin 9(^9  ist,  nach  16)  und  15) 

1/)  /  logsiii9e(9 

J  0    _ 

= ^  (2m +.1)«  [  log  2  -  1  -  ( 2A  + 1 ) 

Fvlfilich  ist  .ailgemeiu 

,  .18)  y^"^ log  sin  9^9 

^-w;r[iog2-2/-^^^r-?^  !L:z««4^rr|, 

TUcil  VI,  18 
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lodcm  oian  a—0  oder  =1  n  setzeD  hat,  jenachdeni  «  gende 
oder  ungerade  Ist 


III.    Sumiiiirung  einer  ßeihe  mittelst  Transformation  dtb 

Integrals  14). 

Macht  man  in  dem  lategial  i=  /     log  M  94^9  die  SvbelUa- 

y^i  \o<'xdx 
^  Dammnadifiem 
0  ^  1  — j:'« 

Lehn«itiea-*^)~i-l='^* 


aa  ist  /^*log^<i4a-**)"^lJ--/^'log;tiiar'^''^^?^ 

£a  ist  aber yir^ios;i:cü::^-^^^^'Jy (^ip*  ^^^^«'^  ^  °^ 
aidfr  leicht  venncberl,  das«  log«  mr  a;=rO  madniMet, 

y^^j?2fiogj:</j^-...    .         Daher  wird  /  ^logJfir[(l-a:*>-Ul] 
P=3c      1        1.3.5..(2«-1)  .     pi.       .  , 

•=1  (*2y>  +  l)^  ».4.0#...  J  0 

ni  logxda:  _    I    y=S<P        1  1.3...('>/>-l) 


80 

oder  nach  I4) 


2.4.6....  %i  '  *4»fr' 


folglich 


oder 


21)  /*'Afc»to;rAr^,^ 


•)  Der  Factor  ^Y^i^  hier  TcrwAwiedieB,  ^a  /*^'^^  mi 

der  V  orauÄseUung  den  Werth  —  ^^IfYj^  hat,  dm  uater  Imgx  4«f  re- 
olle Wertfi  vcr«t8ii4ca  viri. 
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lieber  eine  geom^rteehe  Aufgrabet 

Von 

dem  Herausgeber* 


In  der  von  Herrn  Director  Riimlcer  m  Hamburg  heraus^e- 
gebenen  trefltlicheD  vierten  Auflaee  des  Handbuchs  de  r  Schi  ff - 
iah rts- Kunde.  Hamburg.  lS4.,  welche  so  eben  erschienen  ist, 
fiat  Herr  Hofrath  Gauss  S.  81.  —  S.  84.  eine  schöne  Auflösunj»  der 
fulgeiiden ,  auch  von  Herrn  Director  Rümker  fil*  72.  aufgelösten 
Aufgabe  gesehen: 

Aus  drei  In  einer  und  derselben  geraden  Linie 
liegenden  Punkten  Jf,  üf,,  ilf,,  deren  Entfernungen  von 
einander  bekannt  sind,  werden  zwei  an dere  mit  jenen 
drei  Punkten  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  j$  und 
iS, ,  deren  Entfern  vm  1?  von  ei  n  ;i  n f! er  ei chfai Is  bekannt 
Ist,  gesehen,  und  in  den  V  u  nki  o  u^M ,  ,  die  180' 
nicht  uhertseigenden  Winkel  SJilJS,,  SM,S^,  SM^S,  , 
welche  die  vuneinemjedenderPunkte  iU,  ilf,,  nach 
Sundes,  gezogenen  Gesicbtslinien  miteinander  ein- 
•cfclieeeen,  semessen.  Man  solidie  gegenseitige  Lagf 
der  fünf  Punkte  jtf»  Mi,  Jfg  und  S,  bestimmen. 

Ich  hoffe  die  von  Herrn  Hofrath  Gauss  gegebene  Auflösung' deo 
Lesern  des  Archivs,  denen  wohl  nicht  allen  das  Handhucli  derSchiff- 
fahrts-Kuude  zu  Gesicht  kommen  dürfte,  in  einem  späteren  Hefte  mit- 
theilen zu  können,  und  will  hier  mir  in  der  Kürze  zeij^en,  \%  \e  sich 
vier  verschiedene  Auflösungen  des  vorliegenden  Problems  aus  den 
bei  Gelegenheit  einer  uudern  Aufgabe  in  der  Abhandlung  Archiv. 
ThLTV.Nr.  XLH,  von  mir  entwickelten  Olelcbungen  ableiten  lassen. 

Ich  nehme  wie  a.  a.  O.  die  gerade  Linie,  m  welcher  die  dxe\ 
Punkte  M,  J/,,  ilf,  liegen,  als  die  Ahscissenaxe  eines  rechtwink- 
Ilgen  Coordinat^nsystems  an ,  und  bezeichne  die  bekannten  Coordi* 
'Baten  der  Punkte  Jf,  ilf j ,       respective  durch 

Ä,  0;  «1,0,  a,,  0; 

die  unbekannten  Coordinateo  der  Punkte  j$und  5,  durch  a:,y  und 
'^xiVr  Ferner  bezeichne  ich  die  180^  nicht  fitiersteigenden  Winkel 

SMS^,  SM,S,,  SM^S,  ' 

reihst  oder  deren  Ergänzungen  au  180'',  jenachdem  man  sich^  um 
respective  von  dem  Punkte 

üf,  M,,  if. 


18 


♦ 


I 
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durch  den  Punkt  S  zu  doni  Punkte  S^  zu  G:elangeo,  nach  derselben 
Richtung,   nach  uelcher  ninn  sich  bewegen  iiniss .  um  von  dpiii 

Eositiven  Theile  der  xVxe  der  ./  dm tii  den  rechten  Winkel  (dv) 
indurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  zu  gelangen,  oder 
iiaeli  der  eotgegeoge^etzten  Richtung  hin  bßwegen  musi»«  durch 

«1*  ««; 

die  bekannte  Entfernung  SSg  4nrch  2e,  und  setze  wie  a.  a.  O. 
also 

Daun  habe  ich  wie  a.  a.  O.  S.  303.  Nr.  35)  zwischen  den  Grössen 
M»  t>j  Ui,  Vi  die  drei  folgeodeo  GleichuDgen: 

«i*-H[»i*+2co*a.(M?\  —  rM, )  — 2««— *2aootft.  f!i=— n* 

3)   J  m'+I?*— Ml'— rj*-f-2cotce^.  (ffCi— — 2«^?«— 2«iCota^.i?^^  — Ci', 

zu  denen  nun  wegen  der  bekannten  Entfernung  2e  der  Punkte  Ü 
und      von  einander  die  vierte  Gleichung-  •  > 

kommt. 

Mittelst  der  drei  ersten  Gleichungen,  welche  in  Beziehung  aui 
die  unbekannten  Grossen 

\ 

vom  ersten  Grade  sind,  kann  man  auf  dem  Wege  gewöhnlicher 
algebraischer  Elimination  jede  drei  dieser  vier  Grössen  durch  dl« 
vierte  in  linearer  Form  darstellen,  so  dass  man  entweder, 

y 

oder 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

7) 

gesetzt  wird, 

8)  tWi^tu.^A"  +  B^t,  u=A\-{-B\t,  v^=A\+B^tU 
oder  endlich,  wenn  der  Kütze  wegen 

gesetzt  wird, 

# 
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erhült,  wo  die  sätnnitlifhon  durch  dir'  Symbole  A  und  ß  bezeich- 
neten  ('oeflficiontrn  aU  ht'kaTüit  zu  fM-lrai  hten  »ind.  ' 

Wafl  iiuH  /Aivörder^t  die  erste  dieser  vier  AuUösungeii  betrifft, 
SO  eibält  ma«  aus  den  Gleichungen  5)  mit  Uölfe  der  Oljti^ 
chuDg  4)  leicht  die  Gleichung 


*-  \ 


also 

aod  folglich  verm«ige  der  Gleichung  4) : 

Wie  man»  weno  man  mittelst  dieser  Gleichung,  welche«  ge* 
bSrig  entwickelt,  vom  dritten  Grade  ist,  bestimmt  hat«  mit  Hiilfc 
der  Gleichungen  4)  und  5)  au6b  0,  tf,,  änd  daim  .mittest  der 
Gleichuüpen  2)  auch       ^\        yi  bestimmen  kann,  unterliegt 

kßiDcm  Zwei  Tel. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  6)  mit  Hülfe  der 
Gleichung  4)  die  Gleichung 


also 

vxiA^-^B\iO-{A\-S-B\v,) 
rad  folglich  wegen  der  Gleiciiung  4): 

woraus  sich  nach  gehnriger  Entwickclung  zur  Bestimmung  von 
wieder  eine  Gleichung  des  dritten  Grads  ergiebt«  Hat  man  va\U 
Mst  dieser  Gleichung  gefunden »  so  lassen  sich  dann  mittelst  der 
Gleichungen  4),  6)  und  2)  auch  leicht  die  Grössen  ii,  v>  tf|  und 
V\     >  Vi  bestimmen. 

Ans  den  Gleichungen  8)  und  4)  ergiebt  sich 

( +  B\t)  (  A\  +  B\i)  - 1)  V^^ä^  Ä" + , 

_ ( A\^H\t)i^A\,  {-B"J)~  (A!'  f  iro 
Fuhrt  mah'  nun  diesen  Werth  Von  v  irod  dtfn  Werth  . 
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in  die  GleiclittBg  7)  mn,  so  erbilt  mao  mit  U^He  der  GkielHiiig 
4)  die  Gleichung 

welche,  ffehörij?  eutn-iekelt,  wieder  zu  eio'er  Gleichung  des  dritten 
Grades  uihrt.  Hat  man  aber  mittelst  dieser  Gleichunii  i  gefundeo, 
HO  köiiueu  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekanoten  FormelD  anch 
dto  übrigen  unbekatmlen  GrOnsen  ohne  Schwierigkeit  beetunmt 
werden. 

Endlich  erhält  mao  ai»  den  Gleichungen  9),  10)  und  4)  die 
Gleichung 

to = ( A"\  +  B'\  w )  ( A'\  ^B^^to)   ^ 

oder 

14)  \iü^(A'\^ß%w)(A'\-^B%w)^^ 
=^e^-(A"'^+B'\w)^  [e^+A'^+B^w^  +JEr^)»|, 

welche,  gehörig  entwickelt»  wieder  asn  einer  Gleichung  des  driiki 

Grades  führt. 

Von  diesen  vier  Auflösungen  wollen  ^vir  nun  bloss  die  erste 
etwas  n  eiter  entwickeln.  Wenn  man  mittelst  der  Gleichungen  3) 
die  Grössen 

simmtlich  durch  die  Grösse  u  ausdruckt «  und  der  Kflne  wegen 

15)  iV=2(a— aJcotÄCQta4+ 2(04— a»)  cotaico^^  +  2(a^— a)  cota^  coto, 

Z=  —  "iai  ( a  —  a, )  cot «  cot  «i 

— 2a*  (  «i  —  «a  )  cot«!  cot«t — 2ai  (  o»  —  a)  cota^cot« , 

3=4aä(a— ai)cotacot«i 

-f  4a  (a|—  a  j| )  cot   cot  a  ^  -|-     (    —  a  )  cot  cot«, 

— ai(aj  — a)(aa  +  a)cotaj— a,(a  — a|)(a+ai)cot«t, 

3^ = 2a  (  Ot  —  a»  )  cot «  +  2ai  (  a»  —  a  )  cot  a^  +  2«,  (a  —  a, )  cot  » 

Z»:--(ai~o*)(«t  +  «»)«»*« 

— (a»  — a)(a»+a)cot«4— Cfl  — a,)(a-|-ai)cottf», 

3^  =  2(«j  — a»)cot«  +  2(a2  —  a)cota^+2(«-"a,)cot«» 

setity  so  Ist 
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« 

im  Obigea  also  ' 

16)  Ä=^;  A,=^.  It,=  ^i  ^.  =  §.  i».=  | 

ZV  SCtZPTl. 

KotwAckeit  man  aber  die  iUelebnng  11)  gdburig»  ao  erhäK  man : 

17)    0=  A^^-^(e^-{-A){e^-Ai) 

+  |e»4>i9|H(«^  i'A)Bl^2(A^t^Ä^£t>'^2A^IiB^  ^«a 

Die  weitere  Entu jfkolnnir  des  Vorhergehenden .  insbesonflere 
auch  der  dr^i  librigeu  ubigeii  Auüösururfn ,  überlrisse  Ich  deu 
Lesern,  und  bemerke  nur  noch,  dass^  wenn  auch  allertlings  im 
Vorhcri^^eheDden ,  da  die  gerade  Linie  ^  in  welcher  die  Punkte  M, 
M^,  liegen,  als  Abscissenaze  anj^nomnieD  worden  ist»  die 
Lage  der  Punkte  S  und  5.  ge^en  dieKe  Linie  und  die  Punkte 
3/,  ,  jlf«  hestiiuiut  woraen  ist  ,  daraus  naturlich  immer  auch 
flicht  eine  bej^timmunt;  der  Lajje  der  Punkte  M,  M^,  1^1.^  und 
der  p^eraden  Linie,  in  welcher  dieselben  liegen,  geiren  ilic  Linie 
SS.  und  die  Punkte  jS  iid4  S^^  abgeleitet  werden  kann,  uas  hier 
nicht  weiter  erlfieteff  an  wer^Hi  Immeht 

Zuni  Schluss  erlaube  ich  mir  endlich  noch  ^n  diejenigen  Leeer, 
welche  In  der  Schifffahrta  -  Kunde  erfahrener  und  bewanderter  als 
ich  sind ,  die  !"r;\<,'e  zu  richten ,  ob  nicht  eben  so  wie  die  vorher- 
gehende Aufijabe  auch  das  in  der  Abhandlunij  Tbl.  fV.  Nr.  XLIL 
von  mir  aufgelöste  Problem  bei  der  ISchiflYahrt  nützliche  Anwen- 
dung üiiden  kaun.   Wen^stens  scheint  mir  diese  letztere  Aufgabe 
den  besonderen  Vortheil  darzubieten,  dass  man  bei  derselben  die 
Entfernung  der  Punkte  S  ond  St  vou  einander,  überhauiit  deren 
Lage,  gar  nicht  zu  kennen  braucht.   Wenn  also  ein  8chin  bei  no- 
verändertem  Turs  in  vier  Punkten  ,  deren   Entfemuns^en  von  ein- 
ander (lur(  Ii  die  bekannten ,  auf  der  Nee  gebräuchlichen  Mittel  be- 
stimmt worden  sind,  die  Gesichtswinkel  zwischen  zwei  ihrer  Lage 
.  nach  ganz  unbekannten  Landroarken  gemessen  hat, .  so-  ISsst  sich 
ans  diesen  Datis  mit  Hülfe  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  immer 
die  gegenseitige  Lage  dieser  beiden  Landmarken  ami  der  vier 
Oetär^des  ^Sc^iffs 
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■ 


Heber  einige  Integrale  ^  welclie  sonio« 
metrische  Fametianeii  inTOlYireii. 

■ 

V«ft  dem 
Herrn  Dactor  O.  Schlömitch, 

^  I 

PrivatducL'uiiui  au  der  Universität  zu  Jena. 

n    'III'»' ■  '.  ;    I ;  iw  1  '  ,  '■\\'s  f(  «>|ff 

■    '  'l                         Ii                   .  ■    •  •  •»   1  •        f  •  .  MI     -  1  lll 

»  1  .:  ,        *  ■-■  .■  .  ..  »1  ••  ,  .  .    S'»;'  '  •.  ftl  »'»'« 

l^urch  ( 7/ —  1  JmaÜije  pilK^reDzifttiöp  der  Ueka^nten  Gleicl^ng^ 

•  ;  ;«  '  '  cos  ( Aictan -) '  t*l 

•  /    <i-^<"cos  6^«/^  =— =  JL'  ^ftlf 

c/ 0  .    '   ..Ä'-^r^p^.  .....  Jdii".: 

.  .'»'"1.1  r'-.'.-"-.':|  ..'ii  t::' .  iL.'^r  ?:fj» nivS 

i       ■'i   .  f.  ::'  t        ;  ■     I  .    •  ■  .    •    .    ,  .      ,  ■ 

näich  a  als  unabh.'ingiger  Verfinderliclien  hat  nuiö  ^pIseoafi^iMjW 
■  /     1  '  l«2.3i....(ti^l)co«.(ii>Uolv)^ 

;  r         :  •.    ■  ,  ■                             f  — 1;  s:it  ( ;/ Aictan^ 
/  1  e—a* sin bw dx —    m  t^ty* ^ 


^         :       ■  .  A .  f7i  —  1  ;  s:it  (;/ Aictan ^ 

«vdclie  aach  allgemeiner  fttr  jedes  gebrochene  n  gelten,  wenn 
statt  l.*2.3 — — 1)  die  Ganimafunctioo  2i^)  aetxt 
Es  ist  dann'  für  jedes  beliebige  p : 


^t.  8.  hierüber  einen  Aa£f8ta  de«  Herra  Ueranageben  in  Cielle'« 
Jouraal.  TiiL  Vllf.   iS.  116. 
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jü»- J        sio     i«ar  =i=.-  ?1 . . . .  (2 ). 

Von  diesen  Gleichungen  lassen  sirli  einiuc  sehr  wichtige  Anwen- 
dungen zur  Entdeckung  auderwciter  lutegraJe  machen»  von  denett 
nur  einige  specielle  Falle  bekannt  sind.  Huiml 

Wir  erinnern  ;^uvürderi5t  an  die  folgenden  beiden  bekannteo 
Integrale : 

y^^^da:=^—^—^,  l>iL.>0....(3) 

«reiche  man  leicht  aus  den  ersten  Eigenschaften  der  Gammafuucüo- 
neri  ableitet*).  Setzt  man  w—kt^  wo  i  die  neue  Vetfinderlichet 
ii  eine  wHIkührliche  Constante  bedeutet«  ko  ergiebt  sich  leicht: 

0    ^        2rCit)  cos  i^ta  ^ 

r 

0  2/^(,a)  Sin  4iit:t  ■  ^  ' 

von  welchen  Formeln  wir  so^s^leich  Gehrauch  machen  werden. 

Wird  in  der  Gleichung  (1)  t  für  6  gesetzt ,  beiderseits  mit 

^  multiplicirt  und  darauf  nach  i  awiscben  den  Giince»  tcdt^,  issm 


integrirt,  so  wird 


cos(p  Arctan  -) 


Man  hat  hier  aul  der  linken  Seite  einen  von  den  glücklichen  F&l- 

len,  in  welchen  mnn  l)ei(le  Integrationen  ansfiihren  kann/ wenn 
man  die  Orclnuni»:  derselben  umkenrt.  Integrirt  man  nämlich  lauerst 
nach  t,  80  ist  das  Doppelintegral  links  gleich  dem  folgenden: 


*)  M.  9.  den  dritten  Abachnitt  meiner  ^»Beiträge  zur  Theorie  bettimm- 

tw  Integrale.'^  '  '       .       *  . 

Tkell  VI.  18«  • 
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m 

xt 


dt. 


in  welchem  sich  die  Inteijratmn  nach  t  mit  Hülfe  der  Gleichung 
(5)  für  ttod  /i*=^  bewerkfitelligeo  lässt    Es  ergiebt  sich 

Dämlich 

2r(jjf)cos4^Ä^  0 

ffiec  kann  wieder  nach  «  integrirt  wetdea,  weon  »an  «ich  a»  dit 
Formel 


jetzt  ia  das  lolgende  über; 

und  es  ist  folglich  mit  HüUe  der  Gleichung  (7)  nach  beiderseitiger 


Divisioo  mit  r(p)i 


eoXyArcta/)  .^^^^,!^   

l>5r>0  ) 

Hier  ISsst  slc]i  nun  das  Integral  links  in  eine  aoderc,  viel  beque- 
mere Form  bringen,  wenn  man  nämlich 


Arctap  -  =  « 
a 


«etat  Es  felgl  bieraufl 


adäf 

Man  bat  aber  auch  unmttlelbar 

il  (Arctan  -)  —   ff^^  =  il*  , 

mithia 

1   da: 

eder  wenn  man  fBritt  den  oben  gefundenen  Werth  setit: 


203 

1  COS*  X 


d'  + 1*  ä 

¥m9t  wird  für  <=od,  « =  Arctan  Qor=  ^  und  für  t  =  0,  jr= 

AidaBO=sOL  Barch  Substiintion  aller  dieser  Werthe  TerschwiDdet 
die  Conatonto  a  von  selbst  iiiid  man  findet: 

tu'»  iXpyt»)  »««^  (....(10/ 

l>ff>0 

eb  selir  bemerkenswerthes  Resultat«  dessen  AUgemeiobelt  man* 
chsild  Folgmngen  snUUist 


§.  IL 

Durch  ein  ganz  gleiches  Verfahren  kann  lT^aT^  ans  der  Glei- 
chuDg  (2)  ein  analaces  Resultat  ziehen.  Setzt  man  auch  hier  t  für 

4,  unltipUcirt  mit  ^  and  integrirt  Ifir  das  IntervaU  t^O  bis 

t=Qo,  SO  wird: 


IHrch  UnkebroDg  der  Integrationaordinuig  wird  die  link«  Seit« 


wobei  die  Formel  (6)  für  k^x,  n-^q  m  Anwendung  ijebracht 
worden  ist.  Die  noch  übrige  Integration  Ifisst  sich  wieder  wie 
vorhin  ausführen ,  und  man  erhält  für  die  iioke  »Seite  der  (vieichung 
(U)  den  Ausdruck 


2/(r/)sini5f3r  oP+f-l 
■ttbhi  Sieh  beiderseitiger  Division  mit  r(p)  die  Gleichung 

,    sio  (^yAreCan-^)  . 
gif'  rip) IXq)  ■  2ai»+*-i sin 

man  hier  wieder 

la«* 
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a 


I 


8o  erhalt  iiiaa  durch  ganz  die  nämlichen  RedaaÜoMo  wie  id  L, 

(lab  liesulUt 

I 

welchem  deni  io  (10)  gel\iudt?iien  analosr  ist.  Bemerkenswert  he  sp«-  : 
cielle  Fälle  der  beiden  (Tleiclmngen  (10;  und  12)  .sind  tulgeiide. 

1)  Für  p=2  steht  rechts  der  (^totieDt  ^](i±ll,  weicher 

durch  die  Bemerkung,  dass  r{q-\-l)  =  qriq)  und  /t2)=l  ist,  »icfc 
auf  q  redndirt  Man  hat  also: 

y^icot f  jraln  %xdx=  ^  ,  2>  ^>0....(14) 

0  28in|^ 

2)  Nimmt  man  in  (10)  und  (VI)  p  —  l,  und  bemerlt  ,  f?as* 
Pfl)  — 1  ist,  so  rediiciren  sich  beide  Formeln  aui  ein  gemeiaschait 

Hcheti  KebuiUt^  uamiich: 

«» 

y^icot9wdx^^-J^^ — ,  l>5r>0....(15) 

woraus  man  dadurch,  dass  man       ^  für  jc  sulistituirt ,  anch  aocfa  I 

das  folgende  ableitet:  I 

I 

3)  Fir  f  «rkUt  aian  ivehtB  d«i»  iQintienteti 

rix)    ^  1 

9 

bekanntlich  ist  aber /l^)r(l-9)-  -  — ;  filhren  wir  diese  Wert!« 

ein  und  bemerken,  dass  sin  5w^2sin4^3r  cos^^sr  ist,  so  ündeu  »ir 


Digitized 


aas 


4)  Seilt  man  In  Formel  (12)  r/=^l,  was  in  (10)  uicht  ge- 
scheheo  darf,  so  ergiebt  sich  für  Jedes  vo&  Noll  verediiedene  p : 


wie  auf  anderem  Wege  auch  LiouvUle  in  Crelles  Journal,  ßd.  13. 
8.  232.  gefuDden  hat.  * 


Velber  eine  fOr  den  Elementar -ITnter- 
rlelit  in  der  Trl^onomefrie  TorKttf^iieit 
^eeig'nete  jfletliode  zur  Urläuterun^ 
der  Bereelmun^  der  Tafeln  der  Sinu» 

nnd  Cosinus. 

Nach  einem  Aufsatze  des  Herrn  Lionnet,  Professeur 
au  College  royal  Loins-Ie  Grand,  in  den  Nouveiles 
Annales  de  Mathe matiques.  Journal  des  cimdidatu 
,8ux  ^coles  pol^echiiique  et  normal,  redig^  par  Ter- 
quem  et  Getmo*  T.  II.  Paria.  1843.  p.  216. 


Wir  nehiuen  im  Folgenden  den  Bogen  a:  als  positiv  und  uicht 

SrSsser  ais  die  Einheit  an,  wa«  lyekanntUch  för  die  Berechnung 
er  Tafeln  der  Sinus  und  Cosinus  völlig  hinreichend  ist,  da  man 
hei  derselhen  bloss  von  0  bis  45"  oder  vielmehr  von  x~0  bis 
;Er=0,  78539816  zu  eeben  brnnrbt .  und  legen  unsern  Betrachtungen 
die  beiden  folgenden  »Sätze  zum  Grunde. 

Weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 


frei  bearbeitet 


dem  Heraasgeber. 


ain;p<a?<tang;t 


ist»  so  ist 
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»tn  X .  sin        sin  jr 

,  ^  sin  ar^ 

Nähert  nun  t  sich  der  Noll,  so  nähert  cosx  sich  der  Einheit, 
uud  kann  derseltjen  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
X  der  Null  nahe  genug  kommen  iSsst.   Also  n&hert  sich  der  zni- 

««Imi  1  «od  tMX  Ucflnod«  firaeb        n  so  mdur  der  Eiahciip 

wtaa  ^  sich  der  Noll  nähert ,  und  kann  der  Einheit  beliebig  nah« 
febmeht  werden ,  wenn  man  nur  x  oabe  genug  liet  Noli  annimmt, 
oder  die  Einheit  ist  die  Gränze,  welcher  der  in  Rede  Atebcode 

Bruch  Kich  bis  zu  jedem  betiebigen  Gtade  nähert,  wenn  nao  ;r 
sich  der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Chrade  Däbera  iisst* 
Ferner  ini  bekanntlich  aügemeio 

«Dd 

coa  iof = 1  —  2  sin  |jt* , 
also  nach  der  vdrbergebeoden  Gleichung: 

1)  sio  jr>=28in|jr— 4sin^ar8iD4x*. 

Weil  nun 

m^X<ix,  8inJjf<Jj:,  6mlx^<,^x* 

ist,  ao  iat 

4sin^jcsin^jc*  <Jx', 

und  folgiicb  nach  1) 

^Setzt  man  hieriu  iür  x  nach  und  nach 

3^  3P 

2*  2*'  2«*""S^* 

«  -•      •  * 

so  erhält  man: 

aiiia?>2ain|-|l«S  sin2>*2sin^  "i-fi» 

sin?^>28in,^- i.  — ,  u.  s.  w.       '  .  ^  . 
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DÜcirt  n 

Reihe  mi 

.1,  2,  2«,  2»,  .•..2«^l 
addirt  und  hebt  auf,  was  sich  auihebeu  lä«6t;  so  erhält  man 

aUo  Dach  der  Lehre  voo  den  geometrischea  Progressioneo : 

— — >. — z — i*  r*^ 

f  w 

LiUist  man  jeist  n  his  Unendliche  wachse u  uud  geht  zu  den  Grän- 
xeo  über,  so  erhält  man,  weil  ^  sich  der  Null  n&hert: 

d.  i. 

Hieraus  ergiebt  sich 
also 

tind  folglich  um  so  mehr 

» 

Also  ist  ferner  nach  dem  Obigen,  wie  man  durch  MultipUcation 
leicht  findet: 

«ittJtJtsinlje*>^ -.^  +  4  £^ 
and  folglich  um  so  mehr 


Multiplicirt  man  nun  auf  beideu  ^Seiten  der  Zeichen  ^uach  der 


sin 
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4,loi!*«iiii*'>;y  1^. 

uuü  datier  uach  1^ 

Setzt  man  mm  lueiriii  fär     oach  und  nach 

_      «I?        «SP  X 

so  erhält  man 


und  foli^'tlch,  weoD  man  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen  nach  der 
Reihe  mit 

1,  2,  2%  2^  2"-l 

'   multiplicirt»  dann  addirt  nnd  aufhebt»  was  sich  autheben  lässt: 


also  Dach  d«r  Lebe  von  den  geometrischen  ProgtewioneD : 


oder' 


^  ,       1  ,1 


— — ^  TII      57~T*  ' 
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Lässt  man  mw  n  in  s  UiiMMilidb»  itmAm»  ttnd  MÜt  <iM  Gttfr- 
zen  Uber,  so  erhält  man  , 

oder  ^ 

3).  •liijir<jrX^jrB  +  ^^^jc6. 
Hieiaiui  ergiebt  sich 

«nd  XolgUdi 

also,  wrti  mtm  den  i^iiiachtcn  VorauMetzungen  - 

offenbar  eine  negative  GrOsse  ist^  um  so  mehr 

woraa^  miin  ferner  mittelst  de«  Voiheigehendeii  durch  sewOhDliehe 
Muitiplication  leicht  erhält: 

» 

al«o>  weil 

offenbar  eine  negative  Grösse  ist,  um  so  mehr 
und  folglich 

4 sinjjtsin i jr^^ i£l . 

Daher  ist  nach  der  Gleichung  1) 

«injr>2«in|x'-^  ^-f  ^-1.-^.  ' 

2'     2^  2**> 

TJttU  VI.  '14 


■  « 
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sin  5  A*  sin  ^  .t** 


4 sin  i:.Visiii]  . 

uuü  daher  oacb  1^ 

'    -4  _ 

•  ** 

Setzt  man  nun  hierin  für  a;  nach  ^ 

^   2*  2*' 


IT. 


erhält  niao 


viitfn  der  Gleidiheiitmlck«»  ^ 


•      »1/  «Cr       -  »Cr 


inulti)iUcirt,  dauD  addirt  und  auf 

«ü.vs-i"«i»^— ijH-J^-■ 
+^^ll  *  • 

-  { 

nisn  nach  der  Lehre  von  den  gi 


-  1 


sin^<'2sin,^^     2»  ^"^^ 

aeijt,  ^vas        üiühebeu  lässti 

•  etfi*<lien  ProgresöioDen ; 


und  foUlich »  wenn  man  auf  bei 
Reibe  mit 


oder 


l 


sin  .r  .     2*  _  1 
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t 

Uoberhaupt  haben  Wir  also  jeUt  die  ioiigeti4co  tifänanvitlie 
vpij  ittiu  X  gefuodeD: 

p 

sin.v>  A  — ^jf*  , 

8i  D  or  <  -  ^  ^  s -|.      ^  ^  f 

aiox  >       jc« -  Wirf*' 5 

und  es  unterJiei^t  keinem  Zweiiel ,  wie  mau  aut  dem  obigeo  Wege 
[joch  weiter  fortschreiten  k«inntp,  was  sich,  wie  uns  scheint, 
zu  z.\v  eckiuä^iffen  Uebuoeen  iür  die  iSchüier  bei  lu  Lnternclite  be- 
nutasen  ISsst,  Jedenfalls  wt  aber  MhoQ  das  Obige  mehr  als  iiio- 
retchend,  um  die  Berecbming  der  Tafel  .der  Simia  m  zeigen.  Asxili 
wfirdeD  aioh  die  obigen  Betrachtungen  allerdings  veraUgemebieni 
lassen,  was  aber  bei'iii  Klomcntar  ünterrirftfe  in  der  Trigonometrie, 
In  dessen  Interesse  der  vorliegende  Autsatz  vorzugsweise  geschrie- 
beii  ki?it,  nicht  zweckmässig  sein  wurde,  und  deshalb  hier  zu  zeigen 
unterlassen  wird.  Dessuneeachtet  aber  würde  ich  eineia  die  Ver- 
allgemeiDening  der  obigen  Detracbtongen  sieb  zur  Aufgabe  macben« 
dea  Aufsätze  von  einem  andern  Verfasser  gern  eioenPJatz  in  dem 
Archive  einräumen,  und  eflaube  mir  daher,  die  Leser  desselben 
aufzufordern ,  diese  Verallgemeioentog  in  möglichst  eleganter  Form 
zu  geben  zu  versuchen,  ■        '.  ; 

Weil  bekauotUch 

eosjr^l-2sio^jr« 

nod  . 

Ist,  SS  isl  effsabär 

6).  cos^>l— ^jr*.  / 
Weil  ferner  nach  dem  Obigen 

nod  folglicb  um  so  mehr  * 

sm4jp«>^^i.|j, 

4P 


Digitized  by  Google 


212 

also 

ckfter  nach  dem  Oiugeo       .    .  ' 

6)  em»x<l-lx^^^x*\ 
Auf  ShnUclie  Art  ist  nach  dem  Obigen 

...  .  • 

und  folglich»  weil  anter  den  gemachten  VoraossetzuDgen 

offeabar  eiae  oegative  Grösse  ist»  um  so  mdur 

also 

2siD  1  a:*<  i  *a  -  ^       Tie  *^ 
Daher  ist  uach  dem  Obigen 

Auf  ganz  fibniiche  Weise  findet  man,  weil  nach  6äm  Ohige» 

ist:  / 

8)  C0S4?<l--i4f«+Ax*-^jr«  +  j^arS 
und  hat  also  für  coso?  jetzt  überhaupt  die  folgenden  Grä— w^tthei 

cosa;<l,  ^  * 

cos  :r  >  1  —  i  ar* , 

cos  a;  <  1  ~  ^a?"  +  j?*, 

CO«  «  >  1 4    +     X  *  -  ^    jr« , 

C08ar<l-ia:'»  +  ^^*-^^a:«  +  ^^5^arn 
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Auch  diese  Hechnungen  sind  einer  V>rallgemeineruDg  fähig,  wel- 
che zu  geben  verdieustlich  sein  uürde,  wenn  dieselbe  auch  für 
den  Elementar -Unterricht,  den  wir,  wie  schon  mehrmals  erinnert, 
bei  den  obigen.  Entwickeiungeu  vurzügiich  im  Au^«  gehabt  haben^ 
TW  geilogerer  Bedeutung  «eia  dflafte. 


Bin  Pawr  aOsemelne  Sügeiiaehaffteii 
der  Siiilersclieii  Integrale  zweiter  Art. 

Von  dem 

Herrn  Doetor  O.  Schlömilcliy 

PriTBtdDQcmten  an  der  Univer«ität  au  Jeaa. 


1* 


In  meinen  ^,Beiträgeu  zur  Theorie  bestimmter  integrale''  habe 
ich  einige  neue  attgemeioe  Eigeoschaften  dei  sogenanoteo  Gamma- 
inniEtionen  mitgetheilt,  welche  fiir  die  Theorie  dieser  Trans^o- 

deuten  ungefähr  das  sind ,  was  das  Bloomialtheorem  für  die  Theorie 
der  Potenz  ist.  Die  fraglichen  Sätie  erscheinen  dort  als  specielle 
Fftlle  weit  umfassenderer  Theoreme ,  die  durch  mehrfache  Integm- 
tionen  gewonnen  werden ;  will  man  aber  die  letzteren  TinvJ?ohen,  so 
kann  man  jene  auch  aus  den  ersten  Eigenscliafteii  der  iuiieredken 
hktegrale«  welche  in  den  Gieichuogen 

r(/»)  r-^^«^  1  e-«  dir . .  •  ( 1 ) 
r(l):^l,  r(w)  =  1.2.3....(ii-I)....(2) 

auBgesprocheD  sind»  auf  folgende  eehr  einlache  Weise  ableiten. 
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I. 


Wir  nehmen  unseren  AuÄlauf  von  dem  bekannteB,  für  jedes 
VOgerafie  /u  und  beliebige  u  geiteaden  Theoreme: 

Durch  DiffefeoeiatioD  deMelben  nach  tc  eigiebt  sich 

od«r»  wa«  «Im  NSmIicliv  ist» 

,  Setzen  wir  fs=z2m-^l ,  yso  mm  m  jede  game  positive  Zahl  he- 
dentea  darf,  so  wird 

C08(28ft4-l)u 

—  CO«  Ii  f  1  —  i — '  ^  (Irnuu)  ^  -^-^ —     \  d  ^  a  \  '     ^(28mtf)*— ,..] 
oder  wemi  der  Kürze  wegen 

Mg  ^1  Af  _(?L±1)^  M  _(wt  +  2)(m  +  l)m(m~l)  \ 
iH.-l,  Jf.  j-^,   j-^-j-^  ,J 

„  ■  im -f 3) im -f 2) (m 4- Drnjm - 1) («t 2)  ^  ^"       —  * 
 ^        1.2,3.4.5.6  >'t«'KJ  - 

geiHHtomen  %^lrd  9 ' 

eos(2m+l)tt2soosvFiir«--ilf«(28m5»)'+ilf4<2M^ 
wobei  mao  auch    '  :  <  i  .  i 

co6(2»t-|-i)t<=  ^2  


2suitt=:  ■   *■ 


«etsen  konnte*  Für  u=ssl»V^  erhilt  man  himns 
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FfibTen  wir  diese  Wertbe  tn  die  Gleichung  (ü)  unter  tier  Bemer 
kung  ein,  dass  (f=Tr--l,  (t  :qr)«=«l,  u...f. 

i«t>  «o  ergiebt  sich  folgeiide«  reio  afgebraisclie  Theorem: 

•der  jMfcch  teidetceitigcr  DirUioo  mit  ^: 

+^«-=a+      j  .u.  - 1)« + ü#,{*  -1)' + . . . .  ]. 

Diese  Gleichung  fvoUea  wir  beideri»eits  mit  dem  Ausdrucke 

30"' 

in  wekhem  eine  ffaua  beliebige  Grösse  bezeichnet,  tnuHipricirett 
«od  2wiecheo  deo  Grmea  iia;=:=l  und  :i;=aouitegrireD.  £e  wird  «o 

U.  8.  f.  ....(7) 

Abgesehen  von  den  Coeffizienten  sind  alle  integrale  rechts  tob 
•iner  allgemelhi^n  Form ,  nämKch  '  ^ 


"(1+4  f  , 


und  gehen  aus  derselben  ^Hr^  or,  wenn  man  darin  7?r=0, 1,  2,  3,  etc. 
8eUt.  Das  voriiegende  Integral  lässt  sich  auch  in  folgender  Ge- ' 
stalt  darstellen:  -  °  ^ 
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welche  zu  einer  eleganten  Transformation  Veranlassung  giebt  Sei 
nSmlick  so  trird  (1  -|-      dx=^  und  wenn  ^  die  Weithe 

9C  SS» 

90  nnd  1  an&monimeD  bat,  ist  2=00  UDd  geworden. 

Diese  bubstitiitioDen  mwandelo  iinior  Iwlegial  ib  4mm  MgtMlt 
viel  ein&chere; 


f««  dt 


welches  für  in  das  folgende  ubergebt: 

dessen  Worth  nnch  Formel  (4)  ermittelt  werden  knnn  ,  wenn  maß 
«  —  !=:;/  — 4  und  a-f/3=^-|-^  setzt,  woraus  a—n-f-i,  11 
folgt.   Hiernach  ist  nun 

Setzt  man  hierin  w=0,  1,  2,  3,...,  so  erhält  man  der  Reihe  narh 
die  Werthe  aller  der  Integrale,  welche  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (7)  stehen  und  ea  ist  nun  nach  (7) 

Hier  bleibt  noch  der  Werth  der  linken  Seite  m  bestimmen.  Setm 

wir  im  ersten  Integrale  — =z,  im  zweiten  a:=zx,  so  ändert  sifik 
das  letctere  dicht  wesentlich;  dagegen  wird  im  ersten 

und  wenn- j;=x,  x^^l  geworden  ist,  hat  z  die  Werthe  0  UM^  ^ 
angenommen.  Das  erste  integial  in      wird  demnach 
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Die  lioke  ^ite  der  Gleiobung  (8)  wird  demoacb 


,  und   da  hier  unter  beiden  Infrirrnlzoirhpn  die  nSniKche  Oifferen- 
ziaifomiet  steht  ^  so  zidien  «ich  beide  Integrale  mw^  dem  fiMfee 

in  da*  eine  »waiilnien:  , 

desfsen  zweite  Form  aus  der  ersten  entsteht,  weiio  man  Zahler 
und  IVenner  demselben  mit  (z^y*-*-'^  multiplizirt.  Setzt  man  endlich 
noch  z*^a:  alao  z=xi,  so  erhSit  man  leicht 


wobei  man  rechts  die  Formel  (4)  för  a^l^ül^ni,  a-hß=^i-|-4 

anwenden  kann.  Man  erMt  a=s^U:^Ü ,  ß^iiZlff,  niit|iin 

8  2. 


2  dx 


*  4) 

und  dies  ist  der  Werth  der  linken  Seito  in  der  Gleichung  (8). 
{Sub$tituirt man  denselben «  so  hebt  sich  beiderseits  ^(u-tm)  UDd 
es  bleibt  .  •  -  * 

(9).,..i/:(^i±^r(^i^  •  ' 

= [  M^i)Jr(M) + ^^'(l}r(fM  - 1) + 2?  üf^/tDrOi  -  2 )+..-.  J 

Dabei  M  Miii^  l^i)F=i^,  die  itüHgeti  iOliedtt  'nedits  .  sind  vmi 
der  Form  -  f.. 

ans  Welcher  sie  für  n-=^l ,  2,  3»....  hervorgehen.  Seist  man  fdr 
If^H  und  r("+i)       Werthe,  so  ist  dieser  Ausdruck 

ThaU  VI.  14« 
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üQ  dass  also  V^«  ab  gem€iD«ichaftKcher  Faktor  aller  :CiUeder  anf 
der  rechten  Seite  Ib  (9)  «mMiit..  Miilti|«i«rt  mo  OAcb  kMwf- 

seits  Diit-^»  «o  wird  jetit 

worin  sich  oine  morkwfirrlifre  Rclafinri  aufispiicht.  ,  E»  iftt  die» 
das  erste  der  von  mir  gefundenen  Theoreme. 

•  ,         ■    ■         . . .  • 

Setzt  man  in  dem  Anfangs  citirtea  .TheaWMe  ^-n  IÖrii,w 
erhält  man 


^T*^     -1.2.3       *  ^  1:2:3.4.5 
oder  fiir  iU3=:2te<f  1  nacli  beidefseitiger  Diviaiott  mit 

und  wann  man  tt^larir^öf  nimmt: 

(_l)m   ?  \ 

wobei  wir  xiir  Abldinang 

ilf,=l,  üf,-.— ilf.-;i^  275X5 
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setzeo  wall^,  so  dai>s  itie  obige  Gleicliaqg  die  eicganteic  Fem 


Mültipliiireo  wir  jetzt  beklmcits  mit 

1  dx 


worin  /u  eine  beUebige  Grtoe  bmkfcact»  «d  ialggltwi 
der  CMoM  MzszQ  and  m  wM 

=j».r    » — J^-jf,/^  »  ^ 

u.  «.  t  ••»•(11) 

Die  Integyale  rechts  slilieB  antcr  der  gmeiiieclMfttclieii  Form 

0  ^75^^  *  * 

« 

am  der  sie  hetvergehen,  imm  bhUi  für  «  der  Reilie  nach  0,  1 , 
3,  %  «Ic.  seM.  Nehaea  wir  ami  entlieh  «=s,  ao  iet 

BefanieD  wir  aber         ,  sawird  —  imd  xsi.;  ImU  mni « 

die  Werthe  1  ood  0  aDgenommeD»  eo  ist  jr=l  und  :r=ao  ge- 
worden, folglich  hat  man 

Addiit  iiian  hierzu  die  Gleichuog  (12)  uad  bemerkt  >  dass  rechts 


^  ♦ 
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das  Dämlicbe  Integral  erst  von  z=0  bia  2=1  ^  liano  voi^ 
;=Q0  geoommeo  wird,      ergiebt  sich 


folglich 


Setzt  man  in  dm  loteMb  wechU  %*-s^lBCi'  hIb»  s^or,  so  geht 
dasselbe  In  das  folgende  Über; 


dessen  Werth  nach  Formel  (4)  gefunden  werden  kann,  wenn  man 
dort  a=^i~n,  a-f  [^==2/(^2»,  aljso  nimfit  Man  er- 

hSit  dann    '      ,     ♦      »    •         '  \  ■ 

Führt  man  die  hieraus  für  n^=0,  I.  3,...  entspringendMi  Wertbe 
io  die  Gleichung  (11)  ein  ^  $o  ergiebt  «ich 

nai    (-D'r  /**  -2**" +  r  "' '  '  1 

t 

.       .  "    -  ;        ■  .  '  •  *  ,  * 

Es  handelt  sich  mm  noch  um  den  Werth  der  Intejjrale  links. 
Setzt  man  in  dem  ersten  Integrale  so  ändert  sich  dasselbe' 

nicht  wesentlich,  nimmt  man  dagegen  im  zweiten  so  wird 

Wirdes =1  aind  27=00,  mithin  jenes  Integral 

• 

Die  in  (13)  zwischen  den  Parenthesen  links  stehende  «Siunnie  whrd 
luefoach..ji  •  ,        L  ,       .  \  .>,{.- 
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FOr  2*=:ar^  also  2=«^)  geht  diese«  Jnte^  in  ^fotgende^bei^s 

denen  Wertli  nach  Jor«^  (4)  fiir  a^|:;5:;t-|-,«,  a+|i==2^t  +  l, 
also  a— ,u+m+l,  ß=;^— m  gefunden  werden  Icano.  Derselbe  ist 

Setzt  man  di^s  statt  der  emgekiammerton  Summe  auf  der  Iinlcen 
Seite  in  (13) ,  niuItlpliElrt  darauf  beiderseits  mit  4  und,  seUt  fiit 
if,,  ilf,,  M^,  etc.  ihre  Werth«,,  so  nird 

/t*»)       2.3  2.3.4.5  '/XV^iT)^** 

worin  eich  das  zweite  der  von  mir  gefuodenen  Theoreme  ausspricht 
Am  a.  O.  stc  [i(  «lasselbo  unter  einer  anderen  Form,  welche  aher 
aus  dieser  leicht  abj^oieitet  werden  kann«. 

Lejfendre  hat  nämlich  über  die  Cäxnmafunktionen  folgendes 
Tkeoreiii  gefuudea,  welches  nachher  auf  verschiedene  Weise,  am 
«cganttstsn  von  Lejeuoe  pi^iijhlf t  ^ifi^lesen  worden  ist: 

« 

na)iX«+i)r(a+|)....r(«+l--I)=r(no>(2«)5ii»l— . 
Fdr  »=2  etgiebt  sich  dma^ 


I  •  • 


«üd  für  a  =  ^-M  '    '  • 


■  I 
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Bfolt^uürl  man  immüi  beidemite  mit  JP(p—fi),  00  wird 

~  2*^1  *    -  « +4) ' 

Substituirt  man  die  für  n:^0,  1,  2,  3...,  hieraus  resultireudeu 
Gleichungen  in  Nr.  (14)«  so  geht  dieselbe  Aber  in 


y-l)'".JV^-m-hl)r(/i-m)_        p  r(^)     (m-H)m  2*r(js  - 1) 
2«  +  l       It^iii+l)       ^2«i«^i^i%u+i)  2.3 

^^^^  *  •  Wi  — iXSM»+l)  • 

_  rQi)     (m4-l)m  2'r(^- 1)  ,  (m->-2)(m-f  l)wi(m-~l)  2^/t^  -  2) 

2.3  2.3.4.6        >XM^-2)  " 

und  in  dieser  Form  wurde  der  geoannte  Satz  zuerst  mitgetheilt 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  in  beiden  Theoremen  ^i,  >  m  seiu 
tmaäf  weoA  keine  der  Differenzen  f^—l,  /li~2,  etc.  ue^sLÜv,  also 
ihre  Ckumnaftmktioa  QDendlicli  weraeo  smI. 


a  « 


XXXIV. 

.... 

Mi  sc  eilen. 


LehmftK.' 

■ 

Von  Herm^ Professor  Friedrich  Proee  sit  Stuttgart 

Bewegen  eich  (Taf.  II.  Fig.  5.)  zwei  unverftoderlicbe 

Punkte  B  und  E  einer  Geraden  BC  auf  zwei  («'oh 
s  c  h  ni' i  <1  e  n  d  e  ?i  Gernden  XX'  und  W ,  so  beschrei'^^ 
jeder  Punkt  M  dist  Geraden  BC  eine  Ellipse. 

B4 
eweis. 

Man  »teile  MP  und  Mp  parallel  mit  XX'  und  FF,  se<2<^ 
MD—n  lind  ME~b,  nehme  J^A'  zur  Abscissenaxc  und  FF* 
zur  Ordioatenaxe  und  bezeichne  den  Azenninltel  VAX  mlitp,  »0  istt 
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alleia:  Dp:BM=PMiEM,  oder:  £)^:«=y:6; 

also:  DprszSL. 

m  ■ 

Dieses  in  die  obige  Gleichimg  6ab«titiiirt,  giebt: 
oder  « 

welches  iVw  .illgemeine  Mittelpunktseteiebting  der  EUipBe  int 

Zusatz.     Fir  eio  reehtwliildlgect  (^otdienateiisysteBi  iel 


AnM^rksn^^.  Auf  di^Äen  Satz  irrfinflet  sich  die  b*»kaiJ rite  Verzeuli 
ouugsart  einor  Ellipse  mittelst  den  EUtpiiOgrapliea«  odfSi 
aucn  verni(tteli»t  eioes  Papieretreiieo«. 


Herr  Catalan  hat  der  societ^  pfiifomatlqiip  de  Paris  die  fof- 
c^enden  S$tze  tod  den  periodiscbeo  Kettenbrucbeo  obae  Bewei» 
mitgetheUt. 

1)  Si  Ton  repn^nte  per  5«  Ja  valev  que  Ton  obtient  qoeod 
on  limite  h  fraetioD  coetiiiiie  x  moL  n  pe^mhm  p^riedee,  oe  m 

geoeraiemeut:  ^. 

P  N       ,  . 

■pj  etaot  la  reduite  «^^valeule  a     >  et       la  redoffe  präc^ente. 

Ä  PP  4  NR* 

2)  Si        est  im  fraetioD  krMiMtible^  2P '  ^*  ^  P'U^fWV 

sera  aussi  une  fractioo  irredactible. 

3;  Coouue  od  peut  supposer      redait  ä  i^a  plus  «inipie  ex 

«et  Me  t^te  de  la  iiacliae 


Digitized  by  Google 


224 


RS'-HfS     .  P" 


3^«-i-y»= — jsrs  ± 


donc  la  diff^reDce  tentre  ^»^i  et  ^«  dimioue  incletiaiment  lorsque 
II  augmente.  '   f  • 

5)  Les  dÖDominateurs  R* ,      sont  dWUibles  fiar  P';  donc 


1  ' 


»  I 


Arago  theilte  der  Akademie  der  WissenifichafteD  zu  Paiis 
^atis  einem  Briefe  von  Requien  in  ATignon  mit,  dans  in  eSuein 
ttngedbruckten  Briefe  von  I /i  n  n  ö ,  welchen  d'UomhreFiriiias 
besitzt,  folj^ende  Stelle  sich  tiudet:  Ego  primus  lui,  qui  pa- 
rare  coustitui  thermometra  iiostra  ubi  punctum  coo' 
selationis  0  et  gradii«  cequcMitis  aqttae  1|I0>  et  hoc  pro 
nybernaculis  hnrti:  si  his  adsuetus  esses,  certus  snm 
(luod  arriderei  Mithin  würde  die  Feststelhing  der  hu 
tneiügwi  tote iiv>n  Cel^iud  auf  Linnö  «bermlragoD  Min. 


Berichtigangen« 


»» 


:i    .  Für  den  fünften  XheiL 

8.  TS.  Z.  1&  ist  zwischen  den  Worten  „deren  Mittelpunkt'' 
.         und  j,i n  der  Verticale*'  die  Parenthese  cinzu' 
 schai^bHi:  (anit  einer  kleinen  Veraaeklisst* 

gung  ton  hlichstensgpip. 

—  329:  —   5.  1.  M  statt  ?«. 

—  381.  —       i.  „Resultate  coovergenter'*  «tatt  y^unrich- 

tigen  Werthe  der** 

^  Jlte:     17.  V.  u.  1.        +  Jj^^+i in  inf.)  V« 

^l  +  ^2+Ä+--^^"^- 

—  430.  —  5.  :in  der  swelten,  Gleichung  dtreiche  man  das  MSiias- 
'  Zeichen.  ' 
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€leometriise]ier  Beweis  des  Satzes,  dass 
Jeder  allj^ebraischen  Oleieliunff  mit 
Klaer  Uniiefcannteii  durch  einen  com- 
plexen  Werth  dieser  IJnliekannten 
Oenfige  g^eleistet  werden  kann. 

Von 

Herrn  l>octor  T.  Wittstein 


Wie  Borgfaltig  man  auch  darauf  bedacht  nein  mag,  alle  Begriffe 
TOD  Raum  und  Atudelmnog,  als  der  Geomettie  aDgebSri^,  aus  der% 
«bstrscten  Arithmetik  fern  za  halten,  so  kami  doch  die  eine  Tbat- 
Sache  nicht  hinive^  geläugnet  werden ,  da«8  man  den  Inbegriff  der 
reellen  Zahlen  sicn  stets  imtpr  dem  Bilde  p'wpt  geraden  nach  bei- 
den Seiten  unhejrrenzten  Linie  vorstellt.    Diese?;  Bild  ist  das  noth« 
weudige  Eri^etiniss  desjenigen  psychologischen  V  oro^ancjes,  welcher 
die  Zahlen  entstehen  lässt,  und  es  bildet,  wenn  auch  mehr  oder 
weniger  ODbcwasst,  die  Grundlage  aller  arithmetischen  Betrachtun- 
gen.  Zuerst  stellen  sich  die  ganze o  Zahlen  dar  als  eine  Keihe 
äquidistanter  Punkte;  ein  beliehiijer  dieser  Punkte  wird  als  Null- 
ptrakt  angesehen,  ond  von  ihm  ausnehend  entwickeln  sich  nach 
der  einen  Seite  die  positiven,  nach  der  anderen  die  negativen 
ganzen  Zahlen,  beide  ins  Unbegrenzte.   l>urch  äquidistante  InteT' 
Poliningen  zwischen  je  zwei  benachbarten  Puaicten  vermittelst  neuer 
nmkto  gelangt  man  zur  Darstellung  der  Brüche»  sowohl  der 
positiven  als  der  negativen;  und  der  Begriff  der  irrationalen 
Zahlen  führt  endlich  dahin,  die  disrontinuirllche  Pnnktenreibe  itt 
«iae  contUHiiilicbe  Linie     übergeben  za  machen. 


♦)  0t<»  ArithniPti^i:  T<'t  also  nichts  weniger  »In  eine  Wissen«ebaft,  <!i« 
•ich  au4aebUe88lirh  mit  discreten  Gmmtn  beschäftigt,  welche 
— ■hwMrifge  ätmUki  mm  nedi  immer  ts«  Lehrbnch  sn  Lehrbneh 
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Bei  dieser  Ansicht  der  Sache  wurde  man  ffiglich  tod  eioer 
Arithmetik  von  Einer  Dimension  —  analog  der  Geometrie  von  Ei- 
ner Dimension  —  reden  und  darunter  die  Arithmetik  der  reellen 
Zahlen  verstehen  dürfen*);  es  bliebe  nur  no<:h  übrig  zu  zeigen, 
dass  es  auch  eine  Arithmetik  von  mehr  als  Einer  Dimension  gebe. 
Da88  und  wie  dlea  aber  gescfaeben  kOnne,  davon  soll  hier  nmSchift 
in  der  Küne  goliandelt  werden 

Durch  diejenige  geiad«  Linie,  welche  als  bildliche  Darstelliaq^ 

der  reellen  Zanlen  ani^esehen  werfleii  kann  tinr!  Hesshalb  flie  Achse 
der  reellen  Zahlen  beissen  mag,  werde  eine  Ebene  hindurch 
gelegt,  und  e6  werde  die  Aufgabe  grestellt,  Zahlenformen  anzuge- 
beu,  welche  die  Lage  beliebiger  Punkte  dieser  Ebene  in  einer 
-solchen  Weise  avsdracken^  dass  darunter  .die  Festlegung  von 
Punlcten  in  der  genannten  Aehse  durch  leelle  Zahlen  ab  m  be- 
sonderer Fall  begriffen  ist. 

Es  sei  A  der  Nullpunkt  in  der  Achse  der  reellen  Zahlen  und 
B  ein  beliebiger  anderer  Punkt  der  Ebene.  Die  Lasre  des  Punkts 
B  gegen  A  alietu  wird  bestimmt  sein  durch  Angai>e  der  geradli- 
nigen Entfernung  AB,  und  diese  ist  stets ^  unter  Voraussetzung 
einer  gegebenen  Längeneinheit,  einer  positiven  Zahl  =(>  gleicl^ 
oder  vielmehr  einer' 2ahl«  der  kein  Vorzeichen  segeben  werden 
darf.  Die  Lage  der  geraden  Linie  AB  aber  wird  in  der  Ebene 
bestimmt  durch  Angabe  desjenigen  positiven  odor  neijnfiven  Win- 
kels, welcher  durch  eine  Drehung,  die  aus  der  positiven  Richtung 
der  Achse  der  reellen  Zahlen  in  die  Richtung  AB  überführt^  be- 
schrieben  wird;  und  dieser  Winkel  kann  immer  durch  einen  posi- 
tiven oder  negativen  Kreisbogen  =9  zur  Darstellung  sebracht 
werden,  welcher  aus  dem  Mittelpunkte  A  mit  einem  der  Längeo- 
einboit  L':If»if  ben  Il.ilhmesser  besr  hrioben  mu\  von  dem  Punkte  -f- 1 
der  Aciise  der  rriHloii  Zahlen  bis  dabin  gerediriot  wird,  wo  ihn 
die  Linie  AB  schneidet.  —  Die  beiden  Elemente  (>  und  rp  zusam- 
mengenommen müssen  mithin  das  Zahlzeichen,  welches  die  Lage 
des  Punktes  B  in  der  Ebene  festlegt,  bilden.  ,  Ausserdem  ist  be- 
kannt, dass  für  9>=0  sich  dieses  Zahlzeichen  unter  der  Fonn 
-f^=^'-hl>  und  für  9=«  unter  der  Form  darstel- 
len mnss. 

Man  proiicire  den  Punkt  B  auf  die  Achse  der  reellen  Zahlen 
durch  ein  Perpendikel  BC,  welches  die  letztere  in  C  UiSt,  und 


*)  Es  verdient  beachtet  zu  werden,  da«ä  die  Aritinuettk  von  SSiner 
DhneiirioB  dnen  so  aniMrafdeotfidiien  Umfinge  beaiCsl,  wilinBl 
die  Geometrie  von  Einer  Dimension  tlch^  mit  seiir  wenigm  Wottan 

erledigen  lässt. 

'*^)  Man  vergleiche  hiemit  die  schätzbare  Behandlung  dosseihen  Ge- 
genttende«  tob  Berm  Ballauff,  Bd*  V.S.  88<K*S86  des  Archivs, 
die  dem  Verf.  erst  an  Gesicht  kam^  als  da«  Kadwtehende  hercils 
niedergeschrieben  war.  Kr  ist  zu  verwiintlrm  .  dnss  rnch  der  so 
vortrefflichen  DarRtellunp:  von  Gauss  in  iltn  Güttinger  gel.  Ans. 
von  IBäl,  64  Stück,  die  billig  von  keinem  Matlieinatiker  ungeleten 
UeÜMD  teilte»  dieeef  neue  FeM  niehi  adien  weiice angehanet  mor- 
den ist. 
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betrachte  die  LinienverbinduDe  ACB  als  Festlegt! ng  des  Punktes 

B,  r>pr  Punkt  C  in  der  Acfise  der  reellen  Zahlen  wird  sodann 
festgelet^t  werden  durch  die  Zahl  pcosy,  welche  positiv  oder  ne- 
jrativ  ist  .  je  nachdem  cosy  das  Zeichen  +  oder  —  hat;  der  Punkt 
B  in  Bezug  auf  C  wird  festgelegt  werden  durch  die  Zahl  ^siny, 
poBltiT  oder  negativ,  je  naehdem  sin 9  es  ist  Beeeidtnet  mau  nun 
mit  db*  diejenige  Einheit,  welche,  an  Grösse  gleich  der  Einheit 
+ 1  in  der  Achse  der  reellen  Zahlen,  unter  rechtem  Winkel  gegen 
diese  Achse  ?erir}itot  ist;  und  nimmt  man  zugleich  das  Additions- 
^eichen  in  derjeniixen  erweiterten  IJedentunir,  dass  es  auch  auf  die 
rechtwinkliije  Zusammeufügu^g  zweier  geraden  Linien  ausgedehnt 
wird,  so  erhalt  man ,  .  • 

als  allgeradoes  Zeichen  derjenigen  Zahlen  1  welche  die  Lage  aHer  , 
Punicte  der  gegebenen  Ebene  in  Bezug  auf  die  gegebeoe  Achse 
und  den  gegdl»enen  Anfangsimiikt  reprSsentiren.  * 

3. 

Wir  nennen  jede  Zahl  von  der  Form  (»(cos^-f-tsiny)  nach 
Gauss  eine  c  omni  exe  ZnhI.  In  denjenigen  besondern  Fällen, 
In  welchen  9=0  oaer  plei(  h  «»iuem  Viellachen  von  4:9r  ist,  redu- 
cirt  sich  die  complexe  Zahl  auf  eine  reelle  Zahl;  in  allen  übrigen 
FXlIen  dagegen,  in  denen  <f>  irgend  einen  andern  Werth  hat,  heisst 
m  eioe  imaginäre  Zahl. 

Jede  reelle  Zahl  tritt  demnach  unter  der  Form  f .  4: 1  auf,  und  . 
da  man  hier  gewohnt  ist,  den  Factor  q  den  absoluten  Zahl- 
wertH  der  Zahl  zu  nennen,  so  könnte  man  nach  dieser  Analogie 
völlig  allgemein  den  Factor  o  der  coüiplexen  Zahl  (>  (cos^ -f/sin^) 
als  den  absoluten  Zahlwerth  der  complexeu  Zahl  anse- 
heo;  der  andere  Factor  cos 9 -ft sin 9  würde  sodann,  glelchfiüls 
nach  Analogie  des  Factors  i:l  bei  den  reellen  Zahlen,  die  Rich- 
tung angeben ,  nach  welcher  hin  der  absolute  Zahlwerth  construirt 
werden  soll,    Gehräuchlicher  ist  es.  den  Factor  q  mit  dem  Namen 
des  Modul  US  der  complexen  Zahl  zu  belegen:  für  reelle  Zahlen 
lallt  der  Modulus  mit  dem  absoluten  Zahlwerthe  zusammen. 

Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  dass  jede  complexe  Zahl  . 
f  (cos  9-1- < sin  9)  auch  unter  der  J'orm  a-f-^u  dargestellt  werden 
kann,  indem  man  setzt 

» 

(>cQS9  =  a,  ^QSxxitp^b, 

Wir  werden  jedoch  hier  von  dieser  lotztern  Form  keinen  Gebrauch 
machen,  weil  sie  uns  weniger  die  iN.itur  der  ( omplexen  Zahlen 
auszusprechen  scheint,  indem  sie  Zahlwerth  und  Richtung  nicht 
.  getrennt  bervurtreteu  lässL  Es  ist  übrigens  leicht,  von  der  letztern 
Form  zu  der  erstem  zurflokzukehren,  indem  man  hat: 

WO  die  Wurzel  V  a*       mr  fissiti^  zu. nehmen  ist. 


s 
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4. 

*Ueber  die  AiuföhruDS  der  arithmetischeu  Operationen  in  der 
Ebene  der,  oomplezeii  ZaElen  mius  hier  Naehstelieiidea  benedU 

werden. 

1.  Was  nuiij  unter  der  Addition  complexer  Zahlen  zu  ver- 
stehen liabe,  liegt  schon  thethveise  ir>  der  oben  entwickelten  Defi- 
nitioii  dieser  Zahlen  ausgesprochen ;  man  wird  nämlich  das  Zeichen 
der  Addition  nicht  nur  fSr  aie  Verbindung  zweier  Zahlen  in  der- 
selben oder  in  entgegengesetzter  Richiong,  sondern  {Überhaupt  füx 
ihre  Verbindung  in  jeder  lieiiebigen  Riebtmg  In  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen  zu  gebrauchen  haben,  so  f?nss,  von  dem  der 
einen  Zahl  entsprechenden  Punkte  der  Ebene  ausgehend,  die  zweite 
ebenso  in  Hinsicht  auf  Grösse  und  Kiehtung  construirt  wird,  wie 
sie  vom  Anfangspunkte  A  aus  construirt  sein  würde.  Man  kaoo 
demnach»  wenn  a.B.  B  und  S*  swel  Punkte  der  Ebene  beselchneii; 
deren  Lage  reap.  durch  die  complexen  Zahlen 

» 

f  (cos tp-^-i sin  <p)  und    (cosy' -i-tsin^') 

reprüsentlrt  wird,  aar  Auffindong  desjenigen  Punktes  C  der  Ebenem 
dem  die  Smnme 

f  (  cos  9  -|- 1  sin  9  )  4-  ^'  (  OOS  9'  -|- 1  sin  9'} 

entspricht^  dadurch  gelangen»  dass  man  durch  B  etne  der  AB' 
gleiche  und  mit  Ihr  übereinstimmend  parallele  Linie  BC  zieht. 
Wie  hieraus  der  Satz  folgt,  dass  die  Ordnung  der  zu  addirenden 
Zahlen  in  Hinsicht  auf  ihre  Summe  i;leichi^nltig  ist,  und  ^vie  hieran 
die  Addition  von  mehr  als  zwei  Zahlen  sich  knüpft  >  leuchtet  von 
selbst  ein. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  der  Summe  zweier  complexen 
Zahlen  zu  erhalten^  bezeichne  man  mit 

die  gebuchte  Summe;  alsdann  ist 

P=1^(,«+/«  +  2ep'cos(y-.^p'). 

t   (?  cos  y-|-(>^COSy^ 

(,g»D»+»'ainy' 

Filr  9' =7  verwandelt  sich  die  Summe  in 

(»+*')  («Wf 

fiir  if'sf-im  in 
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2.  Von  der  S  u  b  tracti  on  zu  reden  ist  öherfhissig,  weil  die- 
selbe durch  ümkehruiii?  dos  Vorzeichens  vom  8iibtranend ,  d.  h. 
durch  Vergrösserung  «einer  Wiukelzahl  um  +a  oder  ein  untjeradeH 
Vielfaches  von  it^r,  sich  immer  in  eine  Addition  verwandeln  lässt. 

3.  Die  Multiplieation  cemplezer  Zahlen  erledigt  eich 
gieichfidls  einfech,  indem  man  ihren  Begriff  dahin  bestimmt,  da«« 
mit  dem  einen  Factor  in  der  Ebene  der  complezen  Zahlen  eben  so 
npeHrt  werden  solle,  nie  der  n nr} er e Factor  all«  der  peeitiven  reel- 
len £iiiJ»eit  -fl  hervorging.  «Sind  also 

•  ' 

^e  gegebenen  Factoren,  so  kann  man  sich  den  letztem  nach  f.  % 

daduTcn  aus  der  Einheit  -f  1  entstanden  denken ,  dass  man  diese 
Einheit^  welche  von  dem  An&ngspunkte  A  ans  durch  einen  ent- 
sprechenden Abschnitt  auf  der  positiven  Seite  der  Achse  der  reel- 
len Zahlen  dargestellt  wird .  um  den  Winkel  drehete  und  zu- 
gleich in  dem  Verhältnisse  1:q'  grösser  werden  Hess;  verfährt 
m^n  eben  so  mit  dem  ersten  Factor,  ao  geht  der  Winkel  »  flher 
In  f-k-v'p  der  Modnlns  ^  aher  in  Man  erfaSit  mitbin  au  ana- 
lytlschen  Ausdruck  des  Prodoets 


DasfiMibe  Resoltaft  vrMe  auch  bei  Vettanschmig  der  Faetoren  er- 
•ehieneo  sein. 

4.  «SoUte  das  Product  =1  werden,  so  würde  man  nnr  nSthig 

gttbaht'bafceo»  9'=^  und  9'=— 9  zu  setzen;  daraus  folgt  aber, 

p  ' 
<iaj»i»  man  jederzeit  habe 

1  1     

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung,  die  den  reciproken  Werth  von  einer 
gegebenen  complexen  Zahl  finden  lehrt,  lässt  sich  stets  die  Divi- 
sion erledigen,  indilm  durch  Multiplieation  des  Dividenden  nüt 
dem  rectproken  Werthe  des  Dlyisors  der  Quotient  erhalten  wird. 

5.  Das  Potenslren,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Ex* 
peneot  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  lässt  sich  leicht 
an  das  M nltij^liciren  knüpfen:  denn  durch  rüe  Annahme  mehrerer 
gleisheo  i*'actorea,  deren  Anaahl  =»  sei,  erhält  man 

( cos  9 V )| "  =^ ^      »9,4- >«in  119) , . 

woraus  sogleich  vermittelst  der  bekannten  Bedeutung  eines  nega- 
tiven Expouenten  iuigt: 


(oo«.9  +  i sin    j  -«  =x  q-^  (cos — «9  +  i  sin  —  »9). 

Verfolgt  man  dlesuciDessIven Potenzen, Indem  muan=sl,%9,,,  seCxt^ 
in  derfibene  der  complezen  Zahlen,  so  Ist  nicht  «ehwerm  «rlmanen,. 
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dass  die  ihnen  correspondirenden  Punkte  einer  logatHbmischeo 
Spirale  aogehöreu,  dereo  Gleichung  ist 

wenn  r  den  Radius  reetor,  u  dessen  Elongation  von  der  Achse, 
und  k  eine  Constante  bezeichnet.  Aber  diese  Constante,  und  mit 
ihr  die  Curve,  ist  durch  jene  Punkte  allein  noch  nicht  bestimmt; 
denn  so  wie  die  gegiebene  coinplexe  Zahl  sich  nicht  Sndert«  wew 
man  in  ihr  den  VviDkel  9»  um  Zsr  oder  ^eio  Viel&ches  von  2)7  sich 
ftodern  lässt»  SO  kann  auch  die  Cunre,'  um  von  jedem  der  einsel- 
nen  Punkte  zu  dem  nächstfolgenden  zu  gelans^en ,  zuvor  eine  oder 
mehrere  volle  Umwindungen  machen,  während  noch  imiiiet  alle 
die  gegebenen  Punkte  in  ihr  enthalten  siud.  Diese  Bemerkung  ist 
dessoalb  von  Wichtigkeit,  weil  daraus  die  Vieiformigkeit  derjeni- 
'  gen  Potenzen  einer  complexen  Zahl,  deren  Exponenten  nieht  ganse 
Zahlen  sind«  hervorg^bt:  nur  liir^=l  filBt  dieses  Bild  weg,  weil 
alfidarm  die  logatithmlsche  Spirale  su  einem  Kreise  degenerirt 

Setzt  man  y  — 0  oder  =27r,  so  verwandelt  sich  die  Spirale 
in  die  positive  Hälfte  der  Achse  der  reellen  Zahlen ;  oder  man 
kann  auch  die  Sache  so  ansehen ,  als  (»b  die  Punkte  der  Spirale, 
die  als  Spirale  bestehen  bleibt,  um  je  27r  aus  einander  liegen. 
Setst  man  aber  9=«,  so  haben  die  Punkte  der  Spirale  einen  Ab- 
stand Von  je  TT,  und  liegen  abwechselnd  in  der  positiven  und  nt- 

Sativen  Hälfte  der  Achse  der  reellen  Zahlen ,  womit  eine  Deutung 
erjeniffen  Erscheinung  s^eEjehen  ist  ,  dass  die  successiven  Poten- 
sen  einer  negativen  Zahl  abwechselnd  positiv  und  negativ  werden. 

6.   lu  Bezug  auf  das  W.urzelausziehen  ergibt  sich  durch 
'  Umkebning  sogleich 

1 1^(00674-1  sin 9)^  ^i=p»(cos  ■^+***""^)» 

wo  (nach  Cauchy)  durch  die  doppelten  Klammern  die  Mehrformig- 
keit  des  Ausdrucks  angezeigt  w  erueu  soll.   Die  gegebene  complexe 
,ZM  Mßit  sich  nlmlfeb  ufcht.  wenn  man  den  Winkel  9  um  2« 
«»der  ein  Vielfiushts  von  2^  Snaert,  wShrend  diese  Aendemng  nicht 

nur   auf  — ,  sondern  im  Allgemeinen  auch  auf  cos—  und  sin  —  voo 
n  n  n 

Einfluss  ist  ^  Die  Anzahl  der  Werthe,  deren  demnach  dieser  Aus- 
druck föhig  ist  ,  beträgt  7?,  und  bezeichnet  man  mit  90  irgend  einen 
der|enigen  Werthe,  die  der  Winkel  9  annehmen  kann  (z.  B.  den 
klemsten  positiven),  so  entsprechen  deu  n  Wuraeln  der  Zahl 
Q  (coB 9-^1  sin  ip)  die  Winkel 

9o      f0±^     9o±jfF       tpo-\-^(n  —  l)7t 

Die  II  Wurseln  liegen  mithin  fflelcfafönnig  Tertheilt  auf  der  Periphe- 

1  2« 
rie  eines  Kreises  vom  Halbmesser        in  Abständen  von  je  — 

von  einander.  Jede  dieser  Wurzein  liefert,  zur  Potenz  n  erhoben, 
4io  gsgebim.ioeaifiioxo ^^ftbi  wieder;  aber  die  iogautbmiscbeii 
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raleo,   vvelclie  dkaen  einselaen  Pot<Hiaura«g«ii  eatsiNwclieii »  viad 

sämmtlich  von  einander  verschieden  (au^^genomiuen  wenn  q  ~  l  isl), 
obwohl  sie  einzelne  Punkte  mit  einander  gemein  haben  können. 

Wie  man  hieraus  auf  heUebige  Bruch  -  Exponeriten  ,  (1<'ren  Z.'if»- 
1er  nicht  Eins  ist,  weiter  schiiessen,  und  wie  ferner  hirinnlci  die 
Worzelu  ^auiä  reeileu  Zahlen,  und  insbesondre  die  Wurzeln  auti 

pM^tiven  und  negativen  reellen  Einheit  mitbegriffen  sind ,  leuch* 
tet  von  Mllist  cb,  Ai»  ein  Fall»  der  lifar  sich  Awine)rk«aiulMll  w- 
dieitf ,  aaOg^  nor  noch  erwähnt  weiden 

<(-l))*=dbt'. 

indem  hieraus  die  Identität  des  Zeichens  i  mit  t  —1  hervorgeht, 
insofern  man,  wie  gewöhnlich,  als  den  positiven  Werth  von 

((-*!)>  ^  dnfinifft 


Ö. 

Nach  di^en  VorbereitiuigeD  wenden  wir  uns  zur  »Sache  eelbet« 
■änilirh  n  dem  Beweiee  des  Satxee: 

Dass  jeder  alsebraischiBn  Gleichnng  mit  Einer 

Unbekannten  durch  einen  complexen  Werth  die- 
ser Unbekannten  G  e  n  ii  g  e  g  e  I  f»  t  ^  f  e  t  w  e  r  d  <•  n  k  a  n  n, 
"Wir  werden  dafiei  ein^n  Weg  einjichla^en ,  der  im  VVVsentli 
eben  z^uerst  von  Cauchy  befolg  worden  ist,  werden  aber,  wa^ 
Catiehy  nicht  sethan.hat,  den  Beweis  aogleieh  anf  die  eilen  ceo' 
«tmirto  £bene  der  eoaipiexea  Zahlen  fibertrageo  and  daaeibet  an 
Emde  bringen,. 
£s  ael 

dte  gegebne  Gleichung,  wofür  wir  zur  Abküii^UAg  «»chf eiben  vv</li«in 

-oii  nadisevi ie^Q  werden,  da««  sich  ein  romjjlexer  Werth  iur 
X  jaiiiä«  a^eben  lassen ,  welcher  der  B«diogiio^  y*(jr)^0  Oemi^ 

hwkt  Die  Cmüihnten  a^,a^,^^amdastemlUm  9mät  edtr  anch 
nBat  r— f Ifiii  Tihirn  wie,  Man  acta« 

;r=r(caa<-^taiaiO, 

•I»  wird  ua^h  j  i.  /[x)  aater  der  Fonw 

Aine«cteilt  werden  k<"niien .  wo  iin*f  T  V^nt^i^vn^n  v-.-^  <•  nr»d  f 
«ind:  und  weao         narbwe^^^n  daaa  w  and  I  fimmtr  «h^ 

«iblt  werdtn  bNueii ,  dan»  maa  hat 
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( wobei  der  Werth  von  T  gleichgültig  ist ) ,  so  ist  das  Verlange 
bewiesen,  denn  diese  Gleichung  hat  UDiuittelbar  die  GieicbuDg 
f{x)—^  LMx  Folge, 

iLber  aus  der  BcMhafenheit  der  Fusction  f(x)  geht  hervor, 
dans  man  fttr  r=:ao  auch  habe  i?=cOf  and  dans  fttr  endliche  Wer- 
the  von  r  auch  R  endlich  bleibe  ^  und  da  auaaerdem  der  Modufus 
R  seiner  Natnr  nach  nur  positiv  sein  kann,  so  folgt,  dass  derselbe 
mindestens  einen  kleinsten  Werth  besitzen  müsse,  der  7a\  bestirani- 
teo  Werthen  von  r  und  t  gehört.    Wenn  sich  nun  bp\veiser)  fässt: 
Dass,   welchen    von  Null  verschiedenen  ^Ve^t^l 
des  Moduluis  von  /Tjj  man  auch  für  willküh  rt  iche 
An  na  h  m.en  von  rund  Verhalten  habe,  dennoch  im* 
mer  durch  eotspfecheode  Aenderungen  tod  r  mad 
•  t  ein  neuer  Meuulua  von  ((xX^  der  kleiner  ist  als 
der  Yortge,  erhalten  werden  kann:  . 
SQ  folgt  daraus  unmittelbar,  dass  jener  nothwendig  TorhaDdeoe 
kleinste  Werth  des  IVfoHnhis  von  f(j')  nur  —  0  sein  kann,  dass 
mithin  die  ihm  zugehörigen  Werthe  von  r  und  i  die  Gleichung 
R  —  O,  und  folglich  auch  die  Gleichung  /*(a:)—0  befriedigen,  womit 
fiodapn  def  in  Frage  stehende  iSatz  bewiesen  ^eip  würde, 


6. 

Zum  Beweise  desjenigen  HüllsÄiatzes ,  auf  welchen  so  eben 
der  Beweis  des  vorcelegten  Satzes  zurückgeführt  worden  ist*  weide 
angenommen,  man  Dabe  durch  die  Substitution 


erhalten ; 


X = r  (  cos  ^ t  sin  0 


/(x)    ß ( cos  Ti-im  T) ,  ; 


wo  R  nicht  =0  sei*  Femer  durch  den  Uebergaug  des  x  io 
x^=s-\-ht  wo 

A=:^(€Os6-|-»sin(9}» 

erhalte  man: 

1 

/(o;,)  =     ( cos  1\  H-  Isin  ), 

so  ist  nachzuweisen,  dass  ^  und  e  immer  so  gewihlt  werdev 
kennen,  dass  man  hat:  « 

R^  ^  R. 

Die  Entvrickelung  von  f(arj = f(x  -f  h)  nach  Potenzen  von  k  gibt: 

=/(ar)  ^  6,* + + . . . . +*^» , 

wo  die  Coefficienten  6| .  6^,....  im  Allgemeinen  complexe  Zableo 
•eilt  werden,  z.  ß. 
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Von  diesen  Coefficienten  können  aber  auch  einzelne  =0  werden, 
und  wenn  nKut  desshalb  der  Allgemeinheit  wegen  annimmt»  M  Mi 
bmk^  4as  erste  steheo  bleibende  Glied ,  so  hat  man : 

/(i»  i  )= A«) + +  W 1 A« , 

uod  hierin  überall  die  complexen  Werthe  an  die  Stelle  setzend.; 
Bj  (OOS  Tt  +im  7',)=JB(cob  T-^ifAn  T) 
+ Tme*^  (  COS  tpm  +  w6  +  i  sin  <fm  +  //i^) 

+r«Mi.ie*+i  (eosfw^i  -I- (111+1)6 -fisint^i  ^.(^^l)^) 


+ ^»  (  cos  wö  +  i  sin  «6), 


Die  Summe,  welche  durch  dio  rrdito  Seite  dieser  Gleichung 
darjjestellt  wird,  construire  man  nun  in  der  Ebene  der  complexen 
Zahlen  nach  den  früher  (§.  4.)  entuickelteu  Regeln  der  Addition. 
Man  lege  zu  dem  Ende  von  dem  Anfangspunkte  A  der  Achse  der 
Kellen  Zahlen  eine  Linie  AB^R  unter  einem  Winkel  =7*  gegen 
die  positive  Richj^g  dieser  Achse;  von  B  aus  eine  Linie 
BC^rme"^  unter  effem  Winkel  =9w4-w'ö  gegen  eine  durch  B 

felegte  Parallele  zu  der  positiven  Richtung  der^Achse  der  reellen 
ahlen;  von  C  aus  eine  Linie  CZ>  =  rm-*- 1  1  unter  einem  Win 
kel^-tfnt'i  ]  -f  (/w+l)^»  U.S.W.  Gelangt  man  aui  diese  Weise  zuletzt 
zu  einem  Punkte  m  der  Ebene,  so  ist  die  gerade  Linie  AM=Ri, 
und  der  Winkel,  den  sie  mit  der  positiven  Richtung  der  Achse 
einschliesst,  =  J'i. 

Damit  nun  al»er»,ivie  verlangt  wird,  Ri  </2  werde,  kana  wn 
4^  die  Ciffosseo  g  und  S  verftlgen  w  ie^  folgt 


Ifan  Dcimie  0  so,  dass  ^-f-mtfasj^.«  whd,  fbiglich 

,^T±^  (1) 

«0  wird  dadurch  erreicht,  das«  die  Linie  BC  auf  AB  fällt,  und 
w&hlt  man  ausserdem     so,  d^a  rme"*'*sRf  folglich 

80  wird  ausserdem  noch  der  Punkt  C  zwischen  A  und  B  auf 
der  Linie  AB  liegen.  Knfipft  man  nun  noch  g  an  die  Bedingung,, 
dass 
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oder  auch^  weTin  man  mit  A  eine  positive  Zahl  bezeichnet  ^  die 
nicht  kleiner  ist  als  der  grüsste  der  (»ositlven  Fifctoren  rm-k-i, 


welche  Bedingung  eifttUt  seio  wird,  wenn 

80  wird  die  Stimme  der  einzelnen  geraden  Linien,  aitö  denen  der 
gebrochene  Zuc?  CD,.,,  bis  M  zusammeneresetzt  ist,  Ideiner  sein 
als  die  gerade  Linie  ßC',  folglich  um  so  mehr  die  g  er  ade  Linie  Cüf 
kleiner  ab  die  wndeJJnl^ßC;  folglich  AM<ÄC^CM^C\CB, 
d.  L  ^Aß,  Otter  ~~ 

wie  verlangt  wurde.  Die  Werthe  von  ^  und  welche  durch  (1), 
r2),  (3)  besiiuuut  sind,  leisten  mitl^n  der  gestellteo  Forderung 
Genüge.  .  ^ 

Die  beweisende  Kraft  des  vorstehenden  •  Beweises  beruhet 
schliesslich  9  wie  man  sieht ,  in  dem  geometrischen  Lehrsatze : 

Dase  xwlschen  zwei  Punkten  der  geradlinige 
Zag  kürzer  itfit  als  jeder  ans  eeradeo  Linien  la- 
sammengesetzte  genrochene  Zng; 
welchen  Lehrsatz  vorauszusetzen  hier  um  so  weniger  Bedenken 

fetraj^en  werden  konnte,  als  durch  die  vorausgeschickten  Entwik- 
elungen  die  ganze  Frage  überhaupt  schon  auf  das  Gebiet  der 
Geometrie  hin  übergeführt  worden  war.  Will  man  indessen  den 
Beweis  mit  Umgehung  jeder  geometrischen  Voraussetzung  zu  Eade 
fahren,  so  kann  man  daza  in  der  That  ganz  einfach  gelangen^  in- 
dem  man^  einen  im  Geiste  der  analytischen  Geomeme  geehrte» 
Beweis  jenes  geometrischen  LeinTsatses  dergestalt  in  die  obige 
Schlusskette  hineinwebt,  dass  dessen  wahre  geometrische  Beden- 
tnng  nicht  sichtbar  hervortritt 

Die  analytische  Geometrie  nändich  drückt  die  Längen  irerader 
Linien  aus  durch  die  Coordinateu  ihrer  Endpunkte«  und  verfahrt 
man  demgemäsK  in  Bezug  auf  die  geraden  Linien  Aß^R  uod 
AM=Rl,  die  beide  im  Anfängspunkte  der  Coordinaten  beginoePr 
80  hat  man  zunächst 

A  ces  7  und  i2  sin  7 

als  rechtwinklige  Coordinaten  des  Endpunkts  B,  und  ebenso 

cos  Ti    und   R^  sin  T^ 
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als  rechtwinklige  Coordiuateo  des  Endpunkts  M.  Zerleg  man  nun 
diti  ul»en  gefundene  Entwickeinng  von  i^,  ( cos  7\ -f  ?sin  7^,  )  in 
ibren  reellen  und  ihren  rein  imaginären  Theil,  um  die  Relation 
anfznstell^a,  welche  iwi«chea  den  «o  eben  genannten  GoordiDaten 
oWaltet«  CKT  er hfilt  nun 

imd  dara»  eodliclii  Indem  liuui  qnadrirl  vnd  addirt:  - 


Damit  nun  </^'  wertlo ,  hat  man  birr  nnd  6  80  zu  be- 
«tiumien,  (Iihk  das  dem  R"*^  unmittel fxir  nachfolgende  Glied,  wel- 
ches die  niedrigste  Potenz  von  ^  enthält,  negativ  werde,  und 
zugleich  einen  Zahlvverth  erhalte,  der  grüsser  ist  als  der  Zahhverth 
der  6umme  alier  nachfolgeudeu  Glieder.  Da»  Er^te  aber  wird  er- 
Mkiit»  wenn  man  aetst 


cos 


das  Zweite  aber,  wenn  man  setzt,  indem  einen  Zahlwerth  he- 
leichnet»  der  nicht  kleiner  ist  als  der  Zahiwerib  des  absolut  grOfift- 
iM'der  Goeificienten  der  nachfolgenden  Potenzen  von 

2»«.  ^«  > /*  ( €*H- i  +       + . , .  •  f  a»  ) 

X  — ^ 

welche  Bedingung  eifiUlf  wird,  nidem  man  annimmt 

Dieser  Beweis  ist,  wenn  man  seine  geoiriotrische  Grundlage 
binwegniramt,  wesentlich  derselbe,  welchen  Tauchy  gecehen  hat. 
Jene  Grundlage  aber  wirft  auf  seine  Entstehung  erst  aas  rechte 
Licht «  und  sie  aufgedeckt  zu  haben  möchte  deaahaib  kein  vergeh- 
llchea  Unternehmen  genresen  sein. 
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JNachschrifl  des  Herausgebers. 


Mit  Bezug  aut  die  voo  dem  Herru  Verfasser  des  vorhergeheo 
AnÜBafiM  aof  8.  226.  mniachte  Bemcrkiiog  halte  ich  es  für 
avreckmäsHig,  die  betreffende  Stelle  aus  den  GuttlngischeD  gelekr- 
too  Anzeigeo.  1831.  8t.  64.  S.  634.-S.  63$.  hier  initzutbeUeB« 
diceeif  wloitige  ActeDKtfick  in  dem  Archiv  aufkubewahren. 

.  „Der  Verf.  hat  diesen  hochwichtigen  Theil  der  Mathematik^} 
seit  Tielea  Jähren  ans  einem  TerschiedeDea  Gesiditmnkt  .^be 
trachtet»  wobei  den  imaginären  Grössen  eben  so  gut  em  Gegea- 
stand  unteii^egt  werden  ksam,  wie  den  negativen:  es  hat  aber 
bisher  an  einer  Vernnlas.min«?  srefehlt .  dieselbe  t'rffentlich  bestimmt 
an zuspreche n ,  wenn  gleich  aufmerksame  Leser  die  Spuren  davon 
in  der  1799  erschienenen  Schrift  über  die  Gleichungen ,  und  in  der 
Preisschrift  über  die  Umbildung  der  Flächen  leicht  wiederfinden 
werden.  In  der  gegenwärtigen  Abiiaadlung  sind  die  Grondailge  - 
davon  kurz  angegeben  ;^  sie  bestehen  in  Folgendem. 

Positive  una  neeative  Zahlen  ktkmen  nur  da  eine  Anwendung 
finden ,  wo  da«  srezrinlte  ein  Entgegengesetztes  hat ,  was  mit  ihm 
vereinigt  -gedacht  der  Vernichtung  gleich  zu  stellen  ist.  Genau 
besehen  findet  diese  Voraussetzung  nur  da  Statte  wo  nicht  Sub- 
stanzen (für  sich  denkbare  Gegenstände),  sondern  Relationen 
zwischen  je  xweiea  GegenstSnden  das  gezfthlte  sind.  Postnlirt 
wifd  (laljei,  dass  diese  Gegenstände  auf  eine  bei^mmte  Art  in 
eine  Reihe  geordnet  sind  z.  B.  A,  B,  C,  />....,  und  dass  die 
Relation  des  A  zu  B  als  der  Relation  des  J5  zu  C  u.  s.  w.  gleich 
betrachtet  werden  kann.  Hier  gehurt  nun  zu  dem  Begriff  der  Ent- 
segeosetzung  nichts  weiter  als  der  Umtausch  der  Glieder  der 
Relation«  so  dass  wenn  die  Relation  (oder  der  Uebmgang)  von 
ü  au  als  +1  gilt,  die  Relation  von  B  zu  A  durch  —1  oaree 
stellt  werden  muss.  Insofern  als  eine  solche  Reihe  auf  beiden 
Seiten  unbegrenzt  ist,  repäsentirt  jerlo  reelle  ^anze  Zahl  die  Re 
lation  eines  neliebig  als  Anfang  gewähiteo  Gliedes  an  einem  be- 
istimmten Gliede  der  Reihe. 

Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher  Art,  dass  sie  nicht 
in  Eine,  wenn  gleich  anbegrenzte,  Reihe  geordnet  werden  kOnnei^ 
^sondern  sich  nur  in  Reihen  von  Reihen  ordnen  lassen,  oder  was 
dasselbe  ist,  bilden  sie  eine  Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dirnen* 
sionen;  verhält  es  sich  dann  mit  den  Relationen  einer  Reihe  zu 
einer  andern  oder  den  Ucbergängen  aus  einer  in  die  andere  aui 
eine  ähnliche  Weise  wie  vorhin  mit  den  Uebergängen  von  einem 
Gliede  einer  Reihe  zu  einem  andern  Gliede  derselben  Reihe,  so  bedarf  * 
es  offenbar  aur  Abmessung  des  Ueberganges  von  .einem  Gfiede  des 
Systems  zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Einheiten  -f  1  nnd  —  1 
noch  zweier  andern  onter  sieh  anch  entgegengeseteten  4^  ~* 

*)  Nimlldli  ditt  Lohrt  von  den  imBginiren  Grossem 
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OffeTibar  muss  aber  dnbei  nocli  pf.stiilirt  werden,  dass  die  Einheit 
1  allemal  den  llehergang  von  einem  gegebenen  GÜede  einer  Keihe 
zu  einem  bestimmt^fi  Gliede  der  unniittolhar  angrenzenden 
Reihe  bezeichne.  Atif  diese  Weise  wird  a\&o  dsrn  ISystem  auf 
«ine  doppelte  Art  in  Reilieii  Ton  Reltten  geordnet  werden  kdoDen. 

Der  M athematil^^i'  abstr&hirt  ffKnzlich  von  der  Beechaffenliett 
der  Gegenstände  und  dem  Inhalt  ihrer  Retatloneh ;  er  hat  ee  bloss 
mit  der  Abzähliin^  und  Vergieichung  der  Rclatioileli  unt^r  sieh 
zu  thunt  in!!»ofern  ist  er  ebön  so,  er  den  dnrrb  ^1  und  —  1 
bezeichneten  Relationen,  an  ^^ich  }>etrachtet,  Gleirhartigkeit  bei- 
legt,  solche  auf  alle  vier  Elemente  —1,  -|"*  ünd  -^t  zu  er- 
etrecken  befugt. 

Zur  Anschauung  lassen  sich  diese  Verhältnisse  nur  durch  eine 
DaIrstellttDff  im  Räume  bringen,  nnd  dihr  einfachste  Fall  Ist,  wo 
keiD  Grottd  vorhanden  ist,  die  Symbole  der  Gegenstände  anders 
als  C|ltadratisch  anzuordnen»  indem  man  nämlich  eine  unbegrenzte 
Ebene  durch  zwei  Systeme  von  Parallellinien ,  die  einander  recht- 
wtnklich  durchkreuzen,  in  Qnndrate  vertheift,  nnd  die  Durrh- 
schnittspunkte  zu  den  Symbolen  wählt.  Jeder  soh  he  Punkt  A  hat 
hier  vier  Nachbaren,'  und  wenn  man  die  Relation  de»  A  zu  einem 
benachbarten  Punkte  durch  -j-l  bezeichnet,  so  ist  die  durch  — 1  zu 
heseichnende  ton  selbst  bestimmt,  währ^bd  man,  welche  der  beiden 
'  andern  man  will,  für  -f-t  wählen,  oder  den  sich  auf -(-I  bestehenden 
Ptankt  nach  Gefallen  Rechts  oder  links  nehmen  kann.  Dieser  Un- 
terschied zwischen  rechts  und  links  ist,  so  bald  man  vorwärts  und  rück- 
wärts in  der  Ebene,  und  oben  und  unten  in  Beziehung  auf  die  beiden 
Seiten  der  Ebene  eitimal  (narli  Gefitllen)  festgesetzt  hnt,  in  sich  Vuifig 
bestimmt,  wenn  wir  gleich  unsere  Ansrhatüing  dieses  Unterschiedes 
andern  ntir  durch  Nachweisung  an  wirk  Im  Ii  vorhandenen  materiellen 
Dingen  mittheilen  können"^).  Wenn  man  aber  auch  über  letzteres 
sich  entschlossen  hat,  siebt  man,  dass  es  doch  von  unserer  Will- 
kfihr  abhing,  welche  von  den  beiden  in  £ineni  Punkte  sich  durch- 
kreuzenden Ueihen  wir  als  Hauptreihe,  und  welche  Richtung  In 
ihr  vrir  als  auf  positive  Zahlen  sich  beziehend  ansehen  wolfien; 
man  sieht  ferner,  dass  wenn  man  die  vorher  als  -f<  behandelte 
Relation  für  -f-l  nehmen  will,  man  nothwendig  die  vorher  durch 

—  1  bezeichnete  Relation  für  -f  i  nehmen  muss  Das  heisst  aber  , 
in  der  i^prache  der  Mathematiker,  ist  mittlere  Proportional - 
grosse  zwischen  -{-l  und  —1  oder  entpricht  dem  Zeichen  V^J; 
wir  sagen  absichtlich  nicht  die  mittlere  Proportionalgrösse,  denn 

—  £  hat  offenbar  gleichen^  Anspruch.  Hlier  ist  also  die  Nachwels- 
harkeit  einer  anschaulichen  oedeutung  von  t^-^-i  vollkommen  ge- 
rechtfertigt, und  mehr  bedarf  es  nicht,  um  diese  GrOsse  in  qmm 
Ciobiet  der  Gegenstände  der  Arithmetik  zuzulaJ'sen. 

Wir  haben  geglaubt,  den  Freunden  der  Math^matik  durch  diese 
kurze  Darstellung  der  Uaüptmomeote  einer  neuen  Theorie  der  söge- 


Beide  Bemerkungen  hat  schon  Kant  gemacht,  aber  man  begreift 
nicht,  wie  dieser  scharfsinnige  Philosoph  in  der  ersteren  einen 
Beweis  für  seine  Meinung,  dass  der  Kaum  nur  Form  unserer 
laMem  Aotchaoun^  sei,  sn  Ünden  glaaben  konnte,  da  die  sweito 
•o  Idar  das  Gegenmcil,  und  dass  der  Raum  nnabhfingig  von  on- 
•erer  Aoicfaaanngtart  eioe  rselle  Bodeatnag  haben  nm,'  beweitst. 


■ 
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naonten  imaginären  GrOMCD  einen  Dienst  za  erweisen.  Hat  man  diesen 
Gegenstand  bisher  aus  einem  falschen  Gesichtspunkt  betrachtet 
und  eine  geheimnissvolle  Dunkelheit  dabei  gefunden ,  so  ist  dies 

Sossentheils  den  wenig  schicklichen  Benennungen  zuzuschreibeB. 
ätte  man  -j- 1 ,  -—  1 ,  V"^^  nicht  positive ,  negative ,  imaginäre 
(oder  gar  unmögliche)  Einheit  ^  sondern  etwa  directe,  iuTerge^,  late- 
lale  Einheit  geoaimt»  so  h&tte  fdb  einer  aolchen  Dunkelh^lniHi 
4ie  Rede  aein  kunnen.  Der  Ver£  hat  sich  vorbehalten^  deai  C^* 
genatand,  welcher  in  der  vorliegenden  Abhandlung  eigcntIicV.'#i' 
«legentlich  berührt  ist,  künftig  vollständiger  za  bearbeiten,  wo 
dann  auch  die  Frage,  warum  die  Relationen  zwischen  Dingen,  die 
eine  Mannigfaltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten, 
nicht  noch  andere  in  der  allgemeinen  Arithmetik  zulässige  Arten 
yQn  Grüsaen  liefern  kopnen^  ihre  Beantwortupg  finden  wir^; 


Heber  dm  Prineip  des  kleinsten  Zwangs 
und  die  damit  zusammenhän^eiiden 
meehani(»ehen  Principe« 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Reaschle 

ata  €lyiaaatiani  zn  Slatlgo'^ 


• 

Im  viefIeD  Bande  des  C^Ue'achen  Journals  S.  232.  stellt 
Gauss  ein  neues  allgemeines  Onrndgesets^der Mechanik  anC  wel- 
ches unter  obigem  Namen  (Prinoiple  of  least  re^traint)  in  einem 
englischen  Lehrbuch  (Eamshaw  Dynamics,  Cambridge  1839) 
unter  die  dynamischen  Principe  eingereiht  worden  ist.  Sowt^ 
ich  die  Literatur  kenne,  ist  es  das  einzige,  wo  es  aufjE^eführt  wird, 
übrigens  ohne  Beispiele,  dergleichen  auch  Gauss  nicht  gegeben 
hat.  Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist,  nach  einigen  historischen 
Bemerkungen  über  die  Behandlung  des  Princips  in  den  beiden  ge- 
nannten Schriften»  dasselbe  zuerst  geradezu  an  ein  paar  mögiicnit 
einfachen  Beispielen  zu  erproben,  es  sodann  der  allgemeinen 
lytischen  Behandlung  zu  unterwerfen  und  so  in  seinem  ZasM 
tumg  mit  den  übrigen  Prineipen  der  Mechanik  naclmimisea« 
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Nach  (Irm  Aiisrlmck  den  ihm  sein  Urheber  gegeben  hat«  lau- 
tet «las  Priiicip  8o: 

„Die  Bewe2n>nff  eines  Systems  materieller,  auf  «a8  immer  filr 
eine  AVeiseuiit  einauder  verkDÜjilter  Puukte,  deren  Bevveguugen  zu- 
gleich an  was  immer  für  Stwsere  BeschrSnkungeii  gebundeD  sind, 
geschieht  in  jedem  Augenblick  io  möglich  grosater  Ueoer- 
elnstimmung  mit  der  freien  Bewegung  oder  unter  mtig-  ^ 
lieh  kleinstem  Zwange,  indem  als  Maass-  dos  Zwanges,  den 
das  p^nnze  System  in  jedem  Zeittheilchen  erleidet,  die  Summe  der 
Producte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkung  jedes  Punkts  Ton 
seiner  freien  Bewegung  in  seine  Blasse  betrachtet  wird/^ 

Gauss  und  Karnshaw  beweisen  diesen  Satz  auf  Terschie* 
dene  Art  durch  Zurückführüns  auf  andere  mechanische  Principe. 

I.  Ereterer  leitet  ihn  aui  folgende  Weise  aus  dem  Da  leni  ber- 
tischen Princip  in  Verbindung  mit  dem  der  virtuellen  Geschn  indi«;- 
koiten  ab.  Es  sei  (Taf.  IV.  Fi«.  1.)  für  irgend  einen  Punkt  des 
»Systems  m  die  Masse,  A  sein  Ört  zur  Zeit  t,  ß  der  Ort,  den  er 
Dach  einem  unendlich  kleinen  Zeitintervall  r  in  Folge  der  auf  ihn  ' 
Wirkenden  Kräfte  und  der  zur  Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeit 
einnehmen  würde,  wenn  er  vollkommen  frei  wäre,  C  der  wirkliche 
Ort ,  der  zufolge  des  Systeniverbandcs  diesem  Zeitintenall  ent- 
spricht, endlich  D  irijoncl  ein  anderer,  dem  Systemverbaiid  rom- 
pi^tibler  und,  versteht  ^iicb,  den  Punkten  A  und  C  unendjich  naher 

Ortj  so  ist  ^m*BC^  ein  Minimum,  wenn 

Ist  aber  6  der  Winkel  zwischen  €B  und  CD,  00  ist  in  dem 
.  DreifitkBCD 

'BB*='S€f^l^*-2BC\7Iü.iMB$i 

folglich 

*   

(a)...^^JBny-'M.jSt!^^Jfm.CD*'-9^m.B^ 

aber  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  angewandt 
auf  das  Gleichgewicht  der  verlornen  Kräfte,  welches  durch  das 
Dalembertische  gefordert  wird,  ist: 

(6) . . .     .  ££r.  cbs6=0, 

folglich 

Es  ist  nSmlich  das  Product  m.WÜ.ÜB.coBB  das  dem  ma- 
teriellen Punkt  m  zugehörige  virtuelle  Moment,  sofern  m.ST^  als 
seine  verlorne  Kraft  betrachtet  werden  darf,  lieber  die  Berechti- 
gung hiezUj  80-  wie  über  die  wesentliche  Homo|^neität  der  GJei- 
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«liuDg  (a)  hinsichtlich  des  Unendlichkleinen  ^rbitbe  Ich  mir  lo 
dem  Gaussischen  Beweise  folgende  Bemerkungen  hiozuzuRlgeii. 

Das  Prodact  m,BC  ist  zuächst  das  ProAict  aus  der  Masse 

in  einen  dem  unendlichkleinen  Zeittheilchen  r  entsprerhenden  Rnum 
oder  Weg;  man  kann  denselben  aber  an  die  Stelle  der  der  Zeit- 
einheit entsprechenden  Beschleunigung,  oder  wenn  diese  p  zur 
Zeit  t  ist.  \pt^  für  p  setzen,  sofern  dann  blos  i  als  gemein- 
schartlicher  Factor  vor  das  Summeuzeichen  iu  {b)  tritt.  Denn  pb* 
schon  die  Id  obtoero  Atu^nick  des  Princlps  vorkommendeD ,  zw 
Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeiten'  v  RSume  liefern  Von  d^r  Form 
tt,  welche  also  nicht  daä  Quadrat  von  t  enthalten  würden ,  so  sind 
doch  in  der  That  die  verlornen  Kräfte  oder  die  dafür  suhstitairba- 
ren  Rfiume  BC  von  jenen  G(  >^ch"inf1ii:kfit<»n  v  unabhängig,  ^vas 
durch  die  Nachweisung  der  verlornen  krott  in  BC  übefnaupt  er- 
hellen wird.  Sei  zit  den»  Behuf  (Taf  IV.  Fig.  2.)»  ausgehend  von  dem 
der  Zeit  t  entsprecheinlen  Ort  AE  der  im  Zeittheilchen  r  zu- 
folge der  erlangten  Geschwindigkeit,  AF  der  in  demselbeii  ZeiÜD' 
terrall  zufolge  der  neuhlnzutreteilden  Kraft  dtirchlaufene  ftaum^ 
wSbreod  AC,  wie  oben,  den  wirklichen  Weg  bedeutet!  so  stellt 
wenn  man  AEC  zürn  Parallelogfamm  ergänzt,  £C=AG  die  wirk* 
same»  und  wenn  man  AGF  ergänzt,  FG  =  AH  die  verlorne  Com- 
posante  der  bpscblouniijenden  Kraft  AF,  endlich  die  Diagonale 
AB  in  dem  Parilleiogramra  aus  AE  und  AF  den  im  Zeittheilcbeo 
t  frei  durchlauf«  nen  Raum  vor.  Diess  ist  aber  zugleich  die  Dia^jo- 
nale  in  dem  Parallelogramm  aus  AC  und  AH,  und  daher  die  Ab- 
lenkung von  der  freien  Bewegung  parallel  und  bleich  der  ver- 
*  lomen  Kraft  AH,  tvoraiis  bereits  erbelß,  dass  Bv  iVte  AF  eine 
OrSsse  von  der  Form  ist  Noch  unmittelbarer  aber  zeigt  sieb 
die  Unabhängigkeit  der  Grosse  BC  oder  AH  von  der  zur  Zeit  t 
erlangten  Geschwindig^keit  so:  ist  AC  der  gleich  und  entge 
gengesetzt,  so  ist  A/f  Resultante  aus  AB  und  AC;  zerlegt  man 
aber  diese  beiden  in  ihre  Coniposanteu  zurück j  welche  flBr  jene 
AE  und  AF,  für  diese  AE'  und  AG'  sind,  d.  h.  die  der  AE  und 
AG  gleichen  und  direct  entgegengesetzten  Grossen,  so  beben  sich 
somit  AE  und  A^  als  Composanten  von  AH  auf.  — »   Da  nun  , 

B C=  ipr',  so  ist  allerdings  ^ .  ß C.  CD .  cos  6  —  i  r '  :^mp .  CU  cos  6  \ 
nach  den  eitirten  Principen  null;  aber  da  «ich  BC  zugleich  als  ein 
Unendlicbkidoes  der  zweiten  Ordnung  herausstellt,  so  mtisseo 
auch  BD  und  CD  als  solche  sich  erweisen,  damit  (aj  homogen 
sei,  weil  sonst  das  in  der  Gleichung  (bj  enthaltene  Glied  als  ein 
ünendliohkleines  höherer  Ordnung  aus  (a)  wegfiele,  unabhängig 
vom  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  Es  ist  aber  D  ein 
mit   C  irfeicbartiger  Punkt  und  es  lässt  sich  für  ihn  die  vorige 

•  Constriictior»  w  iederliolen ,  irjdeiu  mau  überall  D  an  die  Stelle  von 
C  setzt  und,  ausgehend  vou  A,  die  gegebene  AnTangsgeschmo- 
digkeit  AE  eben  so  bei  AD,  wie  htüAÖ,  concurriren,  aber  irgend 
eine  andere  beschleunigende  Kraft,  anstott  AF,  hinzutreten  llsst; 

•  biedurch  zeigt  sich  BD  als  eine  Grosse  von  der  Form  ip't^^  wo 
p'  eine  willkübriicb  andere,  nur  den  Bedingungen  des  Systeflur 
entsprechende  Beschleunigung  ist,  die  m  von  jTaus  anstatt  nach 
C,  in  demselben  Zeittheilchen  r  nach  D  führen  würde,  und  alsdann 
ist  auch  CD,  als  Resultante  aus  CB  und  BD,  eine  Grosse  von 
derselben  Form,  uänilich,  wenn  X  der  im  Dreieck  BCD  der 

gegenüberliegende  Winkel  ist,  CD^^z^^^  (p*  i-p'*  —Tpp'casiy 
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II.  £ine  andere  Beweisart  TCiBiiclit  Earoshaw,  indem  er 
mit  dem  Dalembertischen  Princip  die  statischen  und  dynamischen 
Eigenschaften  des  Schwerpunkts  ver!)indet.  durch  eine  mechanische 
Constnictioo  ,  «1er  übrigens  ich  wenigstens  nicht  die  gehürii^e.  Evi- 
denz, Vollziehbarkeit  in  der  Anschauung,  zuschreiben  kann,  wel- 
che sicli  aber  auch  umgehen  iässL  Aasgehend  davon,  dass  in  der 
RIebtaog  SC  die  ResttltBiite  der  verlornen  y'oder  wie  er  sich  pas* 
geiid  auadrfickt,.  der  ZwangskräAe  (forces  of  restraint»  restraining 
pressuros),  auf  rn  wirkt,  mithin  ßC  der  Raum  ist,  um  den  die 
Resultante  das  Theiichen  7if  \n  (Irr  nnendlichkleinen  Zeit  r  ablenkt: 
80  deuke  man  sich  ietzt  sämmtiiche  materiollen  l^unkte  des  Sy- 
stemis  ihrem  Verbände  entnommen,  in  freiem  Zustande  an  irgend 
einem  Pvnlct  ß  des  Ranms  vereinigt  und  hier  znmai  von»  den  resp* 
Zwangskräften  gleichen,  Drachen  in  deren  Riclitnngen  getrieben^ 
80  wird  sich  jedes  Theiichen  m  von  ß  nach  einem  Punkte  v  bewci- 
aen,  so  dnss  ßy  £r|eich  und  parallel  Bf  ist.  Da  nun  dio  A^vans^s 
Kräfte  von  der  Art  sind ,  dai?s  sie  Gleichgewicht  an  dem  Systeinf 
hervoi  hl  ingeo,  gemäss  dem  Oalemberti^ücoen  Princip,  so  kOnnen 
sie  keiueu  Eintluss  auf  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  haben, 
gemäss  dem  Princip •  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts«  es  bleibt 
mithin  noch  der  Schwerpunkt  der  Theiichen  wenn  sie  in  den 
Punkten  y  sich  befinden.  ^Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des 

Schwerpunkts  aber  Ist  Jmßy^,  fo^lich  auch  JSmBif  ein  Minimum^  ^ 

d.  h.  der  Werth  dieser  (Trü.«;sc  ist  kleiner,  als  wenn  die  Zwanors- 
krnfte  kein  Gleicligewicht  hervurbrachteo,  -  wie  sie  es  nach  dem 
Dalembertischen  Princip  sollen. 

8o  scharfsinnig  und  wirklich  in  der  JXatur  der  Sache  gegrün- 
det DUD  die  Zuziehung  dieses  Satzes  vom  Schwerpunkt  ist,  dass 
die  Summe  der  Prodncte  aus  jeder  Masse  in  das  Quadrat  ihrer 
Entfernung  vom  Schwerpunkt  ein  Minimum  sei:  so  sehr  scheint 
mir  dufch  die  Art,   wie  der  Satz  von  der  Erhaltung  des  Schwer- 
punkts in  Anwendung  gebracht  wird^  der  mechanischen  Anschauung 
Zwang  angetban  zu  werden.   Denn  so  sehr  die  Forderung  an  die 
mathematische  Abstractlon  zuzugestehen  ist,  sich  eine  beliebige 
Masse  in -einem  Punkt,  und  desgleichen  in  einer  Linie»  Fliehe« 
vereinigt,  concentrirt  zu  denken,  so  unnatürlich,  ja  wie  eine  con- 
tradictio  in  adjecto,  koitimt  mir  die  Forderung  vor,  mehrere  ein- 
zelne materielle  Punkte  (oder  in  Punkten  concentrirt  gedachte  Mas- 
sen) in  freiem  Zustande,  unverbunden,  so  dass  jeder  für  sich  sich 
bewegen  kann,  als  in  einem  Punkt  vereinigt  sich  zu  denken,  viel- 
mehr bilden  mehrere  materielle  Punkte  dieser  Art  ein  System^ 
und  es  mOsste  daher  erst  bewiesen  werden,  dass  ß  der  Schwer- 
punkt dieses  Systems  ist,  ehe  sich  begreifen  lasst,  dass   er  es 
metiit.    Das?:  tnm  aber  ß  ^virklich  der  Schwerpunkt  der  iri  den 
Punkten  y  l)etindlirlien  materiellen  Punkte  ist,  folgt  aus  einem  rfln 
statischen  Satze,  den  Lagrange  in  der  analytischen  Mechanik,  im 
5ten  Abschnitt  der  Statik  (T.l.pag.  107),  als  von  Leibnit  z  aulge- 
gestellt,  anföhrt  und  aup  seinen Tormelo  herleitet.  Der  Satz  be- 
steht darin,  dass^   wenn  mehrere  Kräfte  an  einem  Punkt  sich 
Gleichgewicht  halten,  upd  von  diesem  Punkt  aus  Linien  gezogen 
Werden,  die  nnch  Grösse  und  Richtung  jene  Kräfte  vorstellen,  der  i 
betreffende  Punkt  der  Schwerpunkt  eben  so  vieler  (als  Kräfte  vor- 
handen sind),  in  den  Endpunkten  jener  Linien  angebrachter,  glei- 
cher Massen  sei;  und  man  kann  ihn  dahin  erweitem:  wenn  man 

TkeU  Vi.  1« 
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J«d«  d€r  s4«lf9elMii  KrSIte  l>  die  an  t^mm  Vmkt.Mt  GMchgt- 

iFicbt  haltCD»  durch  «i«  Prodnct  mp  yorstellt,  wovon  der  ein«  Factor 
m  als  eine  MaoBe,  der  andere  p  als  eine  BosdileaDiguDg  /  «dir 
als  em  in  einer  gewissen  Zeit  durchlaufener  Weg  betrachtet  wer- 
den kann,  sid  ist  jenrr  !*nnkt  der  8chwerjninkt  der  in  den  Kntfer- 
nuageo  p  von  ihm  angebrachten  Massen  tn,  jene  Entfernungen  in 
Ricntnng  der  gegebenen  Kräfte  genommen ;  und  dann  ist  nach  einem 
zwetleii  statischen  8atze,  dem  von  Earunbaw  citirteu,  ^np"*  eio 
Minimum.  Indem  ich  den  Beweis  des  so  gestellten  Sa^ea»  sowie 
des  letzt  env8hnfen,  in  die  Berichtigung  des  englischen  BeweisM 
fiir  unaer  Prindp  einiedite»  besieht  dieser  ouraMbr  aas  folgeodei 
Momenten : 

1)  Dem  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  zufolL'e  Im- 
neu  die  Zwangskrälte ^  die  an  dem  System  vermöge  des  Daieirilier- 
tischen  Princips  sich  Gleichgewicht  liRttei),  keinen  Einfluss  ant  die 
Bewegung  des  Schwerpunkts  haben,  soiidern  müssen  sich  an  dem- 
selben, mithin  überhaupt  an  einem  Punkt  ^  des  Kaum^  Gleichge- 
wicht halten*).  Setzt  man  daher,  wie  in  Nro.  I.  BC=fy=^\j^- 
trod  sind  a,  b,  e  dis  Winkel  der  Linie  ßy  mit  drei  rechtfFinkngn 
Azen  der  so  drücken  die  Oleichnngen 

(o)    2mp  cos  cr^O,  -Iw/? cos  6—0,  J^pcosc^O 

das  Gleichgewicht  der  Zwangskräfte  m  .  fiC  ani  Punkte  ß  aus. 

2)  8ind  nisdann  ^  <li^  (^ooniinaien  des  Punkts  ^. und 
«P»  fff  2  die  irgend  eines  der  Punkte     so  ist 

^'=JpV=(*~{)«+(,-,)»+(,-C)» 

und 

4fir*  Ip»*  ]^t^  ' 

aus  den  vorhergehenden  Gleichoagen  («)  wird  dalier: 
und  diese  geben 


wonach  der  Punkt  ß ,  dessen  Coordinateu  |,      ^  sind,  der  Schwer- 

Euukt  der  materiellen  Punkte  m  ist,  deren  Coordinaten  x,  ff,  z,  d. 
.  der  in  den  Punkten  y  beüudlichen Massen  jn**)» 

*)  Oder  einfacher:  Da  die  Zwang«kräfte  nach  dem  Dalcmbertiiclia 
Princip  an  dem  gegebenen  System  Gleichgewicht  hervothriiigen ,  to  möt- 
8cn  eie  InibeMiiulere  die  fortschreitende  Bewegung  des  Schwerpiudtti  Mf- 

heben,  tnithm  an  einem  Punkt  »ich  Gleichgewicht  halten. 
**)    Da  man  nun,  anstatt  mp  =  P,  m'p'  ^P'  «.  g.  w.  zu  setzen,  aiicli 
netztn  kann:  P  =  m^,  f  =  1719'^. ,  d.  Ii.  alle  diese  Massen  aiet  clcicli  an- 
nehmen, «o  erhält  man,  wemi  n  die  Ansahl  dereelben  (oder der  KfifteF)^ 

'  !•  1  1 

|=i-^ar,  i7=~-2y>  C^^Sz, 

'  welcher  Form  Lagrange  am  citirtea  Ort  diese  Hesultote  hinciciut,  ■!* 
Josdrack  dei  LeibailiiMSeo  Salaea. 
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3)  Da  die.  «raten  flwUe  der  GiekhimgeB  (ß)  die  parMtea 

AUeiiuDgteD  nach  1,  «7,'  C  von  der  Fnnctioii  j-J^p^modtmiteatr 

^gengesetztem  Zeicheu  genommeD,  und  da  die  zweiten,  nämlich 
mt  einen  ^  wo  sweimni  nndk  der  nfimllehen  Variable  differenzirt 
wltd>  f^mmtlleli  auf  die  wesentlich  positive  OrSsee  JSIM,  die  andern. 
Wo  nach  zwei  verschiedenen  Variakeln  differenzitt  ivird ,  sanimtlich 
auf  Null  sich  rednciren :  so  sind  alle  ßedii^gnngen  erfdHt,  weiche 

jene  Function,  mithin  JTm.  BC*,  zu  einem  Minimum  machen  in 
Beziehung  auf  |,  ^,  c.  d.  h,  kleiner,  a!>;  wenn  |,  J  nicht  die 
dem  Schwerpunkt  entsprechenden  Wci  the  liatten ,  mithin  kleiner, 

aii§  wenn  die  Zwangskräfte  711.  BC  mvht  au  eiuem  Punkt«  sdsQ  auch 
nicht  an  dem  System  sich  Gleichgewicht  hielten*). 

III.  Vergleichen  wir  nun  die  beiden  Beweise,  so  gelten  beide 
genieinscbaftfich  von  dem  Fundamentainrincip  der  Dynamik,  dem. 
Gleicbgevi^icht  der  Zwangskräflte  aus,  unterscheiden  sich  aber  darin» 
dass  der  Oausslsche  dieses  Gleichgewicht  mittelst  der  allge- 
meinsten Redin^ng  des  Gleichwichts  in  Anwendung  bringt,  die 
in  dem  A  eri-chwmden  der  virtuellen  Momente  heüteht,  der  von 
Earnshaw  dagegen  mittelst  einer  itarlieilen  Bedingung,  welche 
bloss  dleAnfhebunff  der  fortschreitenden  Bewegung  zur  Folge  hat 
80  hmijg  und  zieruch  nun  hier  die  Beziehung  unseres  Minimums 
zu  demjenigen,  welches  der  Schwerpunkt  darbietet,  erscheint,  .so 


bloss  aut  ireie  Systeme,  wo  die  Z\van2:skräfte  die  Bedingung  erfül- 
len müssen,  an  einem  Punkt  sich  Gleichgewicht  zu  ludten  ,  wus 
'  nicht  luebr  der  Fall  ist«  wenn  das  System  einen  fixen  Punkt  oder 
eine  fixe  Are  enlbSlt:  so  dass,  soÜte  sich  überhaupt  in  aUen  FSI* 

len  JSm,BC^  auf  Smrl  (wo  Tq  die  Entfernung  djer  Masse  vom 
Scb^erpunkt)  zurfickföhren  lassen,  diess  in  den  genannten  Fäl- 
len   besonders,  oder  allgemein,  geschehen  müsste,  dann  aber 


ten  geschehen  könnte.  Hiernach  kann  111  ;in  behaupten,  dass 
der  englische  üewei.s  Idost.  die  Nachweisung  des  Princips  an 
einem,  obwohl  viele  Fälle  uuter  sich  begreifenden  Betspielo 
ist,  dergleichen  wir  in  {•  %  an  einem  andern  Beispiele  all^ 


*)  Blan  kann  diesen  Satz  vom  Schirerponkt ,  dass,  wenn  dieDisttmi 

eines  der  inatcrtellen  P»nkto  m  vom  Schwerpunkt,  -mrf^  ein  Minimnm 
sei,  auch  ohne  Differenziaürccluiung  so  zeigen:        seien  Xo  =  x  —  • 
yo—y  —  fl'i  Zo=z  —  ^  die  Coordinaten  von  m  in  Beilehunf  auf  doi 
Schwerpunkt,    also  rl=s'x%-\'y^-{it%^  etemo  r*=«*-|~y'Hr**9 

folglich,  wegen  .  '  .  ^ 

wat  anch  der  Coordmatenanprung  sein  mag. 


allgemein  und  pasi^t  zunächst 


wohl  nur  mittelst 


16* 
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gemeinerer  Art  zeigen  uerden,  dass  aber  der  allgemeine  Beweis 
mit  Gauss  durch  die  allgemeine  Formel  der  Dynamik,  die  Ver- 
bindung des  Dalembertischen  Princips  mit  dem  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, geführt  werden  muss.  Dann  nur  ist  das  Princip 
des  kleinsten  Zwangs  auch  hinsichtlich  seiner  Folgen  allgemein 
aufgestellt,  so  dass  es  gleicherweise  der  Herleitung  sämnitlicher 
Bewegungsgleichungen  eines  gegebenen  Systems  zu  Grunde  gele^ 
werden  kann,  wie  das  Princip  der  virtuellen  (Geschwindigkeiten  in 
seiner  Anwendung  auf  das  Gleichgewicht  der  verlornen  Krälte; 
denn  aus  dem  Gaussischen  Beweise  erhellt  unmittelbar,  dass  man 
umgekehrt  vom  Princip  des  kleinsten  Zwangs  zu  jener  allgemeiaeo 
Formel  der  Dynamik  gelangt. 

Wie  man  vermöge  des  Dalembertischen  Satzes  aus  jeder  dy- 
namischen Formel  eine  statische  ableiten  kann  und  umgekehrt,  so 
ist  nach  Gauss  das  Gleichgewicht  nur  ein  besonderer  Fall  des 
allgemeinen  Gesetzes,  indem  dann  bloss  die  Punkte  A  selbst,  als 
der  Gleichgewichtslage  entsprechend,  an  die  Stelle  der  Punkte  C 

treten,  und  2m.  BÄ^  ein  IMinimum  ist.  Diess  heisst  in  der  Tbat 
soviel  als:  in  der  allgemeinen  Formel  der  Dynamik  alles,  was  sich 
auf  die  wirkliche  Bewegung  zur  Zeit  t  bezieht,  Null  setzen,  im 
Falle  die  am  System  wirkenden  Kräfte  selbst  sich  Gleichgewicht 
halten ;  übrigens  lässt  sich  auch  der  Beweis  ganz  auf  ctieseibe 
"Weise  führen,  denn  entspricht  D  einer  virtuellen  Lage  des  mate- 
riellen Punkts  m,  so  dass  AD  mit  AB  in  Bezug  auf  die  Grosse 
gleichartig  ist,  so  liefert  das  Dreieck  BAD,  wie  zuvor  BCD,  die 
der  («)  ähnliche  Relation  .^^^^    . 


(c)  -Tm .  {BD^  -  BÄ') r=2mAlJ-22fnBA.AD. cos 

indem  w  der  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  freien  Bewegung 
AB  oder  der  der  Kraft  und  zwischen  dem  virtuellen  Weg  AD, 
und  mit 


2mBA,  AI) , cos —  0 

redueirt  sich 

2mBTf  -  JSmBÄ'' 
auf  die  wesentlich  positive  Grösse  , 


Auch  hier  ist  alsdanji,  was  bereits  durch  die  Forderung  angedeir- 
tet  ist,  dass  AD  der  Grösse  nach  gleichartig  mit  Ad  sein  soll, 
zu  bemerken,  dass,  da,  wenn  wiederum  ü  die  an  7/1  wirksame  be- 
schleunigende Kraft  ist  und  r  das  unendlich  kleine  Zeitintervall. 
AB=^pt^  ist,  auch  der  virtuelle  W^eg  AD  ein  Unendlichkleines 
zweiter  t)rdnung  in  Beziehung  auf  r  sein  muss ;  was  sich  in  der 
That  auch  dadurch  rechtfertigt,  dass  die  Grössen  AD  als  die  im 
Zeitintervall  r  durchlaufenen  W^ege  zu  denken  sind ,  wenn  andere 
beschleunigende  Kräfte  q  an  die  Stelle  der  in  den  Punkten  A  sich 
Gleichgewicht  haltenden  Kräfte  p  treten.  Man  vergl.  übrigens 
§.  2.  III.  u.  §.  3.  I.  •  • 


^    i  y  Google 


f.  % 

Wir  prüieu  iiuii  das  l^riiicip  des  klelimteti  Zwaogs  diroct  au 
( kiigeo  ripr  einfachsten  Beispiele,  sowohl  von  Bewegung,  als  von 

ijileichge\vi<:ht. 

1.  Liu  für  die  Bewegung  eines  Systems  den  iiiiiglichst  ein- 
(ukvu  Fall  ZV  nehmeiijp  so  vivddaza  nameDtlich  erjG[>rdert,  dass 
sinintliclie  Punkte  A,£,C,D,E  für  jeden  der  materieUen  Punkte 
i)  die  nimlicfae  Geiade  falten;  wir  nehmen  daher  zwei  ungleiche 
Massen  m,  fii'  an  den  Enden  eines  um  eine' gewichtlose  Rolle 
'jphondüTi ,  gewichtlosen ,  absolut  biegsamen  unM  nnausdehnbaren 
Fadens  an  und  lofjon  die  Anordnung  der  Punkte  ABCDE  für  die 
blasse  III  und  der  ents|)recbenden  Ä'B'fyO'FJ  für  die  Masse  m' 
nach  (Taf.  IV.  Fig.  •).)  zu  Grunde:  so  siind  nacii  der  Natur  des 
Systems  alle  Abstände  der  übrigen  Punkte  von  E  auf  der  elueu, 
dcfien  von  £'  auf  der  andern  Seite  ,  gleich  und  haben  ent^genge* 
seilten  Sinn,  ausgenommen  £i?  'uod  JE!B',  diehel4e  demlSiDn  aer 
Schwere  entsprecnen.  Nun  Ist  hiernach: 

folgUch  die  GriSss« 


Ist  aber,  nie  gewöhnlich,  //  die  Beschleunigung  der  Schwere 
»od  t  eiu  Zeitintervall,  das  in  uiivserni  Fall,  mit  allen  vorberfrehen- 
deo  Linien,  eine  beliebige  endliche  Grü^e  balit^n  dail,  bu  ist 


71t— m 


Duthio 


uttd  folglich 

I^as  auch  die  wlllkflhrllche  Lkile  CD  «ein  mag,  wofern  sie  mir 
^  Richtung  des  Fadeofl  geoommeo  wllrd,  md  somit 
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ein  Minimum. 

Führt  mau  die  Werthe  von  EB^  £C  in  den  Ausdruck 
welcher  ein  fifinimum  sein  soU^  so  hat  naDj  indem  man  ^^-|-^, 
=f»  macht  ' 


-SwA .        =( TO (1  - t-^y  +  m'  {!+/*)«)  ^ , 

und  man  geht  hiervon  offenbar  zu  ^m.BD'  über,  indem  manfui 
(i-g  eine  andere  BeschieunigUDg  (/A-|-a)y  substituirt,  die  ebeoys 
dem  Faden  entlan!»  wirkt,  wo  «  eine  iviiikührliche,  po«»itiYe  ode; 
negative^  Grosse  ist,  woraus  man 


d.  h.  JSSn,^*  erfaSK»  indem  eben  CD  —  \agt*,  Hieraus  eiheDet 
aber  auch,  dass  man»  Bebvfe  der  Nachw^imiig  des  Mioimini's  * 
dnrch  Differenzialrechnuug,  in  Beziehung  auf  ^  zu  differeoörtH  \ 
hat,  und  da  die  zwei  ersten  Ahleitungen  olfiger  GrMSSe  nach  /i 


sfaiil,  woven  dte  erste  irenti9ge  des  Werths  v<rti  ^  klentiseh  iiA 
die  zweite  wesentlich  positiv  ist,  so  Ist  auch  von  dieser  Seite  das 
Minimiun.  beetSfigt. 

Will  man  endlich  das  Princip  dazu  anweriden,  die  BeschleoDi- 

gung  an  dem  System  erst  zu  finden ,  so  seien  z'  die  Abstände 
der  Punkte  J,. 4',  znr  Zeit  t,  vom  br>rizontaleD  Durchmesser  der 
Rolle,  also  ,  weil  überhaupt  die  Bedingung  4es  Systems  ^'='— ^ 
ist,  entsprechend  dem  Zeitintervall  x. 


folglich 


mithin  die  Cbniss^»  die  ei»  JUinirouia  sehi^  soll: 


-(ir-||)'+«'(^+g>j-^-+..Ä;-" 
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Ihre  erste  AbleHuog  nach  der  wirklicben  Beechleanigiiiig  ^  ge- 

oomitien,  wie  zuvor,  giebt  zuiuiclist: 

woraus ,  da  diese  Gleichung  unabhängig  von  der  GrOsise  den  Zeit- 
tntervallä  t  gelten  muss : 

folgt,  initbio 

-   .  d^i  m  —  vi'  t 

Pa  tiülort  und  desgleichen  alle  folgenden  Zeitahleitungeu, 

ßQ  redudren  sich  obige  Ausdrflcle  auf  ihre  erstea  Glieder  und  die 
Kireite  Ableitung  (»i-f  m')  ~  zeigt,  als  weseotlich  positiv,  ein  Mi* 
lilmuni  an. 

11.    Das  Princip  üudet  übrigens  ancli  seine  Anwendung  auf 
«'inen  einzigen  materiellen  Pimlt:  auch  hier  ist  m,ß(f,  mithin, 
abgesehen  vom  Zeichen,  BC  ^selbst  ein  Blinimum.  Diess  erhpllt 
bei  der  freien  Bewegung  von  selbst,  wo  BC=0,  bei  der  gezwun- 
genen aber  weist  es  sich  allgemein  auf  eine  sehr  einfache  Weise 
nach ;  bei  der  Bewegung  eines  Punkts  auf  einer  schiefen  Ebene  unter 
dem  Einfluss  der  Schwere  z.  B.  ist,  nach  der  unmittelbaren  geome- 
trischen Oonstruction  (Taf.  IV,  Fig.  4.)       normal  zur  schiefen  Kbene, 
mithin  die  kürzeste  Linie  von  /?  nach  derselben  ,  und  zwar  für 
beliebige  endliche  Weee  oder  ein  endliches  Zeitiutervall  r.  Diess 
gilt  aber  ofenbar  von  jeder  Bewegung  dieser  Art,  was  auch  die 
Fläche  oder  Curve  sein  mitf ,  an  welche  die  Bewegung  des  Punkts 
^banden  ist  und  was  für  Kräfte  dabei  im  Spiel  sein  mögen,  wofern 
im  Allgemeinen  das  Zeitintervall  unendürh  klein  genommen  wird ; 
denn  die  verlorne  Kraft  ist  hier  immer  ein  Normaldruck  auf  jene 
Curve  oder  Fläche^  also  BC  normal,  mit  Inn  die  kürzeste  Linie 
Ton  B  ans  zu  derselben,  auf  der  ja  auch  die  compatibeln  Fnnkte 
D  liegen  müssen. 

Um  auch  hier  in  dem  einfachsten  Beispiel  dieser  Art,  wo 
nämlich  der  vorgeschriebene  Weg  geradlinig  Ist,  die  Diffcrenzial- 
gleichung  des  ^l^inimmns  zur  Auuindung  der  Besi  lilennitiung  anzu- 
weiulen ,  so  seien  j^^y  die  Coordinaten  des  Punkt«  in  Beziehung 
auf  zwei  rechtwinklige  Axen ,  die  der  positiven  v  im  Siooe  der 
Schwere  gerioattnen,  end  t  der  auf  der,sehlefen  ^nene  snr  SM  t 
durchlaufene  Weg,  also  wenn  «  der  ^Whdrel  der  sdMen  Ebene 
d«  iüchtag  derJSklnreie  ist,       sin«*  sr^'cos«^ 


Digitized  by  Google 


ai8  \ 

fl2g 

woraus  durch  Differenziatiou  nach  -jrr,  weil  die  Ableitung  iiiiaii- 
häügig  voD  V  .verachwlod^n  muBS, 

g8lnaa-(^-2co8a)coiia=0, 

<1.  h. 

folgt,  und  die  zweite  Ableitung  reducirt  sich,  weil  die  höhern  Ab- 
leitungen von  s ,  mithin  auch  Ton  y  nach  i  verschwiodeu ,  aui 
dto  positive  GrOase 

« 

(  sin  2a -|- cos     ) • 

III.  Was  nun  das  Gleichgewicht  betrifft,  für  welches  das 
Prineip  des  kieinstep  Zwangs  2m,  JS^  als  MiDimum»  mithio 

festsetzt,  so  hat  man  im  ersten  unserer  Beispiele  (Tai.  IV.  Fig. 3.), 
indem  man;  um  die  Figur  nicht  ändern  m  müssen  >  E,!*  anstatt 
A9  jf  als  die  Gieichgewichtspläfze  betrachtet,^ 


folglich 

aber  beim  Gleichgewicht  ist  m=^m' ,  folglich 

Zu  ebem  swelten  Beispiel  diene  ein  Hebel  (F(g;IV.Taf.5.),  woio 
den  Lagen  A,A'  zwei  Massen  m,nif  «n  dem  Armen  a,a'  sich  Gleich- 
gewicht  halten,  wofür  die  Bedhigung  ma~mfaf  ist.  Nun  ist  wie- 
derum ^f=:^'^',, ferner,  wenn  d  der  Drefanq^swinkel' desfitlMb 
ans  der  Lage  AA'  in  die  Lage  DJ^  ist. 
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mithm.  thi  in  c)r>ri  Dreiecken  BAD,  B'AB^  die  Wiokd  an  A 
und        resp.  4^  und  läO"  —  ;^  sind. 


wo  das  zweite  Glied  xufoIged«r€UeicligewichtBlNBdiuguog  verschwin- 
d«l,  da«  erste:  aber,  indem  man  die  £fftogc(  des  gansen  Hebels  Bit 
I,  dw  gMeinsdiaftliche  Drebungsnuunent  mit  p  besoiclttiel^ 

•        Ä,i2>*==4(waa+^'a'^)8in46:==4iu/sinnd  ; 

•  ^  1 

wird ,  mithin  .        '  . 


In  beiden  Beispleieo  ist  AB^A'B'^\g[e^^  also  die  Mini- 
mumagrusse  ' 


wo  sich  aiinSchst  nicht  absehen  lisst,  wie  und  nach  was  sie  dlffe* 

renzirt  werden  sollte,  um  auf  diesem  Wet^e,  bei  vorausgesetzter 
Gleichgewichtsbedinirnn^r ,  d?m  ^liiiiinuni  zu  constatiren,  oder,  bei 
vorausgesetztem  Miiiinium,  die  Gleichgeuichtsbedingung  herzulei- 
ten; allein  da  diese  Differenziation  dem  Uebergang  you^AzM  BD 
entspricht,  wobei  sich  bloss  der  Pnnl[t  A  Sndert,  wShiend^  der- 
selbe bleibt,  so  sind  erst  die  Coordlnateo  des  Punkts  A  einsufilli» 
reo,  um  die  Differenziation  ToUziehen  zu  können^  Seien  daher  im 
ersten  Beispiele  z^^yz' o  die  vertikalen  Ordinaten  der  Gleichgewichts- 
plätze  E,E»  und  x,2!  die  der  Punkte  B^B'p  so  ist  ; 

folglich 

und  wenn  man  nach  differenzirt^  so  sind  die  zwei  ersten  Ab- 
leitungen ' 

-2ii»(z~Xo)-2m'(*'-*'.)^, 

aber  Toilnl^  der  Bedingung  d«»"  Syslenis  Ist  So-h«'«  =  C!oost.» 
leiglleh  '•■,>,•  M 
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wie  alle  folgenden;  mithin  reduzirt  sich  die  «rate,  indem  Hian  mm 
jr£=jr'£'=i^s  berttcksiclMict,  -{m—m')av^,  d.  k  auf 
Null,  warn  M^iii'sO,  liliwliim  41b  «reit»  «u  die  poettive 

GröKse  4m. 

Bezieht  mau  im  z^veif^n  Beispiel  die  Pwnlcfe  .4,A\  H^H'  auf 
zwei  rechtwinklige  Axen,  der  x  tind  y,  so  dass  der  L  rsprim^  im 
Umdrehuoesimokt  des  Hebels  lies;!,  and  die  Axe  der  puäiüveu  x 
alt  dem  Hebehurm  a  lo  der  Gletchsewichtslage  deo  Winkel  «t,  also 
mit  dem  mdeni  ^  dep  Winkel  macht,  gem&ss  der  Bedia* 

gimgdcs  Systems:  «ö  ist,  wemi  «osfo  vimI  ^»sr  die  CoordioattB 
von  VI  in  den  Laiyen  A,B,  ebenso  x,„y'^  und  ar^jV'  f^io  von  m' 
in  den  Lagen  A',  B'  sind,  indem  sowonl  AB  als  ^'2^'  die  Win- 
kel 90*" -fa  und  a  mit  den  Axen  der  positi?en  4'*  und  machen, 


^sina=—  (a:  — j:«),  ^4'//'  .sina=;-r(:tr'  — ar'«)  ; 


nml 


Cblglicb  bat  man,  wenn  man  ii^  üezieiiuut^  aul  a  diäeieit/jil,  al>er 
bloesdle  anf  die  Punkte  Jt^^i'  sich  beaielienden  Co<»rdinaten  mibw 
11^,  in 

• '    ■  •  ,  '  ,  '  '  •  '•    _     '     ' ' 

-2».((*-*.)^+<*-».5?)-A«'((^'-^i(^^+(y'-,',)|^)i 
die  beiden  ersten  Ableitmigen.  Nun  Ut 

wodurch  die  vorhergehenden  Ausdrücke  werden  *  ' 
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und 

2.  (ma«  +  « V*  )  +  2»«  ((y  ^  y  o)  fl^n  <v  -f  (  ^       )  cot  a  ) 

ober 

(y  — )  Cosa  —  (a.  —  ar„ )  sin  a  —  ^4 Ä , 

(y'  —  y'o )  Cosa  —  (or*  —  a'o  )  Sina=A*B' ; 

mtthio,  wenn  man  nunmehr,  nach  'vollzogeaer  Diierenziafion,  auf 
AB=A'B'=\ot*  Rücksicht  nimmt,  so  reduciit  «ich  die  mt9 
Ableitung  auf  —  (ma^mfaf) gt*»  mithiD  auf  Piuü,  wenn  ma — mV  =0, 
die  zweite  auf 

2  (ma«  +  m  V*)  +  (wia — f»V)^r«  sin  2  a, 

mithin  unter  derselben  Bedingung  auf  die  positive  GfSnM  ^ßl, 
indem  wiederum  massm*a*  —  't,      a'  —  l  gesetzt  wird. 

Auch  in  diesem  Beispiel  des  Hebels  aurften  die  Räume  AB, 
AD  oder  das  Zeitiuteivall  t  in  beliebiger  endlicher  Grosse  voraus- 
gesetzt werden  r  wie  in  den  vorhergebenden  Fällen  der  lioUe  und 
der  schiefen  Ebene;  übrigens  findet  «firisehen  dietem.  und  jenen 
der  Unterschied  statt,  dass,  während  dort  bei  der  Anwendung  des 
Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  die  auf  die  Richtung  der 
Kräfte  zu  projicirenden  Wege,  welche  die  Pinikte  des  Systems 
bei  einer  \  erfückung  desselben  aus  der  Gleichgewichtslage  durch- 
laufen, endlich  sein  dürfen,  diess  beim  Hebel  nicht  gilt,  vvohi  aber 
eehort  dieser  wl  den  Fällen,  wo  ßtatt  ihrer  Projectionen  die  vir* 
teelien  Wege  selbst^  und  ^Sme  dann  in  endlidier  GrSsne»  fg^Hiamr 
men  warden  dS? (en. 

Da,  den  Bemerktin&en  in  §.  1.  III.  i.\iio\gey  um  das  Gaussische 
Princip  aus  dem  DalembcrtincbeD  in  geboriger  Allgemeinheit  her- 
inlnitin,  das  von  letzterem  festgesetzte  Gwicbgewiebt  der  Twler^ 
UM  Kräifte  auf  die  allgemeinste  Art ,  d.  h.  mittelst  des  PrindpB 
der  virtuellen  Geschwindi'^keifcn  in  Anwendung  zn  bringen  ist,  so 
soll  nun  gezeigt  werden,  wie  der  allgemeine  nnnlytische  Ausdruck 
dej=:  Gaussiscbeu  Satzes  durch  die  allgemeine  Foririel  der  Dynamik 
sich  bestätigt,  welche  das  Verschwinden  der  Summe  der  virtuel- 
len Momente  simmtUdier  verlorner  KiliAe  anssa^  Sie  bedarf 
i  fibrigens  zuvor  einiger  ErSrtemngen«  die  wir  in  diesem  Paragraphen 
vornehmen. 

I.  Bekanntlich  ^vird  sie,  indem  man  alle  Punicte  des  Systems 
auf  ein  recbtwinidigeB  Coerdinatensystem  besiafat,  und  atte  an  den* . 
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ariben  wiikoodmi  IMfte  auf 'ihie  ^Mmpt^ijBei^kouen  tioMcOkai,  m 
datgestollt: .  « 


woför  wir 


schreiben  y  indem  wir  sulort  überhaupt  zur  Abkürzung  jeden  auä 
drei  Gliedern  bestehenden  Ausdruck,  welche  der  Reibe  nach  den 
drei  Coordiiiaten ,  oder  aveh  tbreli  drei  Paaren,  entspreehflii»  dnreh 
ein  elniiges  dieser  Glieder  vorstellen,  das  wir  in  eckige  Klammern 
ehiscliliessen.  In  dieser  Formel  aind  für  die  Zeit  t  ond  irgend 
einen,  der  materiellen  Punkte,  desaen  Masse  m  ist.      tr.  z  seine 

Coardhmteii,         %7ry^-^»'-fTr         wirklichen  dem  ^8tem▼e^ 

\  ut    (tt^  dt 

bände  entsprcrTienden  Besrhieuniguugen  nach  den  dreiAxeu,A,  F,  Z 
die  Axenprojectionen  der  an  ihm  unabhängig  vom  Systemverhande 

wirkenden  besefalennigend^n  Kräfte,  also  ^"^^^y  F— 

seine  verlornen  KrSfte,  endlich  Sä:,  Sy,  Sz  seine  ««j^enannten  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten,  proiicirt  aul  die  drei  Axen,  und  eben- 
damit'«ilf  die  Richtungen  der  Kräfte;  die 'sieb  Gleichgewicht  baltoo 
sotten. '  IDs  handeft  siä  tun  mMüA  nm  die  genauere  Feststelinng 
dinr  Bedeutung  dieser  Grössen  im  Geiste  der  Functionsrechnung, 
da  sie  gewöhnlich  im  Sinne  der  Infinitesimalmethode  als  Uneod- 
Ilchklelne  betrachtet  werden.  Gehen  wir  zu  dem  Behuf  auf  die 
Aussage  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  zurück  ,  so 
verlangt  da.ssclbe  dem  System  eine,  im  Allgemeinen  uneudlich- 
kleine,  seiner  Natur  comnatihle.  Verrückung  aus  der  Gleicbge- 

^  wichtsiage  zu  ertheilen,  aie  Wege,  welche  dabei  die  einzelnen 
Puiikte  des  Systems  darchlaufen ,  auf  die  Richtongen  der  Kräfte» 
Mkbe  an  ihnen  sich  Gleichgewieht  halten  sollen,  oder  beide  aiHT 
eine  gemeinschaftliche  Richtung  zu  projiciren ,  alsdanta  iioU  die^ 
Summe  der  Producte  aus  diesen  beiderlei  Projectionen  und  den 
Massen,  d.  h.  die  Summe  der  viftuellen  Momente,  verschwinden. 
Die  Axenprojcrtionen  der  unendlich  kleinen  Wege  oder  die  der 
Vern'ickung  entsprechenden  unendlich  kleinen  Variationen  der 
Courdiiiaten  werden  nun  gewöludich  mit  Sa^  u.  s.  w.  bezeichnet  und 
als  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  betrachtet;  wir  müssen  aber 
,v|sttteUe  üVeoe.  und  iMtteUe  Ciesebifindigkeit  unterscheiden,  und, 
wenn  desshalb  Do?  einen»  zunächst  endlichen  odertaieiidlicbkleineii» 
jSttwachs  von     (da  es  anch  Fälle  giebt,  wo  die  virtnellen  Wege 

'  «ndllch  sein  dürfen^  beseichnet«  .als  niebsteo  Ausdradc  der  ebigf» 
Aussage  das  Princips  aufstellen: 

.  (2)*,[(jr-^)z>,]=o. 

■ 

WO  nun  Daß  eine  dülsee  ist  nach  Art  von  Jas,  nur  das»  Ja,  der 
wkiclidie«  Bewegung  des  sluh  — ibrt,  jlberhaaema  Sysinns  wlk- 
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r«ncl  des  Zeitintervalls  entspricht,  üx  aber  einer  wiUkiihrH<*heii, 
nur  compatibelii  Verrückuug,  einer  virtuellen  Bewegung.  Mao  ver^ 

'  «  * 

dx  .  .  d^x  ^t*  . 

in  J^a:,  wenn  man  an  die  Stelle  der  durch  die  vv  irküche  Bewegung 

bestimmteo  Zel^bleituDgen  ~,  ^=^,  u, «.  v*  wUlkfibriicfae  Functio- 

dt  a" 

neu  der  Zeit  setzt,  nur  mH  der  Einschränkung,  dass  sie  an  die 
Bedingt! ngsgleichun^en  des  Systems  gebunden  sind,  so  dass  also, 
wenn  ni^n  diese  wltlkübrlichen  GrCssen  nach  dem  Gebiandie  der 
V^riationsrecfaDimg  mit  dx^  8*x  u.  s.  w.  beaelchnet» 


gesetzt  werden  kana^wo'^^  bloss  als  ganz  willkdhrlidlie  Fortschrei- 
tungsgrlisse  dient»  die^  nach  Umständen  endüch  oder  unendlich 
klein  zu  nehmen  ist,  und  so  den  Grüssenrang  von  Dw  bestimmt. 
l>iess  ist  dem  Geiste  der  Variationsrechnung  ganz  gemäss,  wonach 
man  von  einer  G^egebenen  Function  x—ft  von  f  zu  der  varilrten 
übergeht,  indem  man,  wenn  c  eine  neue,  absolut  independente 
Variable  Ist»  und  9'  eine  willkflhrUclie  Fiinctibn/  x-\-Dx^^^(ftf) 
setzt»,  vmpbei  nur  9{U0)~ft  sein  qivss  und  yif»r9x»»  durch  Entwic)( 
luDg  nach  ' 


hier  aber  kann  man  e  mit  Jt  vertauschen,  da  t  r»irhts  anders  sein 
soll  als  eine  völlig  unabhängige,  je^es Grades  von  Kleinheit  fähige. 
Grosse,  ebentso  wie  das  Zfeittncrement  Jt  es  Ist:  so  dass  man» 
während  X'^Jx=f(t'{-Jt)  ist»  x-i'Dx=^(ttJp  hat»  und  man 
kann  beiffigen,  dass,  wie  diese  variirte  Function  immer  der  ßedin 
gung  x=9(iyO}  zu  iinterwerren  ist»  nach  Umständen  auch  die 

weiteren  Bedingungen  ^  =9^x,^~:=9*x;u,s,yr,  gemacht  werden 

können,  bis  zu  einem  beliebigen  Gjiiede»,  bis  zu  weichem  Jx  und 
JJx  übereinstimmen  sollen. 

Entwickelt  man  aber  yermOge  des  angestellten  Werthes  von 
Dx  die  Formel  (2)  nach  Jt»  so  erhilt  mau«  nach  Weglassung  des 
gemeinschallÜchen  Fa^rs  ,^f» 

und  nan  sind  die  Iiciden  Falle  zu  unterscheiden»  wo  die  Verrflk- 
•  knng  des  Systems  unendlich  klein  sein  muss  und  wo  sie  endlich 

sein  darf.  Im  ersten  ist  Jt  unendlichklein  zu  nehmen  und  dtevor- 
bergeliende  GleichtTnix  refhirirt  fi'irh  auf  ihr  erstes  Glied,  d.  h.  auf 
die  Gleichung  (i);  im  zweiten»  wo  Jt  nur  den  Grad  von  lUeinheit 
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MieD  mms^  dum  4i»  Beilie  convergent  sei»  MiflÜtt  «ift,  ivail  iie 
iMbhiiigie  TOD  fliesOT  wlllkilhrUcbeo  jGei^se  bestttiwD  nrass,  in 

eine  tmennliclip  "VTpTJiro  von  OlptcfniniijeTi ,  WOVOO  (1)  dw  ente  ist 
and  weiche  die  aiigemeine  Form  liabea 

(3>  -2«Ki-^)*»*]=ft 

wo  n  jede  ganze  positive  Zahl  toq  der  Einheit  an  sein  kann ;  und 
die  Uebereinstimmune  dieser  sSmmtticheD  Gleichungen^  Mid  ebee 
das  analytische  Zeichen  davon  sein,  dass  bei  olnem  System,  wo 
dio^^s  staAt  findet,  die  virtueJien  Wege  eioe  eodiiche  Urusse  iiabes 
diirieo. 

IL  Die  besonderen  Gleichungeu  der  Bewegung  des  Systems» 
in  welche  die  Foiuicl  (1)  zerfällt ,  lassen  sich  entweder  dadurch 
darstellen^  dass  man  s&mintlicbe  Bedingungsgleicbungen  des  Sy 
stems  mit  unbestimmten^  Factoren  in  die  JP'onnei  ( I )  einfilhrt  vnd 

sofort  sämmtüche  Goordinaten  als  eben  so  viele  independente  be« 
handelt;  oder  dass  man  die  Coordinaten  anf  die  kleinste  Aazabl 
independenter  Variabein  zurückgeführt  voraussetzt,  mittelst  jener 

BcdiT)ii:nnssi;!oichungen ,  wo  es  Ti'itfiii?  Ist  ,  auch  nach  ümstäoden 
iiiittT  Ziizieliiiiis;  der  Formeln  der  Coordinatentran^fonnatiorL  Seien 
im  ersten  Fall  L  =  Oy  IJ —0  u.  s.  w.  jene  Bedingungs^leichungen, 
d.  h.  Relationen  zwischep  den  Coordinaten  der  einzeuien  i^unkte 
des  Systems  «  an  welche  dieselben  während  der  ganzen  Bewegung 

gebunden  sind^  so  dass  u.s.w.  und  eben  sq  8L^0  u.s.w.i 

und  welche  Inl  AUsemeinen  entweder  bloss  mittelbar j  implleit«  od«r 
auch  expiicit  die  &it  enthalten  kOnnen,  so  dass»  mit  Ausschliessoiig 

des  letztern  Falls^  die  Gleichungen  ^=0>^X>=0  soviel  sind  als 
upd 

Alsdann  zerfallt,  wenn  X,  X',  X'*.^,.  die  sogenannten  ElhniDa- 
tionslactoreB  6}nd»  die  Gleichubg 

(4)  Jß«[(A-  ^^^)^a?]+il*X+lW+....a:0> 

die  nun  an  die  Stelle  von  (1)  tritt ^  in  ebensoviel  mal»  als  Ponkte 
m  vorhanden  sind^  drei  Gleichungen  Von  der  Form 
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(5) 


1 

2S5 

Im  ( IT— 
1 

d^Xy^           j  ilL 

dt^^^  da: 

=0, 

di^^^  dy 

..,dL' 

.=0. 

Im  (  Z 

d^z  V  ,  -  (IL 

% 

.=0; 

und  die  Benegungsgleichungen  des  Systems  sind  das  Resultat  der 
Elimination  sämmtlicher  Grösseo  Ä  zwischeu  diesen  Systemen  von 
der  Form  (5).  . 

Es  seien  im  zweliea  Falle  vj,  y/,  %  letzten  geo- 

metrischen independentea  Variabein  ^  oder  eben  so  viele  von  einan- 
der unabhängige  Functionen  der  Zeit,  worauf  sich  zuletzt,  nach 
Berücksichtigung  aller  Bedingungen  des  Systems,  die  Coordlnaten 
seiner  Punkte  zurückführen  lassen.  Diese  Coordiuaten  sind  alsdann 
wiederum  im  Allgemeinen  entweder  rein  geometrische  Functionen 
jener  independenten,  oder  durch  Relationen  damit  verknüpft,  worin 
aberdieoB  die  Zeit  explicitverkoinm^ sodass  man,  mit  Aiisschli^ssung 
des  letstero  Falls»  bat  vnd  lolglirb  ' 


dx  dxilto  ,  dxdip 

di' 


di'-dmM^dipdt^''' 


^  dx^  d^o}.d^x.diUy.^.q  d^x  dw  dxp    dx  d^\p  d'^XAlij^y^^ 

dt^  -  di^lüi^di^^~di^  ^  dlüd^m  dtJd^  dt^^di^^lir 

lW'^lE^'W'^lm^\dt)^^'S^'mim 

^  Äiidv^lÜ  di^  dmd^^  dVdV 

d.r  d^iff     d^  X  ^dfp\^  ,  ^  d^x  d^  d'i%p  , 
^S^  dV     dv^  Vd? ^  ■**  5V^^  dt*  ^*^'*' 

u.  s.  w.,  ebenso 
Q.  s.  w. ,  ferner 

.  ^  ilx  j  t  dx           .  d^x  Joj^  ,  d^x  .      '  .  d^x  ^w*  . 

n     dxw^  ,dxw^  ^     .d^xDoi^  ,  il^x  n  rk.  t  d^xDiv"^.  ' 
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Wie  DUD  in  den  Bedingungs|;Ieichungen  L—0  bald  die  Coordinateu 
sämmtlicher  Punkte,  bald  die  einiger,  bald  selbst  bloss  die  eines 
•inzigen  vorl^oiiinieii  k8iiitcfD,««o  kSouo  id  dmi  RelatioDen  x=f{uiy^^) 
bald  alle,  bald  einige ,  Iftald  sSmiiitliche  lodepmideiite  vorkommen; 
wenn  ferner  eine  solche  independente  w  mehreren  Punkten  des 
Systems  gemeinschaftlich  zukommen  soll,  so  heisst  (las  zunächst, 
(lass  für  alle  diese  Punkte  von  jedem  bellolHiren  Zeitjunikt  t  aus, 
ihre  Aenderung  Jw  oder  Dw  den  nämlichen  Werth  habe,  während 
der  dem  Zeitpunkt  t  enfsprecheDde  Werth  die  Form  a-|-<^^  b^t,  ho 
«  eine  Oonstante  ist,  die  rar  die  versehiedeDeD'TOD  m  abhSDgendeii 
JPttDkte  des  8yat(^ms  verschiedene,  durch  den  Systemverband  ge- 
gebene, Wernie  hat;  man  kann  aber,  theils  um  die  Veriable  oi 
vor  der  Hand  ohne  Unterschied  auf  alle  Punkte  des  System*;  zu 
beziehen ,  theils  um  insbesondere  auch  den  Fall  mitzubegreifen . 
wo,  wenn  z.  B.  m  ein  Winkel  ist,  ie  nach  der  Zählung  desselben, 
A«t  für  die  eioen  Punkte  positiv,  rar  die  andern  negativ  ausfallen 
wfirde,  noch  allgemeiner  reataetsen,^  daaa  Ittr  irgend  einen  Punkt 
des  Systems  der  Werth  von  w  zur  Zeit  t  die. Form  a-k-üm  habe, 
wo  a  eine  ähnliche  Constante  wie  a,  beide  namentlich  auch  des 
Nullwerths  fähig:  so  dass  die  Relation  zwischen  einer  Goordioate 
d;,UDd  den  iodependeoten  allgemein  durch 

vorzustellen  ist,  anstatt  (Uirch  j-  — /*(  ),  vs««-«)« 
riationen  So),  S'ut....  einer  geometrischen Independeuten  cv  als  völlig 
willkiihrliche ,  von  einander  durchaus  unabhängige  Functionen  der 
Zeit  zu  betrachten  sind,  so  zerfällt  die  Gleichung  (1)  durch  Eiu- 
iUhrung  des  Werths  Ton  ia:  in  ei»eo  sf  viele  dfiehnngea 

(6)  M(^-5f)g]=o.  jr«[(j:-|f)g]^o.u.s.„. 

als  independente  Variabein  <w,  yr....  vorhanden  sind;  Clcicliungen, 
die  sämmtlich  von  der  zweiten  Ordnung  hinsichtlich  tler  Zeitab» 

Ititungen  der  independeuten  sind,  vermögendes  Wi^ths  von  -j-^, 

und  daher  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  hiDreichen. 

III.  Von  den  lieiden  Formen  (6.  u.  6.)»  die  man  den  Bewe- 
gungsgleichungen eines  Systems  gehen  kann,  ist  fiir  unsern  näch- 
sten 2J\veck  die  letztere  geeigneter.  Eben  so  wie  diese  aus  (1) 
hervorgegarj^en  s^ind ,  zerfallt  nämlich  flie  Formel  (3)  durch  F/m- 
fiihrung  der  iudependeuteu,  iu  Gleichungen,  deren  allgemeine  Form 

wo  w',n"..,  ebenfalls  ganze  positive  Zahlen  sind,  aber  aller  Werth© 
von  Kuli  an  föhig  und  an  die  Bedingung  ft'-|-n''-|- gebuu- 
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den.  Da  -nun  aber  die  Gleichungen  (0)  die  ßewe^^g  bereite  VoIU 
ständig  bestimmen,  so  müssen  sänimtüclie  in  derl^orrael  (7),  ausser 
jenen,  enthaltenen  Gleichunt^eri  mit  denselben  identisch  werden, 
was  somit  erfordert,  dass  alle  liübere  Ableitungen  der  Coordinaten 
iiBcfc  (», y...  Temchwiiiden  oder  die  ersten  reproduciren,  d.  b.  im 
ÄÜgemeioeD ,  dass  die  CoordioateD  entweder  lineSre  Functionen  der 
independenten^ 

=^  +  Ckw -|- 6  ^  +  cx  4" .  •  *  1 . » 
oder  Exponentialfunctionen  von  der  Form 

mit  der  beliebigen  Basis  k  seien,  wo  K,A,a,b,c.,.,  Constknten 
fiinsichtiich  der  Zeit  sind,  die  von  einem  Punkt  des  Systems  zum 
MDdern  viiriireii,  a,ß,,.,  aber  (  onstanten ,  die,  wie  k,  unabhängig 
vom  Systeniverbande  sind.  Diess.  wären  also  die  analytischen 
Bedingungen  dafür,  dass  die  virtuellen  Räume  endlich  sein  dürfen ; 
man  erhut  aber  diessfalls  noch  mehr  coexlstifende  Gleichungen 
durch  successfre  Differenzifttion  von  (7)  nach  i'y  eine  erste  giebl 

"5t*  1  dy^""  dt  ^dw«'dv;""+i  di 

-a»  \  '  \  =0, 

^dt^       rfi     c/w"'«/^«'' .... 


woram»  da  der  .erste  Bestandtheil  dieses  Ausdrucks  Teimvge  (7) 
für  sich  versch>vindet,  indem  die  Ausdrücke  ^  ^  •  •  •  •  ^ 
Sommenseichen  treten, 

eine  sweite«  d;  h*  die  Differenziation  des  letztern  Ausdrucks  fiiihrt 
ebenso  zu    .  .   •    ,  i 

und  so  fcft&htend  gelangt  »an  zu  der  allgemeinen  Formel 

worin  die  vorhergehenden  nebst  (7)  fö?  die  Werthe  i  =  0,=l,=2 
enthalten  sind,  und  wo  i  aller  jjauzen  positiven  Werthe  von  Null 
an  fähig  ist  .Wenn  die  i4rtaeUen  Wege  nicht  endfich  sein  dOifen, 
also  (7)  nicht  gilt,  so  gelten  zwar  die  vollständigen  Zeitsblettenmi 
der  Gleichungen  (6),  zerfallen  aber  nicht  in  Gleichungen  von  der 
Form  ^)  and  (9). 

Thell  VI.  W 


Digitized  by  Google 


'  Wf  Mftm  Wimm  »oek  MMleMtM  folgende  .Rmalfeilt. 
1)  Aääki  man  dfieCrMdbo&gen  (6)  na^li  resp.  MultipHcftÜmi  wä 

jS'^*"*'      ^^^^^^^  mau,  da  nir  uns  aiif  den  Fall  li^cbrünkt 

haben,  date  Uofl»  mittelst  der  independenteii  «w»  von  f  ali- 
hSngt,  in 

.      (10)  -a»[(A'-j2:)§]=0. 

die  fipr  Form  nach  mit  (6)  und  (l)  £;anz  analo^jf»  Gleirhtin«:^ .  deren 
Integral  }jekanntlich  das  Princip  der  lebend ii^erj  kraite  enthält 
Man  erhalt  sie  gleicherweise  durch  Vortaii<<  iiunij  der  Variatioüeii 
oder  virtuellen  Geschunidlgkeitei)       iu  (i)  lait  (lenZeitableituogcu 

oder  ivirkliiclieo  Geaeliwiiidigkeiteo        wir  kdaneo  aneh  safM» 

durcii  VeiiMiatliong  dee  virtiielleii  Wegs  'Ar  in  (2)  mit  dem  idik* 
Jichcü  wMohe  Vertiuifichiiiigeo  ceetattel  sind 9. so  wie  ^ 

Reiationett  zwischen  den  CeovdlDaten  und  independenten  oder  die 
BedingUBgsgleicInmgen  des  2Systemji  die  2^eit  nicht  explicit  entbaJ 

ten  ,  wie  sich  Lagranfje  in  der  analytischen  Mechanik  ausdrückt. 
In  den  Fällen  nun,  wo  JJ.r  endlich  sein  darf,  miiss  dasselbe  asch 
von  Ja  gelten  9  und  man  hat  alsdann  als  Fqige.  von 

ueheo  QO)  eine  Reihe  Gleichungen  von  der  allgemeinen  Fonn 

•  '  •  - 

(12) -s«lU-^)ä^)=.0.  ! 

uekhe  sicli  in  der  That,  wenn  man  den  Ausdruck  von  -=~^  durch 

die  independeoten  einfuhrt,  mittelst  (7)  rechtfertigt. 

2 )   Da  in  dem  Zeitintervall  Jt  die  Grilssen  X  und  .r  die  is- 
cremente  JX,  Ax  erhalten«  so  wird  aus  der  Formel  (1) 


di 

Two  man  auch  />  fiir  6  schreiben  kann»  amdog  der  Fetmcl  (3)) 
d.  h.  die  Gleichgewichtsformel  der  Yerlomen  Krlfte  nur  Zeit 
und  da  .       '  ' 

^j,  V    dX     ,  d^X  Jt*  . 


folglidi 
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go  bildet  der  ^rste  Theii  von  (13)  eine  Eniwickeknie  itach^<,  dereti 
einzelne  Oüedei"  ivegen  <ler  willkfihrliclion  GrOase  des  ZeitiDtervallü 
ver«€hviiiHi«o.;ipUflK^y  wodiMoh  man^oipc  Fok«  ton  GleidMMMEeii 
whältJ 

die,  nie  natuTÜrh ,  nlrhts  anders  sind  als  die  vollständigen  Ab- 
leitun^sgleichuiigeu  von  (1)  nach  t.  Aber  in  dem  Fall,  wo  die 
GleichuDg  (7)  und  loigUch  (9)  gilt,  zerfallen  wiederum  in 
Gleichungen  von  der  tillgemeinen  Fornr 

a4)  -^'^*L^(^-.5r).-;^jrJ=Ö, 

iro  t  und 'f'* positive  ganze  Zahlen  sind,  alier  Werthe  von  Null 
an  föhig,  so  dass  für  die  Gieicbong  (1)  daria  enthalten 

Ut,  für  t+t'pl  die  beiden 


die  man  in  der  Tliat.  unmittelbar  mittelst  (9)  rechtfertigt»  indem 
man  den  Werth  von      und  von       d*  h.  > 

di      dM  dt      dw*  di      ät^äiff  di        '     7    .  ,      .  \ 

m\\\]\T\.  Endlich,  da  dann  auch  die  in  (4)  entli.Utenen  Gleichungen 
Gestehen  >  so  iolgt  daraus  ebenso.,  wie  (14)  aus  (L) ,  ' 


(15)  ^[^ir-^)-^]=o. 

die  siteh  ebenso:  W  (14)  dutch  (ft)  DtoUförUgt 


IT* 
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§.  4. 

Nim  IftBSt  si^  xeigeD,  dass  ^as  Princip  des  kleinsteo  Zvran^ 

zu  denselben  Gleichungen  führt,  wie  die  Gleichgewichtsfonael  der 
ZwangskräCte ,  und  zwar  in  der  Art,  dass  in  den  Fällen,  wo  das 
Prinr5p  der  virtitcllpn  GeschwindigkeiteT»  hoi  endlirhen  Verrük- 
kuniicn  des  Systems  gilt,  mich  unser  Princip  lür  ein  endlit  hes 
Zeitinterviili  statt  findet,  walirerid  im  Allii^emeinen,  d.h.  wenn  dort 
die  virtuellen  Wege  unendlich  klein  sein  müssen ,  auch  hier  das 
2!*itiiit^ail,  fät  Wekfaes  die  freien  Beweguneeo  der  Paukte  d«e 
^ (Systems  mit  den-  wiikilelieB  -vergllduin  wevdeiri  vneiridlldi  Uelü 
zu  nehmen  ist. 

1.  Es  seien  fiir  irgend  einen  der  materiellen  Punkte  rn  des 
Systems  seine  rechtwinkligen  Coordinaten  in  der  der  Zeit  t  ent 
sprechenden  Lage  A  (um  die  Benennungen  aus  §  1.  beizubehalteD) 
j^,  y,z,  und  in  clen  beiden  der  Zeit  t-{-  Jt  entsprechenden  Lagen, 
ia  C  op-hJa:,  y^^y,  z+Jz,  in  B  «r+f,  y^v,  2  +  ^,  wo  also 
Js,  Jt/,  Jt  und  ebenso  t,  ij^,  C  Fandieneo  vea  Ji  siadl  Setit 
man  dalier 

J^C=ti,  und  2»ttt^=  17, 

so  ist 

•     ti»  =  («-^«)»+(,-^if)«+.(£-.^i)% 
und  die^Gi^sie  U,  die  ein  Miidmam  sein  soll: 

.(a)  i;=Jte[tt-ii^ar)*]. 
(Jju  nun  ü  nach       zu  entwickieki«  so.ist  aU  Function  von  Ji 

aber  (ikt  Ji^O»  oder  Air  die  Zeit  t  batman ;  . 

iadem,'  wie  in  {.  3.,  X,  Y,  Z  die  Axencomposanten  der  zur  Zeit 
t  auf  den  materiellen  Punkt  m  unabbSngig  vom  SystemverliaBde 
wirkenden  bescbleunigenden  Krfifle  sind;  fs  ist  fmer  au  Ende 
des  Zeitintefvaüs  M 

aber  auch  vermuge  des  vsrbergehenden  -Aiasdnidcs  Ton  ^ 
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folglich  durch  VergletcbuDg dieser  beideu  idenUscheM  Euiwickeiuugc'ii: 
Mw  bat  mithiD 


^  tt.  s.  w« 


^^^^^^  ^t^——^—  —  ^.,... 


Auch  ist  vermöge  der  Eiitwtckeluugen  iu  §.  3.  III. 

I 

mithin  kann  die  dortige  l  urmeL  (13)^  indem  man  zugleich  die  vir- 
Men  Räume  statt  der  iHirtaelleii  Gri^a^liwiiidigkeiteD  setzt,  «o  dar- 
8**teUt  wardeo: 

n.    Um  nun  dirtM-t,  nach  Analos^e  des  (laiissischen  Beweise», 
Wzeipn,  da88  1/ kieioer  l«t,  als  wenn  willkiilirlith  von  A  aus, 
■tfttt  des  wirklichen  Orts  6  zur  Zeit  t-\-  Jt,  ein  compatibler  Punkt 
d.  h.  ein  anderer  Punkt  der  Trajectorie  von  m,  geDommaD  wM» 


von  i4  KU  />  überzuprehen/also  («rügten  nach  Art  der  in  |.  ^ 
auf  diese  Weise  beaeldiiieteD  yirtaeliea  Wege» 

^th  mit  dem  IJnterächied ,  dass,  gemäss  den  Erörterungen  ui  lie 
M  4e9  Gaussischeo  Beweises  in  §*  1. ,  die  zur  Zeit  t  erlangten 
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GejschwnidigkefHeÄ  ^  ebenso  in  D^,  wie  m  Jx  luid  $  stecken , 
iL  >.  das«  ^x=^^  und  de«tfeichi»D  ^ar— ■  u.s.it^     Heimen  ist 

Ol  Ol  t 

AkKlaoD  ist  abef 

UDd  gemSM  den  Ausdrücken  von  '^*^*^>  u.s.w.  mittelst  der  in 
dependeDteDj  Indem  man  4*Tin  ^1^=:^,  il  e.  w.  jnacht: 

ti/d^x  dm  ,  d*x  df  ,      wjta      rf'».  - 


|k  8.  W. 


Nun 


so  ist  zu  beweisen,  dass 

,  =[(i-.f«-i;2>*-^*)).] 

folgliehl'HMri'MVt-L»         »r'>  r  'n  !IJ  '      oll   ''IjrftM  I'*T>fi|fiv  f      ',d  .fip« .0 

und  es  ist  (7^—  t^>.0,  mithin  T/  ein  Minimum^  wenn  das  (Wftßlt^ 
Glied  dieses  Ausdrwekj»  verscbwiiidet».  oder  wenn  >  >  <  ^/  ^^^ili  >tf 

(17)  -aii[(|-^a:)(Z)a?^^«)]=0; 
dmri  «M«!»  komait  V—V  uf  den  ««reamtlkli  poaUtvMtAmdnNk 
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zurück.  £nb\ickeU  man  al>er  den  ersten  Theil  4er  zu  hew^isteT^den 
Gleichung  (17)  uiittelät  der  Au^idrücke  von  |— -Ja,  Dx — --Jj; 
Dadl  M  QM  setzt  man  alle  VaiUfioiieD  «id  ZeRableitiuigeo  vor 
die  SuDuneueicbef) ,  so  findet  sich  Jedea  Glied  mit  einer  Somme 
behaltet  %  o!i  der  Form  derjeuigeiiL,  wdehe  die  «ine  Seite  der 
Gleichaog  (9)  bilden.  ^Venn  J  ilier  fTn<  Sv-tem  von  der  Art  ist, 
dass  die  virtuellen  Wege  emiliehe  <Trr»sse  haben  dürfen,  so  ver- 
schwioden  ,  TermSge  der  dann  iriltiueii  (ileirhung  alle  einzelnen 
Glieder  der  Gleichung  (17j,  wa^  uucb  Ji  sein  mag,  woFern  nur  die 
den  erftoov  Theil  deraelbea  blMende  Reihe  con^^rt;  d.  fa.  das 
Priocip  dea  kleinsten  Zwangs  gilt  für  endlich  Zeitinterralle  4fj^ 
welche  überdiess  jede  beliebige  GrSaaa  hub^a^  dürfen  in  dem  Falle, 
wo        Cfoordiaatea  lioaäre.  ^pifMitiopeii^<rr;;iii4ep^d^  Ufaä^^ 

wea  dann  mit  den  Ableitungen  -j^f ^  von  ii:==2  an  all«  611^ 

der  Reihe  niisser  dem  ersten  verscbwinden,  mitbin  z/<  keineCon- 
vergenzbediugung  mehr  erfüllen  darf.  Gestattet  aber  das  System, 
was  ha  Allgemeinen  der  Fall  ist^  bloss  unendlich  kleine  Tirtuelle 

Wege,  so  gilt  die  Gleichung  (9)  bloss  ffir  1=0,  »  =  1,  oder  red«- 
cirt  sich  auf  die  Gleichungen  (6) ,  vermöge  deren  alsdann  bloss  rlas 
erste  illied  In  der  Entwicklung  der  Gleirbnng  (17)  naeb  /Ii  ver- 
schwindet, muss  also  unendlich  klein  üonommen  werden,  da- 
mit diese  Entwickelung  aul  das  erste  Glied  zurückkomme,  oiler 

(c)  aul  t"ff:ii.i 

wobei  sich  zusjleich  die  Hoiuogeneität  dieses  Ausdrucks  zeigt. 

Die  obige  Eutwickelung  von  Dj;  —  Jj;  lässt  sich  auch  dadurch 
machen,  dass  man  diedb  UfSSse  tmd  ent8|irediend  Ih»—J9^=h, 
iJ^ — ^tfß=i^  u.  8.  w,  als  Incremente  von       und  /^w,  ^v*.«  be- 
trachtet* beim  Ueberging  vom  Ponkt  C  zum  Punkt  Di  man  hal. 
alsdann 

'  •* 

* 

u*  «,  w. 

und ,  rennoge  der  in  3  aogeg^iranen  Ausdraoke  von  mittelst 
Jm,        •••  '  '  ' 
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r 

rf^i^jr        d^x  ,  ^  rfw       d^x  dAj>_..  ... 

FormelD,  die  auch  noch  später  gebraucht  werden.  —  Man  kaun 
endlich  den  Uebergaog  vom  Punkt  C  "wa  D  durch  IitcremeDte 
D{x-\-Jx\  der  CoordiDateD  x-{-Jx  yon  C  andeateo,  so  daw  dann 
die  TOD  D  die  Forni  haben  x\'jX'\'D{ß'\'Jx\  wo  nmicfaa^  vde  in 
d«r  Fpmel  (16), 


und 


rnttfaiD 

allein  da  in  4x  bereite  die  Anfiuigngeachwindigkeit  enthalten  iat, 

80  ist,  geni&«i  der  obigen  Er4kf«rung,  in  Dx  la  «etsen  Jtfr=Q» 
wodurch  Dx  Und  Dix-^-Jx)  aurdckkoinmep  auf:! 


•      ♦  ,1 


«o  dass  diess  Grössen  vom  Range  des  Quadrats  von  Jt  werden, 
und,  da  nun  auch  gleicherweise  ^m=0,  9%i>zdS^  u.  s.  w.  zu  nelunen  ist, 

IL  0.  W. 

i^t.  Wenn  man  hiernach  die  Gleicliung»  die  nun  an  die  Stette  von 

(17)  tritt,  \    .  \ 


Digitized  by  Google 


(18)  JkM[Ce-il«)l><J^f^^)]=0         •  i 

entwickelt,  so  ist  leicht  zu  sehen,  das»  sie,  wie  die  Entwickefunj? 
vou  (15),  lauter  Glieder  liefert^  die  durch  die  (ilei)i:huiig  (9K  vveuii 
dim  statt  findet.  ▼cfggliwipdMi;  während  filr  «te  nneiällclikleiDe» 
an  die  Stelle  von  {d)  tritt 

eioe  homogPTte  Formel,  deren  zweiter  Tlieii  vermöge  der  Gieiciitio- 
g«  Öl>,  mithin  vermösfe  (1),  verschwindet*). 

III.  Um  nun  das  Miiiimum  auch  unmittelbar  durch  Diflferen- 
mlrechnung  zu  behandeln,  so  konnten  wir,  ausgehend  von  der 
Bicli  ^f^entwtekeften«  F«rm  (A)  4er  Function  V,  <me  In  ^*%,  Wom 
ivir  dai^bst  dur^h  die  'Natur  der  Sache  ge#Bhrt  wurden),  nach  de» 
wirUjchen'Benchl^lgnh^n  differenzlren  und  so  durch  Nullsetznng 
ihrer  ersten  Ahleitun&ren  nach  jeder  der  independenten  Beschleuni- 
,?UT)^en,  d.  Ii.  nach  den  zweiten  Zeitabteitangen  der  independenten 
Variabein,  ebenso  viele  Gleichungen  erhalten,  als  solche  indepen- 
dente  vorhanden  sind.  Diese  emd,  wenn  man,  wie  Im  Allgemei- 
Den  erfordert  wird,  die  Entwicketung  nach  M  auf  ihr  erstes«  mit 
Jt«  behaftetes,  Glied  zurttckftfhrt  und        ^  .  ' 


•  >  t 


«etitj. 


*)  Natürlich  haben  hier  die  dem  Uebergang  von  C  im  D  cntspre- 
diendeii  Variationen  nicht  dieselbe  Bedeutung,  wie  die  in  der  Formel 
welche  den  VebergoiiK  von  A  %n  V  andeatcn;  unteracheidft  man  der 
VfligÜioilung  wegen' tue  jetai|^  dwck  .Aecenltiiienig  des  ^»  «o  ie( 


dt* 


ud  entqpredlaid 


dt* 


oberhaapt  mus«,  wenn  man  die  Formeln  (17}  und  (18)  vergleicht, 

ideatiech  eein,  nnd  dlo  gliederweite Vergleichung  der  Entwirltclung  dieter 
beiden  Ausdrnclie  nnch  Jt  gielit  die  Torhergehende  und  alle  übrigen  Re- 
lationon  switcheo  den  Variationen  6  und  d'* 
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d.  h.  die  GlelahHige»'(0)|;  difiou,.  jmal6(gß        Awadruciw  m 
mittelst  4er  ipdepeadenteo ,  Ut: 


.  •!  dx       d  d*x  dx 


Wir  verfolgen  aber  von  dieser  Seite  die  Sache  nicht  weiter; 
denn  da,  wenn  w' ,  tu'",  u.  s.  \v.  ebenso  die  erste ^  dritte«  u.  s.  w. 
Zeital^eitung  von  w  vorstellt,  überhaupt 

d.  h.  gleich  dem  erätett  CHtede  vim        iet,  «o  fmlte'  dieotl  etf 

eine  allgemeinere,  bereits  im  Vorhergehenden  angedeutete  Art  hin, 
die  Differenziationen  anzustellen,  nämlich  nach  den  dem  Zeitincre- 
ment  entsprechenden  Incrementen  Jci,^ip,..  der  independenteo 
Variabein;  denn  diese  Differenziation  entspricht  allgemein  dem 
Uebergaog  v#«i  Punkt  O  vol  D,,  voa  dem  in  Nro.  IL  die.Redf 
mr«  weM'wIr  auf  die  FwctIfB  V  id.  ilmt  eisten,  imeDtiviclbillw 
Geelelt  fa)  auräckgehen  mOM«Bn. 

/Pa  bei  diesem  Uebei^ang  die  Punkte  mitbin. die, JCfH^Mn 
t  ungeandert  bleiben,  so  sind  die  partiellen  Ableitungei^  fnnteviBii 
^weiter  Ordnung  von  der  Function  JU  Mdk-Jk,  ^y.».«- 


u.  s.  w.. 

und  die  Bedingungen  dee  Minimum*«  sind  Ten.dr^ie^  Mn 
nimUch  ^ 
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(20)  Jin[U-^«).^]=0,  j>«L(i--rf*)^J=a«,*w. 

denn  '  flUHlknn '  kammto  'lüe '  swelfeD*  Ableitungen  von  17  auf  ihre 

d*ü 

ersten  Glieder  zurück,  die  bei  allen  von  der  Form  .  ■  ive^cot- 

iirh  positiv  sind  V  ^'ic  CS  di^  Bed'ingunjs:en  (ß)  erfordero,  und  das 
8tattiiaden  der  Bedingungen  von  der  Form  (j)  erhellt  umnittelbar 
durch  JElntwipkeiung  ihreK  B^stwAtl^fiiiejt  lodern 

wonach  die  iSache  auf  den  Natz  -f  5(7(^»  hinausläuft.  Ent^ik- 
kelt  man  aber  die  ersten  Tbcile  der  nun  noch  zu  erweiseodeD 
Gleichungen  (20),  (21)  nach        verniös^e  obiger  (INro.  Ii.)  Ent- 

d^^ 

%fi^fdi|^^4^r  vMll^tag^n^nr  U«  «r      iwd  d«v  Gifi^siw  l.^4v« 

6^  li^ffnid^n  sich  wiederum'  ip  älleu  Glf^ie^ti,  (iiacii'gi&htfriger  Ab* 
•oniieruDg  der  von  den  Sumiuationen  unabhItDgigen  Factoren)  Sum- 
men, deren  nlli^emeine  Form  in  der  Gleichung  (9)  enthalten  ist; 
die  GIcichunL<Mi  (20)5  (21)  gelten  mithin  unabhängig  von  der  Grösse 
des  Zeitinterviillb  /lt.  wenn  alle  diese  Summen  vermöge  der  Glei- 
chung (9)  verschHiüden.  Wenn  aber  diese  bloss  für  i=fO,  rt=^ 
eilt,  so  ist  "das  2eitiriiervaU  iineDdlich  klein  zn  dehlnetf;.  Wie*  dlfe 
vutuellen|We^e,  und  die,  desshalb  auf  ihre  ersten  Glieder  im^uck- 
sefmirteD ,  Gleichungen  (^)  sind  dnerlei  mit  den  Gleichungen 
die  GleichttDgen  (2(;|  d^gegen^, , deren  erftte.Giie^^  dl«»  iSi^ubeii'.' 

'  -.1      r/  d  ^  \   d^iV-t       _     rr  1/       d'^ X      d'^ CC-t  '  •  ' 


enthalten,  gelten  «wjtr  dann  nicht  m^br.  ^Tyeil  liier,jtt=^  in  der 
Formel  (9)  zii  nehmeo  wäre»  sind  aber  diessfalki  xur,lii:ra!|iing  d^r 
Bedingungen  {ß),  {y)  auch  nicht  mehr  ncithig»  w^l' die  zweiten 
Theile  in  den  Ausdrücken  der  zweiten  Ableitungen  von  XJ  wegen 
des  Unendlichkleinen  von  selbst  weg&ilen;  denn  es  kommt  alsdann 
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imück,  mithin,  wegen  /f<=i,  auf  '2  JT/n  J^^^^  ^  ^  ,  und  ebenso 
die  fibrigeij.  •  • 

-   }.  5. 

r  Hier  betrachten  wir  noch  das  Princip  des  kleinsten  Zwangs 
im  FaJie  des  Gleichgewicht«.  , 
-J.  -  Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  liefert.  Wenn  die 
KrSfte,  deren  Aienproiertiooen  A',  V,  Z  sind,  selbst  an  dem  Sy- 
stem sich  Gleichgewicht  halten  sollen,  die  Gleichung 

I 

(a)  jr/n[A'Z>j]^0,»^'<'  .  • 

woraus  man,  wenn  Dx  endlicher  Werthe  fähig  ist,  die  Formelo 

zieht,  wovon  man  die  letztere  aus  der  vorhergehenden  erhält  durch 
Differenziation  nach  einer  Variabein  t,  wovon  alle  andern  als  Fun- 
ctionen betrachtet  werden,  oder  auch,  was  auf  dasselbe  hinausläuft, 
durch  Differenziation  nach  der  Characteristik  S  (nur  dass  dann 

S*X  für  -j^  zu  setzen  ist),  und  die  im  Allgemeinen  auf 

zurtickkonimen,  wovon  letztere  in  der  Anzahl  der  geometrischen 
independenten  vorhanden  sind  ,  mithin  die  (Gleichgewichtslage  voll- 
kommen bestimmen.  Es  ist  nun  zu  zeigen,  wiefern  diese  Glei- 
chungen auch  diessfalls  ein  Minimum  des  Zwangs  ausdrucken,  wa^ 
auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  in  §.  4.  geschehen  kann. 
^  j  Seien  y,  z  die  Coordinaten  von  in  in  der  Gleichgewichtslage 
x-\^i,  y^  Vf  ^i-^  oder  x' ,  y\  z'  in  der  Lage  wohin  M  vou 
A  aus  gelangt,  wenn  es  sich,  wie  alle  andere  Punkte  des  Systems, 
aus  der  Gleichgewichtslage  frei  unter  dem  Einfluss  der  an  ihm 
wirkenden  Kräfte  X,  Y,  Z  bewegt;  endlich  x-\-Dxy  y-\-Dt/,  z-\-Dz 
in  der  Lage  D,  in  die  es  von  A  aus  gelangt  bei  einer  wilikührli- 
eben ,  dem  Sv'stemverbande  compatibeln ,  Verrückung  sämmtlicher 
Punkte  des  »Systems,  oder  vieiraehr  in  die  es  von  A  aus,  wenn  das 
Gleichgewicht  gestört  wird,  während  des  Zeitintervalls  Jty  in  wel- 
chem es  frei  nach  ß  käme,  bei  seiner  Verbindung  mit  den  übri- 
gen Punkten  des  Systems  wirklich  sich  bewegt,  (so  dass  man  auch 
Af^f,^  Ay*  Az  für  IJix,  Dy,  Dz  setzen  konnte^  ^  Setzt  man  wieder 

I    HO/    '  *  "♦•'  •» •j|;ßrr|f    ^>>ifi*=  fj  " 

80  dass  ü  die  Function  ist ,  die  ein  Minimum  sein  soll ,  wenn  die 
Gleichungen  ((i)  oder  (y)  gelten;  ebenso,  wenn  der  Punkt  D  an 
die  Stelle  von  A  tritt,  .    >  .  i 


Google 


«  * 


•o  ist 

I  , 

und      *         •       •  « •  r  '  t  :   . . ,. 

(d.  h.  Jm[W:r]^0      /     \'    '  ]  ;  "      *'  * 

di«  Bedmgunfif  des  Miniiminis  von  V.  Oder  frm  man  C7  n  der 
zweiten  Form  nach  den  independenten  w .  v....  differenzlrt/ wobei 
blos8  die  Coordinaten  o:  des  Punkts  A  sich  ändern,  während  die 
^i^aten  a  den  PuDk48  ^  tingeändert  bieibea  (wie  in  dem 
*W»pW  5.  2«  III.)»  «o  hat  man  in   

4m  Systwa  der  MinimanwiMdlBgaiigaD.  D»  mm  ^  ^  0,  altM» 

auch  ja^=0,  so  bat  man  zur  £11  tn  ickelung  dieser  Ausdrflcke  die  WeiUte 


.7%  t  » 


WO  J'a-,  ^'.r,  II.  s.  w.,  weil  auch  =  . . .  —0,  dieselben  Wer- 
we habeQ«  wie  in  dec  letzten  Eatwickeluug  in     4^  IL»  D&mlich 

'       ,   ■   .     •  '     •  i  ♦ 

ö.  8.  w.  Vermöge  dieser  Ausdrücke  erhellt  aber,  da4i,.  nag  Ji 
endlich  oder  unendlich  klein  zu  nehmen  sein,  die  Minimunisbedia- 

8 Upen  in  der  einen  (6),  wie  in  der  andern  Form  (c>  durch  4ie 
•ichgewiditabediiigmigieii  (fi)  oder  O")  sieh  reobtiertigeti^  .  ü 


• :  ■ 


<  I      '  u6>i 
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Se]|la«|ib«iiiBrkiiiig. 

Mit  Vorstehendem  glatibe  ich  das  Prlnrlp  des  kleinsten  Zn  aiig» 
nach  allen  Seiten  erörtert  zu  hal>t n;  ich  musste  mich  dabei  zugleich 
in  eine  TLrörterung  über  das  Friocip  der  virtuellen  Geschwindig* 
keilen  einlassen,  die  darin  hauptsächlich  von  den  gebräudilieMM 
Darstellungen  abweicht»  dass  ich  bei  den  vlrtiMllen  Bewegengea 
Immer  zlAichen  den  yirtuelleQ  Rftumen  imd  GeediwindigkeiteD 
(man  kann'beiüElgen:  Beschleunigtingen)  witerechieden  nnd  gezeigt 
habe,  dass  von  diesem  Gesichtsuunkt  ans  ein  wesentlicher  ünter- 
«chied  in  der  Enhvickehmcr  der  Bewegungsgleichungen  eintritt  füf 
die  beiden  Fttlle.  e  inmal  denjfJoigen,  wo  die  virtjaÄll«B  Iväume 
endlich  «ein  dürieu,  aledauu  den,  wo  sie  unendlidbiJWalDiÄei» 
m  ü  ä  n.  Ma»  flftegt  die  tirtiNlIlen;  Bewegungufri  iBom*  eocn 
System  e«ib<i)ilt>  ins- Gebiet  der  ValAatiooMiiiMilezu  sieben;  ictt 
gianbe  behauqpten  zu  dürfen,  dass  mir  bec  obiger  DarstHIimg  cUe 
strengen,  dem  Geiste  der  Fnnctionentheorie  anGrepassteT)  Begriffe 
der  Variationsrechnung  in  Anwendung  kommen,  wie  sie  namentlich 
Ohm  in  seinen  Schriften  auseinandersetzt.  Diese  Methode  Imp- 
steht  ubrigeus  nicht  im  Verbannen  des  Un^ndliehlcleinep.  «oiftdeni 
in  der  strengen  und /Eolg^<ihtigep  anaIyüi»GhcfkiB«hfuidlttDg  desselbeD« 


»ix 


i'  .  ■ 


•  .     ....  -  ...  , 


f .' ',d> '•«  ••' .•.-»*.'  ^     SM  }i;  1  .\» 


1 


UiitersiieIinng*eTi  lilber  den  so^enaiiii^ 
tea  IbergraiüibttfeiidjeBv  SoppelkegeL 

Von  dem 

Herrn  Profegsor  Dr.  P#  Stegmaim  •  •  •  »1 

an  der  llnlverutat  zu  Jllarburg. 


Die  bekannte,  in  jedem  Ciitsus  über  Experimentalphysik  er- 
wähnte und  öfters  als  mechanisches  Paradoxon  aufgeführte  Erschein 
mmff,  dass  ein  D»iMuelkegel  auf  zwei  direi-gfa-enden  StO^n^  durch 
«etbetstiltadlige  RoMOff  In  di«'flshe  Maft»  «^'BmvAhft  in  geome- 
trischer flis::il»eehäniBclier  Bibsicht  mebraiw  Interessante  «Fhiiji^ 
dar,  wid  es  enstiren  darüber  auch  bereits  zwei  Abhandlungen  in 
den  Schriften  der  Petersbnri^er  Akademie,  die  eine  von  Kraft 
(Novi  Comment.  Acad.  Petropol.  'l  om.  VI.  p.  389.),  die  andere  von 
Kononoff  (iSova  Acta  Acad.  Petrop.  Tom.  VII.  p.  229.).  Allein 
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m  ■ 

•  ■ 

die  erste  erklfirt  eben  nur,  mit  nicht  geriuger  Weitiänftigkeit,  waruttf 
(üe^  gedachte  Bewegung  Ter  sich  gehenr  nitfsse,  und  datss  das  AMf-^ 
steigen  nur  ein  scheinbares  sei ,  und  ist  selbst  In  diesem  WenigeilF 
nicht  frei  von  irrthümern;  die  zweite  genannte  Arbeit  dagegen,, 
welche  hauptfsöchlich  in  mechanischer  IHnsicht  die  nöthigen  rof' 
mein  zu  enbvickein  bestimmt  war,  ist  durch  einen  fundamentaJeii 
Fehler,  wie  sich  später  (§»  16.)  zeigen  wird,  so  sehr  luissratlien^ 
dik^s  man  nicht  anateheo  darf,  sie  als  gaoz  unbcaucbbai;  zu^  W 
«ekluMii^  Unter  diesen, 'üniBtlndeil  iiiMteii..di»M>schstehs«d«i 
fJotsrsuchungen ,  welche»  vstsilgsweise  Sbtor^.die  bei  dieser  Betvsr' 
gnng  sich  (urbietendeD  geometrischen  Fragen  Aufschluss  gebes 
4<dJcDis  3WM>iMihes •  mfmt wiA  mlleicht  JiimiifHraende  lUsiikat  UelBi»' 


Es  mögen  in  Fig.  1.  die  beiden  congruentcn  Trapeze  AEGB 
und  AEJJC  die  Unterlage  vorstellen,  von  welcher  der  Doppelkegel 
während  seiner  Bewegung  getragen  wir4>  .und  zwar  i^oUen  die  Ge- 
radcD  AB  und  me^Eeraen  scharfen  B^annt^n  '/i^ein,  mit  dcri»p 
einzelnen  Punkten  die  Kegelfläcben  successiv  in  Berührung  treten. 
Die  drei  Kanten  AE,  BG,  CU  denken  wir  uns  Tertikai ^  . die  bei- 
den unteren  EG  und  EU  horizontal;  und  was  die  Länge  dieser 
.  K^i»ten  anbelangt,  so  wollen  wir  EG  =^ Ell  so  gross  denken,  dass 
GH  gleich  der  Axe  des  Doppelkegels  wird.  I^ach  der  Voraus- 
s^^i^  werden  die  Kanten  AjB.  und  AC  yon  A^.jin  m.  di^  Höhe  ' 
lameB^  untey  elnnn  »ewisscn  l'^nkel  gegen?  die  Horuioot^ebeiif 
eneict  sein,  und  .'als^aass  dieser  Neigung  soll  uns  imFoIgetiaeu 
er  "Winkel  dienen,  welchen  eine  dieser  Kanten  mit  einer  durch\4 
aufwärts  gezogenen  VertikaUinie  bildet,  nämlich  W.  JAB^ABG—r, 
\u\  üebrigen  ergiebt  sich  aus  diesen  Bestimmungen  von  selbst, 
dass  die  V' erbio^im^sUoie  der  Punkte  B  und  Q  Hprizo^I  liegen 
nnii  ebenfalis  der  .^Jize  Doppelkegeln  gleich  s^.  ^ir^  «  «V 
Auf  diese  Unterlage  soll  nun  der  aas  swoi  coi|CTuenteii^  «gf^ 
n^einen  und  von  gleichartiger  Mateiiis  efi^Ulten  Bj^elii  z^ssj^iiKie^i 
gesetzte  Doppelkegel  gelegt  werden,  eiyhveder  so,  dass  er  mit 
einem  in  der  Peripherie  der  genieinschaunchen  Basis  gelegenen 
Punkte  sich  auf  den  Vereinigungspunkt  der  Kanten  AB  und  AC 
stützt,  oder  auch  so  wie  ihn  die  Fig.  1.  darstellt,  n^lich  dass 
jede  H&lfte  für  sieh  in  einem  Punkte  7  resp.  C/ aiii  den  gei^nnten 
Kanten  ruht.  Mag  man  aber  die  eine  oder  andere  l<agc  ^1^  4^^ 
asföngiich«^  wählen,  in  jedem  Falle,  haiien  wir  afe.  fundaniSDtaJte 
Voraussetzung  dieser  Untersuchung  anzunehmen,  dass  der  gemein- 
schaitliche  Grundkreis  in  diejenige  vertikale  Ebene  falle,  welche 
durch  die  Haibirungslinie  des  W.  BAC  hindurcheeht  und  welche 
wir  in  Zukunft  der  Kürze  wegen  die  mittlere  V  e  r  t  i  k a  I  e  b  e  ii  e. 
iiennen  wollen.  «Und  ans.  dieser  Annahme  In  Verbindung  ^mit  deniji 
was  über  die  Stellung  der  Unterlage  festgesetzt  wordep  ist,  folgjk 
sogleich ,  dass  die  Axe  des  Doppellkegels  horizontal  liegt  imd  dass 
überhaupt  auf  beiden  Seiten  der  mittleren  V«rtikslsll^cp6''TcUiBaill«, 
■t^Dcäymmfstue  Statt  finden  musf.  .:m  i» 

< 

*  > 
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Man  verbinde  jetzt  dlo  beiden  Berührungspunkte  T  und 
durch  eine  Gerade,  welche  in  fr  €lurch  die  Ebene  des  Gnindkrei- 
«es  hindurchgeht,  und  ziehe  von  W  eine  Gerade  JVM  nach  dem 
Mittelpunkte  des  Grundkreises,  so  kommt  es  zunächst  darauf, an* 
9k  dleM  G«rade  Mwa  Tertlkal  ttiM»  oder  rHelnfStts  jjeneiet  ist. 
io  das«  «ie  gegen  die  durch  A  walMMa  gezogene  VmKaHme  AI 
emiTergiit«  oder  ob>  sie  vorwärts  geneigt  ist>  oSmlidi  von  AJ  dl* 
mgifi.  '  In  dem  letzteren  Falle  i^pird  ^e  tsfigmaete  biN)|;i(iAaiilSN^ 
Bewegung  des  Doppelkegels  vor  sich  gehen,  und  zwar  so,  dass 
die  im  vorhrr»ehenden  §.  für  die  ursprfiuliche  Stellung  angenom- 
mene Symmetrie  auf  beiden  Seiten  der  mittleren  Vertikalebene  sich 
fortwährend  erhSit.  Denn  wegen  der  vorausgesetzten  Homogeoeität 
der  beiden  HaÜten  des  Doppeikegels  wird  äein  Schwerpunkt  in 
den  BfHtel|MiDli  «eines  GrttDdkrdses  ^leo,  tnid  sobald  man  datier 
In  Gedanketo  'die  Berührungspunkte  T  und  17  mit  M  Terhlndet  und 
sich  die  ganze  Masse  des  Doppelkegels  in  ilf  vereinigt  Torsteiltt 
SO  sind  die  Umstünde  in  statischer  Hinsicht  dieselben,  als  wenn 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  TMU  ohne  eigene  Schwere,  jedoch 
in  seiner  Spitze  m  durch  ein  Gewicht  beschwert,  um  seine  Ihori- 
zontal  gestellte  Grundlinie  TU  als  üindfehungsaxe  zu  rotiren  an- 
fängt, und  bei  einer  solchen  Rotation  muss  die  Liuie  MW  offen- 
bar iu  der  luittieren  Verükalebene  bleiben.      '   '       ♦  - ».  • 

Die  eben  iBufgestellte  Sedlneung  fllr  das  AbfwlM8A>llni 
Hoppelkegelb  binn  aller  noch  auf 'eine  andetre  4nd  sich  ntindtCelhir 
auf  die  gegebenen  GrOsscmrerbtitiifsse  I)cziehende  Art  ausgedruckt 
Vrerden.  T)a  nSmlich  sowohl  !ri7al8  auch. die AxejPQ  beide  senkredit 
auf  der  mittleren  Vertikalebene  stehen,  so  Ih'sst  sich  durch  diese 
beiden  Geraden  eine  Ebene  legen,  welche  die  Perifiherie  des  Gnind- 
kreises'  in  irgend  einem  Punkt  durchschneiden  wird,  so  ciass 
MWS  ein  Halbmesser  des  Grumlkreises  ist.  Die  gedachte  Ebene 
enthält  nun  zugleich  die  zwei  iuit  der  Luterlage  in  Berührung  nie- 
hend«n  Kegelseiten  PTS  uud  QÜS,  und  soll  deshalb  der  B'«- 
fUhrungfet-Axen'sohbltt  faolssen.  Da  aber  die  Kante  AT  d«r 
Nirtor  der  Sache  nach' eüne  im  Punkt!  T  an  die  Kegelfl^iche  gezo^ 
gene  Tangente  ist,  so  wird  die  Ebene  dbs  A  AST  die  der  JCe* 
gelseife  PS  entsprechende  tangirende  Ebene  sein  und  demgemSss 
auf  dem  Borührungs  -  Axensclinitt  srnlcrt^rlit  stehen.  Und  da  die 
mittlere  Vertikalebene ^»SJ/  gleichfalls  aiit  (lem  Berührungs -  Axen- 
scbuitt  jienkrecht  steht,  so  folgt,  dass  AS  im  Punkte  S  senkrecht 
auf  der  Ebene  des  Berührungs - Axenschnitts  stehen,  dass  also 
auch  W.  ASM  ein  Rechter  sein  muss»  d,  h/'dfliss'  45' zugleich 
die  'Feripherie  des  Gmndkreises  In  S  tangirt.  Die' Beengung, 
dass  üf fr  vorwärts  geneist  sei,  bringt,  demnach. als  nothwendige 
Folge  mit  sich ,  dass  die  Gerade  AS  von  Jl  an  in  Bexie* 
huog  auf  den  Horizont  ab wärts  laufe. 

Dieses  Verhäitniss  ist  anschaulich  gemacht  hei  der  projekti- 
vischen  Zeichnung  in  Fig.  2.,  in  weieher  die  Punkte  A,E,M,\V,S 
die  nämlichen  sind  wie  in  Fig.  1.,  währen«!  die  Gera(ien  E(f  und 
AN  die  Projektionen  der  Kanten  EG  und  AB  auf  die  mittlere 
Vertikalebene  und  AD  eine  in  derselben  Ebene  gezogene  Horizen* 
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tallinle  vorstellen.  Wenn  nämlich  hier  die  Ilichtuni;  des  Halbnies-'' 
«ers  SM  von  der  VertikaUinie  AJ  diver«;iren,  der  \V.  ASM  ixhfix 
ein  Rechter  sein  soll,  so  niu^is  augenscheinlich  AS  von  A  au  ah- 
wärts  laufen,  niindich  W.  NAS^  NAD  sein.  Und  unii^ekehrt, 
so  oft  die«  der  Fall  ist,  wird  die  sogenannte  liergaiilaufende  Bewe- 
gung des  Doppelkegels  vor  sich  gehen.  ^»»^ 

'     '  '  '  •    '  •  •  * 

*      •  •      •  §.3.         ,  : 

.         •  .    •  .  ♦    '  • 

Bevor  wir  jedoch  den  analytischen  Ausdruck  für  diese  Bedin- 
gung zu  entwickeln  suchen,  scheint  es  nöthig  erst  die  Behauptung 
lestzustellen ,  dass,  wo  sich  auch  immer  der  i)oppeikegel  wanrend 
seiner  fortrollenden  Bewegung  befinden  mag,  d.  h.  wie  gross  auch 
die  Entfernungen  AT=AU  sein  mögen,  stets  die  Richtung  der 
Linie  AS  dieselbe  bleibt,  nämlich  dass  alle  Punkte,  wie  Äund^', 
in  einer  einzigen  Geraden  gelegen  sind.    Kraft  (in  der  oben  an- 
geführten Abnandlung  §.  8.  8.  396.  Z.  6.)  nimmt  zwar  ohne  Wei- 
teres an,  der  Weg,  welchen  der  »Schwerpunkt  M  während  der 
Bewegung  des  Doppelkegels  beschreibt,   sei  eine  gerade  Linie, 
was  mit  unserer  gegenwärtigen  Behauptung  ziemlich  zusammen fiillt, 
allein  die  Annahmen  dieses  Akademikers  bei  der  vorliegenden  Un- 
tersuchung waren  et>vas  voreilig  und  ,  wie  wir  demnächst  sehen 
werden,  zum  Theil  irrig,  und  im  gegenwärtigen  Fall  könnte  man 
füglich  fragen ,  warum  denn  nicht  etwa  der  geometrische  Ort  der 
ScnwerpunKte  J/,  Jfl'  u.  s.  f.  irgend  eine  in  der  mittleren  Vertikal- 
ebene liegende  Curve  sein  könnte.  Dieser  mögliche  Zweifel  scheint 
vielmehr  erst  durch  folgende  Betrachtung  seine  Erledigung  zu  fin- 
den.   Wenn  zwei  congruente  Kegeltläcben  P  und  P*,  deren  Axen 
PM  und  P'31'  parallel  laufen,  von  einer  Geraden   TT'  berührt 
werden,  und  zwar  so,  daäs  die  Berührungspunkte  TjT'  auf  der 
nämlichen  Seite  einer  durch  die  Axen  gelegten  Ebene  liegen*), 
so  müssen,  wie  man  leicht  einsehen  wird,   die  Berührungs- 
Axenschnitte    so  wie  die  berührten  Kegelseiten  PT 
und  P'T*  einander  parallel  sein.    Hieraus  folgt  nun,  dass 
während  der  rollenden  Bewegung  des  Doppelkegels  sämmtliche 
berührte  Kegelseiten  auf  jeder  »^eite  der  mittleren  Vertikalebene 
in  einer  Ebene  A  TS  beziehungsweise  A  US  gelegen  sind ,  und 
dass  also  der  geometrische  Ort  der  Punkte  S,  S^  u.  s.  f.  nichts 
Anderes  ist,   als  die  Durchschnitts linie  dieser  beiden 


*)  Wenn  die  genieinflchaftlichc  Tangente  TT'  zwischen  beiden  Kegeln 
hindurchgeht,  so  dass  die  ßenlhrungspunkte  sich  auf  verschiedenen  Sei- 
ten einer  durch  die  Axen  hindurchgelcgten  Ebene  befinden,  so  gilt  dieser 
SatB  nicht.  Im  andern  Falle  aber  überzeugt  man  sich  von  seiner  Rich- 
tigkeit, sobald  man  durch  T  eine  Gerade  TfJ^  parallel  zur  Axe  und 
ausserdem  die  auf  der  tangirenden  Ebene  jITS  senkrecht  stehende  und 
die  Axe  schneidende  (in  der  Fig.  1.  jedoch  nicht  gezeichnete)  Normallinie 
Tx  zieht,  und  ganz  dieselben  Constructionen  am  Funkte  T'  vornimmt. 
Mit  Hülfe  der  Voraussetzungen  ergiebt  sich  dann  sogleich ,  dass  an  der 
von  den  Geraden  Tu4 ,  TJJ^^  Tx  gebildeten  dreiseitigen  Ecke  die  drei 
ebenen  Winkel  gleich  sind  denen  an  der  entsprechenden,  aus  T' T'PV'^ 
Voo'  gebildeten  Ecke,  und  dass  also ,  ivei!  ATPV  und  AT'W  in  einer 
Ebene  liegen,  die  Ebenen  WTxV  und  PV'T'x'P'  parallel  sein  müssen. 

Theil  VI.  .  .        '  18 
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tansirenden  Edenen.  ^  Und: dä' ^tontttliclie  Iblbmemr  MF, 
&Sf  11.  8.  f.  auf  dietor  Geradm  iIiS  seDlErecht  sieben»  so  man 
der  Weg  des  Schwerpunkts  allerdings  eine  mit  AS  parallele  Ge» 
rade  setn.   Diese  Gerade  MM'  mtiss  übrigens  verlängert  tu  den 

Halbirungspinikt  N  der  Linie  aiTsIrnTfen^  denn  weil  wir  in  f.  1. 
BC  gleirli  der  Axe  PQ  gemacht  haben,  so  ist  die  äusserste 
Grenze,  hei  welcher  der  T)o|>]>elkegel  Ton  den  Kanten  AB  und 
AC  unterstutzt  zu  werdeü  aulliürt,  dann  erreicht,  wenn  die  Schei- 
tel, i''  und  Q  sich  in  B  resp.  C  beünden,  und  bei  dieser  Lage 
mOsste  der  Schwerpunkt  M  in  anlangen.  Freilich  werden  m 
demnftchst  sehen »  dass  der  Doppelkegel  durch  sein«*  rollend«  Be- 
wegung diese  Grenze  streng  genonunen  niemals  eneleheB  kann. 

*  £s  sei  nun  diei  Axe  des  Doppelkegels  PQT=^2h»  4er  Durch- 
messer des  Grundfcreises  2s>  der  Winkel  PSQ^'i»,  so  dass 
A 

.  — rri  taiigi/'  ist. 

a  ® 

Femer  sei  der  Winkel  zwischen  den  Kanten  AB  und  A  C  gleich 
2^  und  der  Winkel ,  welchen  eine  durch  A  gezos^ene  VertikaUune 
AJ  mit  einer  dieser  Kanten  bildet,  namüch  JAti  —  JAC~r. 

Mittelst  der  vier  von  einander  unabhängigen,  gegebenen  Grüssen 
h,  a,  tj,  r  werden  sich  nun  alle  übrigen  coustanten  Grössen  be- 
stumnen  lassen. 

Um  suvOrderst  den  Neigungswinkel  swisdien  den  Ebentn 
ABQE  un^  ACHE  zu  bestimmen,  welchen  wir  durch  "IE  bezeicb« 
nen  wellen,  und  welcher  sugleich  die  Uorizontaipnjeotion desW. 
BAC  anglebt»  hat  man  ans.  dem  Dtefeek  Gä^H 

2hz=2EG.  sin  E'^ 

aber  .«OS  dem  Dreieck  BAC  ergiebt  sich 

U=2AB.mniii 

folgUch  ist  flhi£=^  *  aiaf »  d.  h. 

a)  sin£=???^. 

sinr 

Um  femer  die  Richtung  der  Geraden  ASZ  ta  finden,  wehci 

^n^  in  Betreff  des  Endounkts  Z  annehmen  wollen,  dass  NZ  |l  MS 
ein  von  N  auf  AS  gefälltes  Perpendikel  sei,  so  lieiWt  ws  das 
J^^iVden  Werth  .^  Y— Acotgi?  ,  also  erhalten  wir  aus  dem  A 
AN2,  weiches  sich  in  seiner  wahren  Gestalt  in  l  ig»  2. 

(2)  siniWZ=  i— r=  . 

Acotg9  taog^ 

IMe  Winkel  2/^  und  2d-  kOnneo  zwar  jeden  beliebigen  Werth 
'    ^  0  und  IT  erhalten,  so  dsu»^     und  <^  be^ie- 
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bige,  jedoch  spitze  Winkel  sind,  und  huchstens  kann  ^— ^TrHein, 
iu  so  fern  man  die  Untereuchmm  aui  einen  rollenden  Cyiinder 
auszudehnen  beahsichtigt ;  in  jedem  Falle  aber  erfordert  die  INatur 
uttMrer  Aufgabe «  dass  sei«  Deon  wenn  wir  unserer  vorigen 
BMeicbtiinig  ffemiM  unter  2£  die  Horfsentaiprojection  des  W.  if 
Tiistehen,  uoa  uttB  auch  den  Doppelkegel  auf  eine  durch  A  gelegte 
Hortzontalebene  projicirt  denken,  so  leuchtet  sogleich  ein,  dase 
'i&^2E  8Pin  nnis«,  denn  sonst  könnto  der  Doppelkegel  gar  rii<*ht 
voD  den  Kauten  AB  und  AC  getragen  worden,  er  würde  vielmehr, 
wenn  man  ihn  so  auf  die  ünterlaije  leiten  wollte,  dass  er  mit  der 
Peripherie  seines  Grundkreise^»  durcii  A  iiiudurchginge ,  »ich  iiin 
diesen  Punkt  A  herumdreheD,  so  dass  sein  Schwer^iunkt  in  der 
Ebene  des  mittleren  Vertikalschnitts  einen  Kreisbogen  um  den 
Mittelpunkt  A  )>i  schriebe,  und  würde  auf  diese  Att  zwischen  den 
Kanten  AM  und  AC  geradezu  hindurehralien.  Nun  ist  aber,  wie 
man  aus  (1)  ersieht,  die  Projection  2E  grösser  als  der  projicirte 
Winkel  "Itj  und  nur  im  Falle,  wenn  r^^-x  ist,  sind  beide  gleich, 
fnlgrich  muss  jedenfalls  2^>2]7  sein.   Demnach  ist  in  allen  Fällen 

(ker  Que^ent         <1  und  wegen  (3)  W.  NAZ<\i^.  Dass  fibrU 

gen»  dieser  Winkel  gar  nicht  von  F  abhängt,  ist  sehr  begreiflich, 
weil  die  Fi^ui  1.,  naiuUch  die  Unterlage  sammt  dem  darauf  geleg- 
ten Doppelkegel,  bei  A  festgehalten  und  In  den  Punkten  B  und  C 
erhoben  oder  berabgesenkt  werden  »kttnutoi  ohne  dass  eich  der 
W.  NAZ  andern  würde« 


Zunächst  kommt  es  jetzt  auf  den  Wbkel  NAD  (Fig.  2  )  an, 
welchen  die  Gerade  Atf  mit  der  durch  A  in  der  mittleren  Vertl- 
kilebene  gezogenen  Horizontallinie  AD  macht. 

Durch  Vergleichung  der  Fig.  2.  mit  Fig.  1.  ersieht  man  aber, 
dass  ND  nichts  Anderes  ist,  als  die  vertikale  Erhebung  des  Punkts  < 
B  über  den  Punkt  A,  folglich 

ND=AB.Q08ri 

Cemer  ist 

folglich 

(3)  MuNAD^^^' 

cosjy 

m 

Dieser  Winkel  Ist  natürlich  unabhängig  von  ^.  Am  Schlnss  des 
9*  2*  hatten  wir  aber  gefunden,  dass  die  vorwärts  rollende  ßewe-< 
gQDg  dann  Statt  finden  müsse ,  und  auch  nur  dann  Statt  finden 
Könne,  wenn  W.  NAZ>  NAD  ist.   Es  kenmt  daher»  den  For> 
>^  (2)  und  (3)  zu  Folge,  darauf  an,  ob 

tangi?  >cos/' 
tang<^^ee8i7 ' 

18* 
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(4)  slo^^ianf^eosr 

ist.  Je  nachdem  nSmlich  die  gegebenen  Winkel  y ,  /'  in  einem 
solchen  Verhaltniss  zu  einander  stehen ,  dass  hier  entweder  das 
o))prp  Zeichen,  oder  das  mittlere  oder  das  untere  Realität  hat, 
wird  lieziehungßweise  der  l>(ippeikegel  sich  vorwärts  von  A  gegen 
N  bewegen,  pder  im  Gleichgewicht  liegen  MelbeDy  oder  rfiekvriffi 
gegen  A  h\n  rolleii. 

Ba  sin  ff  ühngetm,  wie  bereitB  im  rorigen  $•  bemerkt  worden, 

der  Natur  der  Sache  nach  kleiner  als  sin^,  also  1>  ?J?L|  sein  muaa, 

so  kann  illan  wegen  (4)  auch  si^en:  Sobald  der  Doppelkegel  too 
selbst  TorwSrts  rollt,  mass 

(5)  1>£?5^, 
^  '  '       cos*  . 

d.  h.  ^  kleiner  als  r  sein,  —  welcher  »Siatz  jedoch  nun  nicht 
mehr  umgekehrt  werden  kann.  Den  W.  /'  setzen  wir  natürlich 
bei  dieser  Untersnchung  als  spitz,  h3chstens=A,  voraiis,  weH, 
wenn  r  ein  stumpfer  Winkel  wäre,  von  einer  berganlaüfenden Be- 
wegung gar  nicht  mehr  die  Rede  sein  könnte. 

Endlich  bemerke  man  noch,  dass  je  nachdem  in  (4)  das  obeie» 
mittlere  oder  untere  Verbindungszeichen  gilt,  andi 

BN'>  h 
^  /  AB  <  a 

d.  h. 

a^J^.cesJT 

ist.  Und  weil  AB, cos r  die  rertikale  Erhöhung  de^  Punkts  B 
filier  dem  Punkte  A  anhiebt  ,  so  Insst  sich  die  vorige  Bedingung 
auch  so  aussprechen :  l)er  l>oj»pelkeij:el  ^vird  vorwärts  oder  rück- 
w<ärts  rollen  oder  stillstehen,  je  naclidein  die  vertikale  Erhebung 
des  Punkts  B  über  den  Punkt  A,  nämlich  die  Linie  ND  in  Fig.  2., 
kieinef  oder  grösser  oder  gleich  ist  dem  Halbmesser  des 
Gnindkreises*  Noch  bequemer  freilich  ersieht  man  dies  Ergebniss 
aus  der  Bescbitffenheit  der  rechtwinkligen  Dreiecke  ANZ  unaAND, 
welche  die  Hypotenose  semeinschalnich  haben,  und  in  denen  also 

W.  NAZ=NAD  sein  wird,  je  nachdem  ^  j  ^JSD  ist. 


S.  6. 

Wenn  ,9^  — wäre,  nffmiich  wenn  anstatt  eines  Doppelkegel«« 
ein  Cyiinder  vom  Durchinesser  2«  auf  die  beiden  Kanten  der 
Unterlage  gelegt  würde,  so  hätte  man  sin  ^cotg^=0,  und  es  kiioute 
'also  gar  nicht,  wie  der  Bedingung  (4)  zu  Folge  für  eine  aufstel* 
gende  Bewegung  verlangt  wird»  sini9cotg^>cosJr  sein»  sondern 
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•s  ist,  wetm  daliei  r  von  Ivt  Terschiedeo  «oMioiiiiiieD  wiid» 

sin^cotg^  <cos/\  d.h.  ein  Cylinder  wird  auf  Oer  Unterlage 
abwärts  geg^n  A  hin  rollen,  uml  nur  filr  r=z^9g  ist 
sintycotgvt-—  cos/'— 0,  nämlirh  nenn  die  Kauten  »ior  l^ijterlage  ho- 
rizontal gestellt  siird,  tio  bleibt  der  Cyüuder  im  Ixietcbgewichl 
auf  deoselben  liegen. 

Wenn  man  dagegen  einen  wirkliclieB  Doppelkegel  tot  sich 
iiat,  wobei  also  i^<  W  ist,  so  emiebC  man  aus  (4),  jdass  beiun- 
geändertem  »/  durrh  Verkleinerung  von  r,  d.  h.  durch  steilere  Er- 
hebung dor  Kanten  ,^/?  und  AC,  leicht  die  ^föi^Hichkeit  der  auf- 
Märts  rollenden  Uewemin^  aufgehoben  und  der  Zustand  des  Gleich- 
gewichts herbeigeführt  \vciden  könne,  >veil  nämlich,  >vie  bereits 

in  §.  4.  bemerkt  worden,  jedenfalls  <1  ist    Und  femer, 

«obald  dieser  Zustand  des  Gleiehgevrichts  eingetreten  ist,  so  wird 
bei  uHTerändertem  /'  und  ^  bloss  durch  Vergrösserung  des 

wieder  d'u^  aufwärts  rollende  Bewegung  veranlasst  werden,  wel- 
che Fotgerungeo  man  bekauotUcb  durch  das  ÜJ^periment  leicht 
bestätigt. 

Im  Uebrigen  konnte  man  für  jede  beliebige  Grüsse  der  gege- 
benen W.  ^,  r,  ri  die  Winkel  NÄZ  und  NAh  nach  (2)  und  (3) 
berechnefi,  und  wenn  dabei  NAZ^NAD  ausfallt,  so  wfirde  dem 
j.  3.  zu  Folge  eine  mit  AZ  im  AbsUnde  MS=^MS'=a  paraUel 
gezogene  Gerade  .>/;V  den  abuürts  geneigten  \\'ep:  darstellen.  In 
welcnem  während  der  aufwärts  rolloiiden  Bewegung  des  Doppel* 
kegels  sein  Schwerpunkt  allmäblig  herabsinkt« 


ff.  7. 

Auch  lässt  sich  jetzt  schon  das  statische  Moment  bestimmen, 
durch  welches  bei  einer  beliebigen  Position  des  Doppelkegels  seine 
vor>värts  rotirende  BeweLnins:  verursacht  wird.  Zienen  wir  nämlich 
ffig.  20  durch  W  und  AI  die  \  ertikailinien  H  r  und  J-/a  und  durch 
M  die  HoricentaHinie  Jlfo  und  setzen  W.  DAZ=NAZ^NAD=zm 
und  die  Masse  des  Doppelkegels =2lP,  so  Ist  auch  W.  MWt^my 
also  das  statische  Moment  ^2P.il/fr. sin w. 

Hierbei  kann  man  die  veränderliche  Grösse  11 W  leicht  durch 
die  V  ariable  yl  ^'  (Fi<^.  1.)  ausdrücken.  Denn  die  ähnürhen  Dreiecke 
WMN  und  NZA  in  Fig.  2.  liefern  sogleich  die  Proportion 

MW_  WN_ AN^AW 

und  an^itatt  dieser  kann  man,  wie  aus>  Fig.  1.  erkannt  wird,  setzen 

mV_AB-_AT 
u  ~^     AB  ' 

also  ist,  wenn  man  für  a  und  AB  die  Werthe  Aoote^  und  -4- 

^  SUlfl 

henutit. 


6)  MW^iAB-AT) 


«Hl  t] 

tang  ^ 
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Um  aber  den  W.  durch  die  gegebenen  Grössen  aucucudffilelm, 
kODBte  man  zoTOrdent  aus  (2)  und  (3)  eos  NAZ  md  Co»  NAD 
muthm  und  daoo 

imiNAZ-^NAD)  und  ew(NAZ^NAD) 

entwickeln  Es  Ist  jedocli  filr  die  Fols^e  bequeiuer,  statt  de»  Win- 
kels 71  seine  Projection  £  einzuführen,  dann  wird  Dänilich  «Tegen 

(I),  (^),  (3)    .  • 

sio  17 = sio  £  sin  r« 


cos  17  =  1^  1— «iq£*8injr*, 

,     t  1  -  Sin  A :  sui  sm  ^  >^lrrT»il 


4      cos  jf  eo8  JSjIi^ 


mmkX  deshalb 


' Atn2£co«^«iii —  co^ri  siD ^» — 8iii^i^'>'$i 


cos 


si  n  r  [si  n  gcos  Fcos^-f  cosJg  V  sin       «^p  £* 


oder  ancliy  wenn  man  Zäble|r  und  Nenner  dieser  Avsdrficke  durch 

äinr^sin^  dividirt,  und  die  Quotienten  >s^L-  und  •f^durehCft' 
tangenten  ausdrfidit«  >  t:.ii  «ittl^^v 


(10)  sin«-^^^   cosA'+cotgr^ — ^^^^r-Tirr^ 

•  ^  _ sin  1? cotgrco^ ^-t-  cos jfe'  V  cosE^  ^  ^^^^^iT"*!ffi^^*?^ff 


Wir  haben  im  Vorhergehenden  diejenige  Stellung  des  Doppel* 
kegels«  wenn  er  cerade  den  Vereinigungspiuun  der  beidm 
Kanten  AB  und  AC  gelegt  wird»  absiclitlich  noch  nicht  als  die 
vrsprfingüche  bexeiclinet,  weil  diese  Stellung  in  der  That  eine  etirts 
genauere  Besprechung  verdient.  Bei  dem  ersten  Anblick  mag  es 
nämlich  scheinen,  als  wenn  in  dieser  anfiinülichen  Sfellung  fler 
Sch^verpuiikt  des  Doppel ke«^pls;  sich  vertikal  über  dem  gedachten 
Vereinigungspunkte  der  Knnten  hetiTKUMi  müsse  und  dass  man  nur, 
weil  alsdann  theorotisrli  hetr  u  htet  (ileichgewicht  Statt  finden 
würde,  durch  einen  kleinen  i>ruck  u.  dgl.  ein  wenig  najchxuhelfen 
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brauchte,  um  sogleich  die  fortrollende  Be^vegung  zur  Erscheinung 
XU  bringen.  Diese  Ansicht  finden  uir  denn  auch  aus^t^esprochen 
ID  der  augeführteu  Abhandlung  von  Kruft*)  durch  die  Worte: 
Haie  puncto  coDcariiui  ImmiDeat  Tertlcallter  owtmnt  gravittfis  tote» 
«vt  oentnim  Imlam  drculariiim  conjunctenim  qaod  sit  1>,  — •  lo 
Verbindueg  uAi  d^Tisdion  früher  angefahrten  Stelle  Duranto 
igltur  hoc  motu  centrum  gravitatis  descripsit  lineant  DO.  Bei  einer 
•OTgfliltigeren  Uoherleijnnj»  aber  drängt  sieh  die  Frage  auf,  ob  es 
oicot  unter  ge\\is.s(>ii  rmsf.'iiuli'n  niögtich  sei,  dass  anfangs  der 
Doppelkegel  sich  um  den  Punkt  A  herumdrehe,  ohne  mit  der  Pe- 
riplierie  «eines  Grnndkreises  diesen  Vereini'^unü^.sjinnkt'  der  Kanteo 

I  und  mit  dem,  aus  der  vertikalen  (Stellung  in  eine  schräge  Laso 
lUlorMiwiutt  ttillmiefM»r  JA  dio  Ebono'doa  mittlem  Vertikun 

'  ichaitts  EU,  TeilaMeii,  «ad  dam.  erst  sp&ter;  aobaid  cBeoe  Unidre* 
baog  wegen  des  Widerstand»!  der  Kanten  AB  und  AC  unmi$glich 
gemacht  wOrde,  die  fortrolleodeBewegiiiigelntrftte.  Der  Unterschied 
iwijjchen  dieser  fortrollenden  Bewegung  und  derjenigen,  welche 
ich  so  eben  ünidrehnng  genannt  habe,  würde  oflfenbar  in  der  An- 
iahl  der  Berührungspunkte  zwi>>chen  der  Gesammtoberflfiche  des 
Doppelkegels  und  seiner  Unterlage  begründet  sein.  Denn  während 
der  olossen  Umdrehunt^,  wenn  eine  solche  Statt  findet,  wird  sich 

4«  HaUmoeaer  AK  (Fig.  2.)  von  dev  Verfikalllaia  AJ  abwiite 
drehen»  okae  daaa  der  Dop|)elkegel  Ton  der  Unterlage 

in  irgend  einem  an  dem  Punkt  ausser^  berührt  würde: 
sobald  dagegen  der  Winkel  JAK  sein  Maximum  erreicht  hat,  weil 
einer  weiteren  Umdrehung  sich  der  Widcrstatul  der  Kanten  AB 
ond  AC  entge<?enstellt,  so  wird  in  diesem  \ti<4CMif)lirk  der  Doppel- 
kegel mit  der  Peripherie  seines  Grundkreises  den  Vereinigungs- 

Enkt  beider  Kanten  verlassen  und  wird  sofort,  indem  sich  uer 
irührungs|Niokt  A  gewisseriiiassen  in  swei  aus  einander  tretend* 
PtoMe  aerspaltal»  In  dieeeii  awei  Berfiliningspuäktea  «nf  deaf 
KnIeB  jIB  «ad       geatitat  aelik'    ■ ><./  -><M  . '...-Mi  <i<>vj 


.       ■  .  •■  • 

§.    ».  '  . 

Um  diese  etwas  delikate  Frage  zu  entscheiden,  sei  der  Schwer 

Sankt  des  Doppelkegels  <ier  Urspnini^  rechtwinklit?er  Coordinaten, 
ie  Ordinaten  Z  mögen  in  der  Kicbtong  der  liorizontalliegenden 
Axe  des  Kesels,  die  Axen  der  X  und  V  aber  beide  in  der  Ebene 
des 
nach 
li6h< 


mittleren  Vertikalachnitta,  die  en^tere  liorizoDtal  und  peattftr 
nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die  Kanten  der  Unterlage  in  die 
H6h«  laufen,  die  andere  vertikal  aufwärts  angenommen  werden. 

Afsdann  entapricht  der  Oberfläche  des  auf  der  positiven  Seite 
der  Z  liegenden  and  jetzt  allein  zu  betrachtenden  einfiMhen  Kegela 
^  die  Gieiclui^g 


*)  1.  r.  §.  7.  Der  Punkt  D  hat  daaelbst  die  nämliche  Bedeutung 
^Ic  in  unMeror  Fig.  1.  der  Punkt  J. 

**)  I.  e.  $.  0.  Dnis  die  Kanten  AB  nad  AC  datelbtt  liorisontal  tot- 
"Mgfiftet  wcffieai  aMit  kefaiMi  Üatendiied  in  4er  Sadie. 
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Verli»2jen  uir  (las^eü^en  den  Anfangspunkt  der  Coordinateii ,  ohne 
jedcx'ii  an  ihrer  Hichtung  etwas  zu  ändern ,  nach  A,  und  bezeichne« 
die*  Koordinaten  des  Sch\verj)unkts  nach  den  Richtungen  der  Deueo 
X  und  y  durch  ^  und  v,  so  ist 


f  (11)  A*(a:-^)«  +  Ä«(y-v)'=:a»(Ä-2)*. 

Die  durch  den  Vereinisrungspunkt  A  gehende,  auf  der  Seite 
der  positiven  Z  gelegene  kante  AB  aber  lässt  sich  als  Durch- 
schnitt zw€Mer  Ebenen  betrachten,  von  denen  die  eine  durch  die 
Axe  der  V  geht,  also  vertikal  steht  und  mit  der  Ebene  der  ÄY 
den  Winkel  bildet,  während  die  andere  durch  gegenwärtige  Axe 
der  Z  geht  und  lyej^en  die  Coordinatenebene  AZ  unter  dem  Winkel 
NAJJ  geneigt  ist,   dessen  Sinus  und  Cosinus  in  §.  7.  gleich 

»  cosi'  cos  E  Hin  r 

iTi      »        .        beziehungsweise  4/1     .   wrt  -   gefunden  wor- 
1  —  sin  A"*  sin  "  T  1— sin  1.'  sin 

den  ist.  Diese  Kante  wird  also  durch  das  System  folgender  beiden 
Gleichungen  repräsentirt  :^  ^ 

.     arsin  JE  — 2CosE=0,   arcosT— ^cos£siDr=0, 
rt'»i«»  ii  1»  1 

welche  den  beiden  eben  bezeichneten  Ebenen  entsprechen.  Sab- 
atituirt  man  die  Werthe ,  welche  sich  hieraus  für  a:  und  ^  ergeben, 
oämlich 

i.  •  .... 

Äl.  A  .1  ,^:y.  .    r  zcotgr 

.K...',,.  .....         (1-^)   x  =  zcois;E,   y  =  _^, 

'  -.0. 

in  die  Gleichung  (11),  so  erhält  man  eine  Gleichung,  weiche  mir 
z  enthält  und  in  Beziehung  auf  diese  Variable  vom  zweitea  Grade 
ist,  und  durch  deren  Auflösung  die  Werthe  dieser  Coordinate  für 
diejenigen  beiden  Punkte  sich  ergeben  müssen ,  in  denen  die  Kao- 
tenlinie  AJi  im  Allgemeinen ,  so  lange  die  Richtung  des  von  A 
nach  dem  Schwerjmnkt  des  Doppelkegels  gezogenen  Halbmessers 
noch  nicht  näher  bestimmt  worden  ist,  durch  die  Kegelfläche  P 
hindurchdringt.  Bezeichnen  wir  aber  zu  gleicher  Zeit  denjenigeo 
spitzen  Wintel ,  auf  dessen  mögliche  Existenz  es  aakomnit .  wel- 
coen  nämlich  der  eben  erm  ähnte  Halbmesser  mit  dem  in  A  vertikal 
stehenden  Radius  AJ  bildet  (etwa  den  Winkel  JAK  in  Fig.  2.) 
mit  t^,  so  dass  |=asin<^'  und  v  =  acost>  ist;  so  erhält  die  ge- 
dachte Gleichung  die  Fona.}^  ^  »i 

I  J    '"«II  ir-t|t«t 

.V(2CotgE-asiDt;0'  +  Ä'(^-^^-acosy)«  =  «*(Ä-2)», 

~t*lf>>«  81 D  A 

d.  h. 

(Ä*  cos  E«  +     cotg  r»  -  a«  sin  E*  )  r« 

—  'Iha  (AsinfcosiCsiDV'-f  A  cotg  r  sin  £  cos  ^ 


Die  eine  Wurzel  hiervon  ist  :  =  0,  uDd  dazu  gehurt  wc^ta  (ü) 
auch  jr  =  0,  5  =  0,  durch  welche  Coordinatenwertbe  mir  ,  wie  « 
die  Natur  der  Sache  verlangt .  angegeben  wird ,  d^ss  die  Kaoteo* 
Unie  mit  der  Kegelt! äche  den   Punkt  A  gemeinschaftfich  habe. 
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Bhch  Aftooiidening  dieser  ersten  WwM  «iM  alMv  dl^  andere^ 
fvm  mam  wa^jimA  alle  Glieder  der  Glddiiing  dorck  dhidiit 

und  för  ^  den  Werth  cotg  ^  elnfiilart,-    ^  *  , 

^ «V   2a sin  A  ( cos  E  sin  ij>  -f  cotg  / ' coa  i'»  —  cotsrt*>^sin  E) 

^   '  cos  E'  +  cotg i -  cotg sio  ' 

NoD  muss  aber«  wie  bereits  In  §•  4  Kemerkt  Wörden ^  allemal 
tattg4^>tang£  sein,  aUro  . 

(14)   cos  £>  cotg  ^  sin 

und  dealialb  iat  der  Nenner  des  i%br  %  sefundeneir  AmdmekS  <1^; 
wie  fSi^oaB  auch  sonnt  die  spitzen  'Winkel  P,  &  angenommen 
wer^D  mögen,  eine  positive  Grösse woraus  f«dgt,  das«  das  Vor«* 

zpiehon  von  z  sich  leni^Hrh  nach  dem  in  Klammem  eingeschlossenen 
i*'actor  des  Zählers  richtet.  Setzen  wir  daher    '  ' 

(15)  4:os£suitf»-feotgroo«i)»=eotg^sini;-f ^, 

■    *  *  * 

wo  9  eine  noch  unbestimmte  Grösse  bezeichnen  soll,  so  wird  z 
zugleich  mit  dieser  Grösse^  positiv  oder  negativ  oder  Null.  Aus 
dieser  letzten  Gleichung  erhalten  wir  aber,  wenn  wir  anstatt 
cotg  ^  sin  jL^^  der  Kürze  wegen     schreiben  und  quadriren, 

■ 

cotgr*  cos  it>*  —  2^  cotgrcos  i|> +/**=cos  £•  ( 1  — cost|>*  ), 
also  , 


.       cotg  /' jb  cos  ES  €08     ^  cotg/^  — M*. 
-  cos i^^-f  cotg/'*  "  . 

■ 

Nun  bemeike  man,  dass  zwar  die  von  dem  Winkel  i|>.afali&igige 
Lage  des  Doppelkegels  so  beschaffen  sein  kann,  dass  wenn  man 
sich  seine  auf  der  Seite  der  positiven  :  j^elei^ene  Hälde,  nämlich 
die  Kegelfläche  P,  welche  wir  hier  allein  in  Ilotrachtunq  gezogen 
haben,  üher  die  gemeinschaftliche  Basis  beider  Kegel  hinaus  er- 
weitert und  die  gleichfalls  auf  die  positive  Seite  der  z  fallende 
Kantenlinie  AB  (Hier  A  hinaus  yerlängert  denkt/  diese  Verlftose^ 
riHig  in  jene  Fortsetzung  der  Kegelfläche  eindringe  und  irgenchvo 
auf  der  Seite  der  negativen  z  noch  einen  zweiten  DurchscfwHtf- 
punkt  mit  ihr  gemein  habe ,  dass  es  aber  den  ßedine:unffen  unse- 
rer Aufgabe,  nämlich  der  Undurchdringliiihkeit  der  Kante  AB 
widerstreiten  würde ,  auf  der  Selte^  der  Dositiven  z  einen  solchen 
zweiten  Durchschnittspunkt  zu  denken*  Da  also  d^Jn  (13)  ftif*  z 
erhaltene  Werth  entweder  negativ  ausfallen  muss  (in  welcheiii 
Falle  den  Formeln  (12)  zu  Folge  auch  die  zugehörigen  Coordinaten 
X  und  «  negativ  sind),  oder  auch  sich  auf  Null  reduciren  kann, 
wodurch  angezeigt  sein  würde,  dass  die  Kantenlinie  AB  keine 
Sekante  der  Kegelfläche  sei,  sondern  dieselbe  im  Punkte  A  ümerire, 
und  da  das  Vorzeichen  von  z,  wie  oben  bemerkt,  mit  dem  Vor- 
aeichen  von  3  übereinstimnit;  so  darf  anch  in  demlüfr  cosiI>  gelbn- 
dsnen  Ausdrock  i  nur  als  diis  negatUe  Zahl  oder  als  Niul  be* 
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trachtet  werden.  Aus  der  Gle'ichunp^  (15)  aber  ist  ersichtlich,  da 
die  in  dem  Itoken  Theil  dieser  Gleichung  erscheinenden  Winlcel 
t|>,  E,  r  alle  als  spitz  und  positiv  angenommen  sind,  dass  /t(  = 
cotg^sin eine  positive  Grosse,  nämlich  dass  der  nume- 
rische Werth  von  ^kleiner  als  cotg^^sinf  sein  müsse,  und  hieraus 
folgt  weiter ,  dass  in  dem  für  cos  gefundenen  Werthe  die  Wurzel- 
grosse  positiv  zu  nehmen  sei.  Denn  nach  (14)  ist  cosjK>cotg*3  sinfJ, 
also  auch,  weil  9  keine  positive  Grösse  sein  kann ,  cosE*^(.i-  Dem- 
gemiUs  i«t  dann  auch  weiter 


i^cotg/''-|-cos£»  — iii»>cotgr; 

also,  wenn  man  diese  beiden  letzten  Ungleichungen  mit  einander 
multiplicirt ,  um  so  mehr  ,.  t         «.   .         »  .44 


•        cos    V  cotg/"* -|-cos  ^J*  — >/ttcotgr.  ' 

Wollte  man  daher  die  Wurzelgrüsse  negativ  nehmen ,  so  wurde 
cos  \\)  negativ  ausfallen ,  also  auf  einen  stumpfen  Winkel  i|;  hin- 
weisen ,  welches  der  hier  in  Frage  stehende  nicht  sein  kann. 
Aus  der  Gleichung  (15)  erhält  man  nun  weiter 

'      •    '  ~  '    g;n.._/^~Cotgrco«V    -  ' 

n..  ....     1.     .  »»MV—         ^^^^     .  »-..ri.^ 

also  durch  Substitution  des  für  cosy;  gefundenen  Ausdrucks: 


/^a\    •        //COS    —  cots'/'.'V^cotc:/'^ +  COS      —  i*'^ 

(16)  s\n\tf  =  ^  "   "-^ — —  _  "  .  ... 

.        ^       ^  cos  JK'' -f  cotg /'^ 

Diese  Formel  lehrt,  wenn  yf  =  Q  angenommen  werden  soll,  für 
welche  Annahme  man  den  Zähler  nur  gleich  Null  zu  setzen  braucht, 
dass  dann  /i*  — cotg/**,  also  weil  ^  nach  dem  oben  Bemerkten 
eine  positive  Grösse  sein  muss,  ^— cotg/',  folglich  d^cni^j^V 
—  cotg^sin£  sei,  während  für  diese  Annahme  sich  aus  (13)  fiir 
den  zweiten  Durchschnittspunkt  der  Kantenlinie  AB  mit  der  Kegel- 
fläche  P  der  Coordinatenwerth 

'«••"»  -  t.  .....  •»•.  »»Ih 

»•  '         .^j.     _  2a sin  E ( cotg r—  cotg ^ sin  E) 
'H"'*'     '  ^  ~"  cos  ^Hcotg/*»-  cotg  ^»  sin  E^ 

ergiehf.  Damit  dieser  Werth  nicht  positiv  ausfalle,  darf  cotg/" 
nicht  grösser  als  cotg  ^^  sin  £  sein,  und  wir  haben  daher  für  die 
Möglichkeit  den  Doppelke<?eI  überhaupt  so  zu  legen,  dass  er  mit 
einem  Punkte  der  Peripherie  seines  Grundkreises  den  V'ereinigiing«- 
punkt  der  beiden  Kanten  AB  und  AC  berührt  und  sein  »Scbw- 

Eunkt  sich  vertikal  über  diesem  Vereinigungspunkt  befindet,  di* 
iedingungeo 

^  ^  ^^^  .:«if».  .'  cotg^sin£;>cotgr, 

oder        "  i;  •.  .  '     .1  «.      .         .  ..  . ^  . 

mI  ilii/        .  .....  itlu^.  cotg 0^ sin £  =  cotg i'.  um  •»  J  . 
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Dle.se  beiden  Fälle  müssen  aber  wohl  mitenichiedeD  uud  einzeln 
näher  untersucht  werden.  Es  kann  nämlich  sin  xfj  überhciupt 
nur  ai«daoD  einen  von  Null  verschiedenen  und  po^i- 
i\wmn  Werth  erhalten,  wenn  die  darch  /»  vorgestellte 
8iiiiitfte>  cotgrist,  wevoD  mn  elcii  sofort  fthemegty  wemi 
dem  Zihler  der  Fermel  (16)  <lie  Oestalt 


t  ^••(co»£'»-|-cotgr^)— /»»cotgr^-V^  eotgr'Ccosf'-Hotgr')— /»«cotgr*. 

Da  aber  für  jeden  Werth  von  y  immer  fikz=i coi^i^ muE^ö  ist,  so 
liesse  sich  DSr  ein  eolches^  Verbfiltnise  der  Copstanteo  4^,  E,  r, 
wobei  cotg4^8in£  =  cotgi*  wird,  die  mit  y  gleichseitig  variireede 

Grösse  ^  nur  dsdurch  grosser  als  cotgr  vmcbeo,  dass  man  der 

Grösse  rV  oiiien  positiven  Werth  hoileiite,  was  mit  dem  Umstände, 
dass  z  noth^ven(l^g  entweder  negativ  oder  gleich  Null  sein  niuss, 
nicht  vereinbar  ist.  Wenn  daher  die  Constanten  ^,  E,  r  wirklich 
in  dem  Verhältniss  zu  einander  stehen,  dai»s  die  Gleichung 
eotg^siuvE=ootgi^  erffilH  wird,  so  kann  man  tmf  dem  Dop(>ef 
kegel  eiDo  solche  Lage  anweisen,  dass  er  anf  dem  Vereinigungen 
pankt  der  beiden  mterstfitaenden  Kanten  ruht  ttvd  sein  Schwer- 
punkt sich  in  der  von  diesem  Punkt  aufwärts  gezogenen  Vertikal- 
Knie  befindet,  also  ^p~0  ist,  und  dir»  (tleirlningen  (17)  und  (VZ) 
zeigen,  dass  die  beiden  Kanten  alsdann  Tangenten  der  Kegelflächen 
sind ;  allein  irgend  eiue  Drehung  desselben  um  einen 

5 ositiTen ,  Winkel  yf  i/vltd  unter  diesen  Umstfinde^i 
urch  den  Widerstan d  derKanten  unmöglich  gemacht 
werden.  Auch  giebt  durch  Substitution  des  Werths  co!tg^=x 

^^^mid  des  danuis  folgenden 

•   ■  1  «.«  sin  JE* 


sin     +  cotg  r« 

die  Formel  (0) ,  sobald  man  Zähler  und  Nenner  derselbeB  vorerst 
durch  sinl^  diividirt»  den  Werth 


.        cos  £sin  rcos  T-  cos  rt^l  -  ( sin       cotg  F^)  sin 
'  l-sin£«sinr' 


_cos  r[  cos  £sin      V 1  —  (1  --  cos  iS*)  sin  F*  —  cos  TM 
"  l-~sini;*sinr» 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Doppelkegel  unter  diesen  Umstäniienj 
man  mag  ilui  auf  die  Schenkel  der  Unterlage  hinlegen  in  'welchen 
INmkten  man  will,  nicht  im  Stande  ist  von  selbst  weiter  zu  rollen. 

Wenn  dagegen  cotg  ^  sin  /v>cotgFist,  so  bleibt  auch  = 
cotg^sin  jEJ-f  ^  grösser  als  cot^F,  so  lange  die  negative  Grosse 
i  dem  numerischen  Werthe  nach  die  Differenz  cotg-d-sin  Jb  — cotgX* 
lAebt  dbsrsehnitet;  und  innefhaib  dieses  GtemnveHiis  und  dem 
Werthe  d=rO  ist  denn  auch  sId^  von  Null  versdbledener,  positivst 
und  fieeUir  WMbe  GAug,      teettor  Werthe  ans  dem  vnmde; 
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*  weil  wegeu  fi<cotg^siQi^<cosl:;  (zu  Folge  (14»  die  W«€l- 
gti'mse  iB  dem  Amänek  (16)  niemals  imaginär  änslklleift  kano. 
Nuo  «ber  dieäe  FoBmel  (16)'  auch«  das«  der  >V.  i^  bd  «01»- 
fltatiteii  Berthen  voi»  £'UDd  r  desto  grusaer  ^Ird,  je  grucmr  fi 
Ist;  und  weil^  ivemi  wachsen  soll,  der  anmerische  Werth  von 
Ö  aboehmen  raiiss,  so  erreicht  der  AV'.  sein  Maximum,  sobald 
man  d=0,  also  ^< ooti^  {>  sin annimmt.  Für  diese«  Maximum 
bat  man  daher  d^n  Werth 


.   cotg'^siB  £  C08  isJ~cotg  r  V^cotgr*-f  cos  JS*-~  cotgl^'si  d  iJ* 

UW.  «n.V  :        cosiS'+cotgr*       ^  * 

:  Dieser  Werth  Ust  aber  mit  d^  In  (10)  fiHr  «tno  gefundenen 
ideiltlech,  also  das  Maximum  von  'i>=a9  namficb  W.  JAKz=r 
DAZ  (Fig.  2),  woraus  foli;!,  dass  der  Radiuif  KA  alsdann  senk- 
lecht  auf  AZ  steht.  Wenn  daher  die  Bedingung  cotg  ^sinjE^>  cotg  J* 
eTfüllt  ist  lind  mnn  alsdann  (fen  Doppelkegel  so  auf  den  V'ereini- 
gungspunkt  der  K  uiten  AH  und  A(0  lejjt,  dass  sein  Schwerpunkt 
^  nur  ein  wenig  aus  der  vertikalen  Richtung  AJ  abweichend  in  die 
Winkelehene  JAN  lallt  ^  so  findet  zunächst  eine  Umdrehunir  um 
den  Berührungspunkt  A  Statt  und  zwar  so  lauge  ^  bis  der  Kadius 
AK  mit  den  liaMmie^iBem  MSy  M^S',  u.  8.  f.  gleiche  Neigung 

§egen  die  Horizontallinie  ^J>  erhalten  hat,  d*  h.  bin  die  durch 
ie  Axe  den  Kegels  und  den  Berührungspunkt  ^  ge- 
legteEbene  mit  allen  andern  Berübrungn-Axenschnit- 
tcn  PS  ff,  P'S'M'  parallel  irenorden  ist,  —  und  dann  erst 
beginnt  die  1  ortrollende  Bewegung.  In  dem  Augenblicke  also, 
wenn  der  Dojjpelkegel  aufhört  mit  der  Peripherie  seines  Gruud- 
kreises  den  l'unkt  A  zu  berühren,  ist  seine  Stellung  ganz  die  näm- 
liche,  wie  wir  ^ie  in  den  vorhergeheuden  §§.  für  einen  beliebieen 
.andern  Zeitpunkt  wfihrend  s^er  lortrnlle'nden  Bewegung  haben 
kennen  gelernt.  Zugleich  ergiebt  sieh  aus  diesen  Bevacbtun&ren» 
dass  die  von  Kraft  (1.  c.  §.  8.)  angegebene  Formel  tang  ANK=^ 

taug  3.1       ^-^r^^       —  —  ^"8^  (weil  er  nämlich  glaubte,  da;» 
'  AN    Acotg?;    tang^  ^  »  ,  ' 

A  ANK  sei  bei  A  rechtwinklig)  falsch  ist  und  heissen  muss 
sin  ANK=fAfkNAZ^^^,  wie  wir  sie  in  g.  2.  aufgesteUt 
haben. 


5.1a 

Ish  wende  mich  jetzt  zur  Betrachtung  der  auf  der  Kegelober- 

Eche  liegenden  Cunre,  in  welcher  alle  in  Fig.  1.  mit  T,  3r,  h.p.C 
nelchneten,  nach  und.  nach  ndt  der  Kante  AB  in  Berührung 
fcfflouttenden  Punkte  gelegen  sind.  l>iese  Curve  kann  aan  eieDbaf 
auch  auf  die  Art  entstehen  lassen,  dass  man  sich  den  Doppeikegel 
selbst  aifi(  stillstehend  vorstellt,  aber  die  Kante  AB  dergestalt  aa 
seiner  krummen  Oberfläche  rings  herumführt,  dass  sie  fortwährend 
die  Kegelfläche  tangirt  und  zugleicli  goLen  die  durch  den  jedes- 
maligen Berührungspunkt  T  gezogene  Kegeiseite  PS  unter  einen 
ceni^tanten  Winkel  BTM  gene^^.  bleibt >  dessen  tcigonomelrische 


I  r 
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Tangente  dnreh  '^=:—  angegeben  wird,  weil  nfimlicli  alle  6e- 

rflhniDgs  -  Axenschnitte  auf  der  Geraden  AZ  perpendikulc'ir  i<4tehea 
(6.  20»  Nehmen  wir  jetzt  in  Fig.  3.  den  Punkt  O  in  der  Peripherie 
des  GniDdlnreieefl  als  denjeni^n  Punkt  an»  yon  welchem  die  ke» 
dachte  SchneckenUnie  OTKL  ihren  Aolang  nimmt  und  weicher 
also  ursprünglich  mit  dem  Verelttigungspunkt  der  beiden  Kanton 
der  Unterlagt»  in  Rprühmns:  war,  und  ^ffir  einon  beÜebigeD  an- 
dern Punkt  der  Curve,  ATh  für  die  ziipjehüriuo  BeröhrunpKlinie. 
Da  jede  solche  Berfihrungfilinie  ges^eii  die  demi»eiben  Punkt  eiit> 
sprechende.  Kegelseite ,  oder  wie  mau  bei  liotation«»tiacheu  im  All' 
gemeinen  zu  sprechen  pflegt,  gegen  den  Meridian  i>7*j$.uater  efnen 
cenatanteo  Winkel  geneigt  i^t  ,  tio  ist' die  Cutve  selbst  eiike  8<^^ 
nannte.  K  egel  loxodrome«  Zieht  man  auch  am  Punkte  iS  in  der 
Ebenp  des  Grundkreises  an  dessen  Peripherie  die  Tangente  SA, 
so  liegt  diese  mit  TA  in  einer  Ebene  und  beide  schueideu  sich 
also  in  einem  Punkte,  welcher  aus  einem  sogleich  deutlich  wer- 
denden Grunde  mit  A  bezeicbnet  worden  ist.  Es  sei  nun  fe^rn^ 
ile  die  Proieotlon  der  Tangente  AT  anf  die  Ehtee  de«  Grundv 
hteifl«»  und  O fr  die  Projectkni  der  Loxodroaie  OT\  an  nmea 
nach  eiiKMa  bekannten  Satze  zugleich  die  dem  Punkte  W  ent- 
sprechende Tangente  an  die  Gurre  OW  sein.  Nun  ist  aber  auch 
in  Fig.  1.  und  Fig.  2.  die  Gerade  A  W  nichts  anderes,  als  die 
Projection  der  berübrendeo  Kanteulinie  AT  aui  die  Ebene  des 
«  ClmilNlkreises »  folglich  muss  der  in  Fig.  3.  mit  AWS  bezeichnete 
Mskel  mit  dem  gleichnamigen  In  den  Widen  andern  Figuren  jdear 


,  nämUjch  gleioh  {^"^-NAZl  sein. 
Sobald  man  aber  letzt,  um  aie  Cur^e  OW  auf  Polarcoordina- 
ten  zu  beziehen,  den  Pol  in  M  und  i}M  ai.s  Polaraxe  annimmt,  so 
Ist  AWS~MWv  der  Winkel,  ^\ol(hen  die  in  der  Richtung  des 
wachitfendeu  Bogens  gezogene  Taugente  mit  dem  nach  dem  Üe- 
lifiilmin^spunkt  gezogelieta  Radius  Vecter  -  bildet >  .  und  da  dieser 
WiDkel  gegenwärtig  yoo  dem  yeränderlichen  Polarwinkel  OMW 
imabh&ngig  und  stets  gleich  dem»Complement  des  constanteh  und 
ge2:ebenen  W.  NAZ  sein  soll,  so  folgt,  nach  der  bekannten  cha- 
rakteristischen Eigenschaft  der  logarithmischen  Spirallinien,  das» 
die  in  der  Ebene  des  Grundkreises  Honende  Curve  OW  eine  lo- 
garithmiscbe  Spirale  ist.  Als  Differeuzialgleichung  derseibeu 
mnscfeen  dte:  Variablen  OMW^uxA  üffF=«i  nahen  wir  «oglelch 

'  •   

-       ^  taug  MWv = fiotgNAZ, 

und  wenn  wir  der  Kürze  wegen  iAXigNAZ^%  setzen^  so  dass  der 
Formel  (2)  in  §.  4.  zu  Folge  / 

n9)  '«=    •  '  _  alniycos^»^ 

.  ^^t^gi^'-taug  Tj^  Vsin(^-i:t^)siD(^-^) 

•  « 

du 

ist,  so  giebt  die  vorige  Gleichung  — = — adtp^  ^Iso 
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Fflr  tfssQ  60II  «=a  weideB»  also  lUis  06Mt«sl9  oeio«  omI 


riir  tfssii  6011  W4 
die  Gldidiiiikg  der  Curve  iet 


(20)  oder  tcssae-^. 

ü 


AU  die  Dächste  und  ^ich  einf'm  Jeden  unmittelbar  aufdräo- 

fende  Foleernng  aus  dem  Umstände  ^  da^is  die  Projection  der  auf 
er  Kegelfläche  entstandenen  Schneckenlinie  eine  logaritliniiscbe 

atale  Ist,  daes  also  der  Radloe  Veetor  1«  erst  i)Br  f^oo  Tsr* 
windet,  stellt  sich^  nun  das  Resultat  faeraus,  dass  auch  disee 
Schneckenlinie  nicht  bis  in  die  Kegelspitie  hlnaufl&nft ,  dass  also 
auch  der  Doppelkegel  PQ  erst  nach  unzählig  vielea 
ü  m  u'  ?i  I  z  T!  n  «r  e  T»  t  b  e  o  r  e  t  i  s  c h  a  it  fi^  e  f a  8  s  t  mit  seinen 
►S  c  h  e  i  t  e  i  n  P  und  Q  auf  den  Kaulen  der  Unterlage  AB 
und  JiC  aufliegen  würde.  Von  der  Frage  freilich,  ob  gegen 
dn«  Ende  der  Bewegung  bin  durch  die  beschleunigte  Gescbwindiy- 
keit  ein  Fortgieiten  des  Doppelkegels  eintreten  werde,  müssen  wir 
hierbei,  bevor  nicht  die  Griisse  der  Reibung  näher  in  Üntenmhosg 
gesogen  worden,  noch  absehen. 

Obwohl  aber  eine  solche  Kegelloxodrome  sich  nur  asymptotisch 
dem  Scheitel  des  Kegels  nähert,  so  ist  man  dennoch  im  Stande 
dieselbe  vom  Anfani^spiinkt  O  an  gerechnet  bis  zum  Srheitel  hin 
▼ollständig  zu  rec  t  i  f  i  c  i  ren,  so  dass  die  aufeinander  fol£j;enfJeD 
einzelnen  Windungen  die  Glieder  einer  geometrischen  Progressioo 
darstellen,  deren  Summenausdruck  sich  gleich  Aß  ergeben  wird. 

liezeicbnen  wir  nämlich  das  Differenzial  des  Bogens  der  Loio- 
'  drome  am  Paukte  T  durch  cb  und  das  entsprechende  iNferensial 
ihrer  Projection  am  Punkt  VF  mit  ds' ,  so  ist  di^d^.nee  WAT. 
f^nn  muss  eher,  wenn  wir  die  Veränderliche  z—  WT  in  Fig;  9^ 
als  gleich^oss  mit  der  gleichnamigen  Linie-  In  Fig.  1.  annehmeo, 
aneh  S}{  in  beiden  Figuren  crieicb  sein,  woraus  sofort,  da  a«rh 
die  Winkel  bei  S  und  IT  in  den  ^\  SAIV  übereinstimmen,  die 
Congruenz  dieser  Dreiecke  hervorgeht.  Hieraus  folgt  weiter,  das« 
auch  A  ]V  in  beiden  Figuren  einerlei  Grösse  haben  müsse,  dass 
also  auch  die  ATW  die  nämlichen  sind,  daher  ist  in  Fig.  3b 
W*  WAT^fi,  und  ssi'.secf;  Ferner  haben  wir,  indsm  wir  dsn 
W.  OMW  foitwährend  durch  ^  l>eaeichnen, 

ilt'= V  5^3^M^=-  V(y^  ^  +1)  du, 

wo  das  Vorzeichen  (— )  genommen  werden  musste,  weil  wenn  1' 

annehmen 'soU,  du  neimtiv  ist  Und  wenn  wir  hier  fiSr  ~?  den  m 

du 

(20)  fliesaenden  Werth  ^     ^  i.  substitairen  und  integri- 

reu,  80  erhalten  wir 

j'ssconst.— uY^i-j- 1, 
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oder  weil  dem  AoiaDgawerUie  #^=0  dcsr  Kadius  Vector  u^MQ^ 
entspricht. 


(21) 


Um  diese  Ausdrücke  geumetrisch  aoscbaulich  zu  machen^  brau 
efaen  wir  nur  ca  bem^krä»  das«  dem  yorigen     zu  Folge 

wk^J}fAXr:^imgAWS,  also  \^  ^,^l^'a9cAWS:=:wM^NÄZ 
Ist«  deoD  da^ujich  haben  wir  apgleich 


$=zAW.stcWATz=zAT. 

]>ehfteQ  wir  die  GIdchongen  (21)  so  trelt' aus,  bis  «=0,  itKmDdi 
9>==<»  wird,  und  blidcen  dabei  auf  Flg.     so  erhattea  wir 

mxkNAZ  taogi} 

(22)  ^UDd 

*=^if .  sec  = — 4^         = -4- 
'    wNAB  wokfi 

wie  vorauszusehen  war. 

Substituiren  wir  jedoch  in  deju.bei  (21;  für  s  gefundenen  Aus- 

dmcke  iär  u  seinen  Werth  atr*9  und  «Br  aa^n-^ + 1  d«i 
Werth  ,  80  dass 

«»Ol? 

(23)   ^=5^  (1-*-«^) 

^ird;  setsen  darin  alfanShlig  ^=z2n,  Att,  %  u.  8.f.  und  nihtfaU* 

ren  jedesmal  von  dem  spateren  Resultate  das  Vorhergehende,  so 
ergeben  sich  die  Ausdrucke  für  die  auf  einander  Iblgsnden  Win* 
duogen  der  Loxodrome,  nämlich  Länge,  der 

' '  i  *      '  '  .  ' 

ersten  Windung' t,^~  (1— a«n, 

^weiteu  Wijidung       -A- ( 1 e -  a     ^  2xa  —  ft«r 
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dritten  Windung  ««^)r- «*«)•,  ' 

n*  8.  f.y 

ilberhaiipt  LSnge  der  (ft-^l)teD  Winding  Jto=<:t, 

80  das8  dieae  Windungen  in  geometriscber  Progression  abnebmeo« 

Auch  die  Breiten,  oder  wenn  man  lieber  will,  indem  man 
sich  die  Axe  des  KegeU  vertikal  gestellt  denkt,  die  Höhen  der 
auf  einander  folgenden  Windungen  *)  lassen  sicfi  leicht  bestimmen, 
und  auch  diese  nehmen  in  i^eonietriscber  Pro^reüsion  ab.  Es  ist 
nämlich  überhaupt,  wie  man  aus  dem  ^  STW  in  Fig.  3.  sieht, 
Wr  =  2=r(ö-«)tangd=otaog^(l-e-''9')=A(l-e-»'9'),  oder 
wegen  (23) 

(24)  %sB9,fAnii, 

i^ie  auch  schon  das  A  ^        lehrt,  in  welchem  AT^OT=^s  ist. 
Nennen  wir  nun  denjenigen  Werth  von  z,  welcher  dem  Rotations 
winliel  q>=27C  entspricht ,  die  Hdhe  der  eisten  Windung ^  so  ist 
diese 

2, = Ä  (1-c  -  a*^) = #4 .  sin  i| , 

und  sofort  erseben  sich  hiernach  (ttr  die  HOhe  der  meiteii»  drittes: 
iL  s.  f«  Wiodraogen  die  -Werthe 

u.  s.  f.,  , 

iberbaupt 

{.  IX 

Da  in  Fi^.  3.,  wie  so  eben  bewiesen  worden  ^  die  Geraden 
AW  und  besiebnngswMse  gleiche  Länge  haben  mit 'den  .Car^ 
vett  OW  und  OT,  so  kann  das  ebene  Dreieck  AWT  durch 

Krümmung  mit  dem  auf  der  logarithmiscben  Spiral  -  Cylinderfläche 
liegenden  ^  O  WT  in  Congruenz  ge1)racht  werden.  Hieraus  wird 
man  vielleicht  die  Ansicht  gewinnen,  dass  gleichzeitig  mit  dieser 
Krümmung  des  Dreiecks  A  WT  auch  das  ebene  Dreieck  AST  sich 


*)  Bestreicht  man  die  Kanten  der  Unterlage  und  AC  mit  einer 
abförbcndcn  Substanz,  z.  II.  mit  Kreide,  so  >verderi,  nachdem  der  Dop* 
peikegel  darüber  hingerolU  ist,  diese  Windao^en  deutlioh  ticbtbar  tein. 
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öber  das  auf  der  Kegelfläche  lies;ende  ^  OST  in  volliirer  Von* 
gruenz  ausbreite,  niid  diese  Ansiclit.  auf  die  Fiijnr  1.  libeigetra- 
geo,  würde,  weil  duuii  die  Linie  AS  iiiiuier  gleiche  l^auj^e  mit  dem 
äygeroUten  Bogen  des  Grundkreises  hätte,  zu  dein  weitern  und 
wichtigen  8chlu8s  führen ,  da8s  jeder  in  der  Peripherie  des  Grand* 
kreise«  gelegene  Punkt  während  der  rotirenden  Bewegung  des  Dop- 
pelket^els  eine  ijemeine  Cykloide  besehriebe.  So  ist  es  aber  nicht, 
und  die  obiac  V  oraussetzung,  dass  die  Gerade  AS  i\ui'  dem  Kreis- 
bogen OS  bergekrümnit  werden  krmne,  ^vürde  irrii^  seiu.  Denn 
es  ist  dieser  Krcisboge.i  OS-  acp ,  dagegen  A S--S  \  \  .  tang  A  WS 

1  1,  Q 

T>(a—^tt)=a (-——),  und  dieser  letzte  Ausdruck  entvriekelt  giebt 

AS=av--\-^  r+-^--J' 

welches  keineswegs  gleich  ncp  ist. 

Und  was  die  Curve  anbelangt,  welch o  ilri  jeuiire  in  der  Peri- 
pherie des  Grundkreises  befindliche  Punkt,  der  am  Anfang  der 
rollenden  Bewegung  mit  dem  Vereinigungspunkt  der  Kanten  in 
Berührung  war,  während  dieser  Bewegung  beschreibt,  so  sieht 
man  leicht  mit  Bei  hülfe  von,  Fig.  1.  ein,  dass,  wenn  A  zum  Ur- 
sprung rechtwinkliger  Coordinaten  uixl  ASZ  als  Abscissoiiaxe  an- 
genommen wird  .  (Vie  Gleichung  derselben  das  Resultat  der  Elimi- 
nation des  W  inkels  q>  aus  den  beiden  Gleichungen 

^=  üfiS— a  cos  ^ = o  (1 — cos  g?) , 


a:= ilÄ — «sin  9= -(1  —  e — a  sin  g» 


sein  werde.   Diese  Gleichung  ist  demnach 


§.  14. 

In  allen  diesen  Gleichungen  ist  der  Werth  der  Constante  x 
nach  der  Forniel  (10)  aus  den  ursprünglich  gegebenen  Grössen  zu 
berechnen,  jedoch  verdient  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  die 
einfache  Relation  zwischen  dieser  Oonstante  und  der  Tangente  des 
unveränderlichen  "Winkels  ,  unter  welchem  die  Loxodrome  von  den 
Meridianen  der  Kegelfläche  geschnitten  wird.  Die  Fig»  1.  liefert 
Dämlich  sofort  die  Werthe 

tangilTÄ^II  nnd  %=ztvagNAZ='^. 

woraus  folgt 

(26)  «=:cotgi<r5.^=cos^.co1g^3rÄ 
TheUVI.  W 
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§•  15. 

Es  mogte  dem  Gegenstand  gegenwärtiger  Abhandlmie  za  fent 
lie^od  sclieinen,  auf  andere  Eis^enschaften  der  Ke^lloxoaromeliicr 

-weiter  einzugehen ;  überdies  findet  manMn  dorn  zweiten  Bande  dieses 
Archivs,  Heft 2.  Seite  127.,  eine  Abhandlung  von  f^rebe,  worin  der 
Verf.  diese  Curve  mit  der  gemeinen  SchraubeDliuie  (Cylinderloxo- 
drome)  zusammengehalten  und  mehrere  interessante  Sätze,  wiewohl 
nur  iu  Form  von  Resultaten  und  ohne  Beweis,  zuerst  aulkestellt 
bat.  Nur  die  eine,  freilich  auch  schon  von  Gr  ehe  au|geiaiKleoe 
Eigenschaft  9  dass  der  Krfiminungshalbinefiser  för  jeden  Punkt  der 
Cu)  ve  eine  mit  der  Ebene  des  Grundkreises  parallele  Lage  ka^ 
glaube  ich  hier  noch  in  Kfirze  nachweisen  zu  müssen,  weil  ick 
auf  diesen  Satz  in  dem  zweitfolgenden  Paragraphen  einen  aadero 

•Schluss  zu  stützen  jreflenke. 

Nehmen  wir  daher  den  Radius  MO  in  Fii?.  3.  als  Axe  der 
und  ein  in  M  darauf  errichtetes  in  der  Ebene  des  Crundkreises 
liegendes  Perpendikel  als  die  Axe  der  y  an,  wäiireud  wie  bisher 
MjP  die  Axe  der  z  sein  soll,  so  ist 

x=u  coB  4p=ae      cos  cp , 

und  ?ermlige  {•12. 
also 

liiT  ==■- [a«e -«9  cos  9  +  ae sin  9]     =  — (y -f     )  i/^/ , 

liy =— [a  3«€-»^9'  sin  9  ~  ae  -^9  cos  (pldq)={a:  —  %if)d<p, 

♦ 

ih  =  Khe  dipi 

vnd 

= -^dy)     = [-  2««  +  (       1)  y]  dq>\ 

Nun  ist  aber,  wenn  S>  v,  f  die  Coordinaten  des  Mittelpuotts 
des  Krömmungstreises  bedeuten,  welcher  dem  Berfibrunfinnaikt 
X,      z  zukommt«  und  wenn  man  der  Kurze  wegen 

R=dad^if-dyd^x,        S^dxdH-dzd^a: , 
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und  mittelst  der  vorigen  Werthe  erhält  man  im  gegenwärtigen  Fali 

folglich  was  zu  beweisen  war. 

§.  16. 

AVIr  heilten  nun  endlich  unser  Augenmetk  nocli  auf  dieienieea 

veranderlidu  r,.  aber  unter  sich  ähnlichen  Ellipsen  zu  richten/welche 
eine  durch  lie  Kante  der  ünteria!?e  JB  oder  irefoi^e  vertikale 
hl)eiie,  namlich  die  Erweiterung  des  TmiiczvsiEAßG  resp.E^ BFI 
(l-ig.  1.)  auf  der  Fläche  des  rolleiideo  Donpelkegels  in  einem  In  lie- 
bigen  Augenblick  seiner  Bewegung  hervorbringen  wird.  Da  so^vohl 
diese  schneidende  Ebene,  als  auch  die  Ebene  des  Gnindkreises 
vertikal  stehen  ,  so  lieijt  deren  Durchschnittslinie  vertikal,  woraus 
sogleich  nach  den  allerersten  Sätzen  fiber  die  Schnitte  am  Keeel 

.  ^^Lr  M^^®  "^"^"^  ^'^^^  ^redachten  Ellipsen 

f eichfalls  vertikal  und  ihre  grosse  Axe  hori^or.tal  laufen  n'iiss. 
Inbegreiflidi  erscheint  es  daher,  wie  Ko  nun  off  i«  §.  3.  seiner 
oben  citirten  Abhandlung  von  der  Aanahme  ausgehen  konnte  die 
grosse  Axe  wäre  parallel  mit  der  Kante  AB  und  die  kleine  Axe, 
senkrecht  auf  der  Kante  AB,  ginge  durch  den  Beriihrunespunkt 
und  da  aut  diese  irrthiinilich  vorausijesetzten  Verhältnisse  die 
Eutwickeiung  aller  seiner  Formeln  wesentlich  gestüt/t  ist  so  lässt 
Sich  über  jene  Arbeit  leider  kein  anderes  Urtheil  lallen  1  als  das 
iD  der  £iniettiing  von  mir  ausgesprochene. 

Man  sieht  übrigens  ein,  dass  es  nicht  im  geringsten  mit 
Srh.viongke.ten  verknöpft  sein  kann,  die  Halbaxen  einir  sofchen 
Ellmse  als  Functionen  von  der  Variablen  AI'  oder  von  TW.=  z=: 
ATcosf}  oder  von  einer  anderen  mit  AT  proportional  wachsenden 
Lrinie  und  eben  so  auch  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  dar- 
anstellen.  Da  aber  die  zu  entwickelnden  Formeln  etwas  weitläuftie 
ausfallen  und  kern  besonderes  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen 
geeignet  sind ,  so  erscheint  ei  wohl  zweckmüssig ,  dabei  nicht  zu 
verweilen  tind  ich  begniige  mich  daher  nur  den  Werth  der  srossen 
Ualbaxe  und  das  uaveräoderiiche  VerbältDiss  beider  HolK^^^  ber* 
zusetzen«  nämlich 

(27)  ^  sin(^-FjE;)sin(»~jE;) 


19* 
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« 

 (k—z)  am  0  C08  CT  V  win  ^* — «in  JE*  sin 


wobei  C08  CO  nod  sio  lo  nach  (9)  oder  (10)  zu  berechnen  sein  würden 


§.  17. 

Ausserdem  bietet  sich  hierbei  bocb  die  Frage  dar,  ob  Tiel* 
leicht  die  Ebene  einer  solchen  Ellipse  zusammenfalle 
mit  der  dem  Berti  1)  m  ngspunkf  T  entsprechenden  Krum* 
'miingsehene  der  im  Vornerc^rheridon  holrachteten  Ke- 
golloxoMrome,  welche  M/toro  Khene,  i^leichwio  die  Ellipsen- 
«'iM'fio,  durch  die  tanaireruic  Kante  AB  geht,  —  ob  nämlich  diese 
Kl ummungselHMie  i;lei(  liialls  eine  vertikale  Lage  habe.  Die  Aot- 
^\urt  aber  wird  nein:  nur  dann  fallen  beide  Ebenen  l»ir  jeden  helie- 

bigen  Berührungspunkt  T  zwtaminen«  weiin  -^^^  ist,  d,k.  wenn 

,  die  Kanten  AB  und  AC  horizontal  laufen.  Dies  Re«o1tat 
la8St  sich  durch  den  Calcul  mittelst  der  (ileicliuiig  der  KrGmmiings- 
ebene  ziemlich  leicht,  nocli  h  ichter  jedoch  durch  folgendes  Kä^oe- 
nement  erhärten«  Wenn  die  durch  den  ßerühnin<:;s|)ui)kt  geleste 
Krummun:rsel»ene  mit  der  durcli  die  berührte  K.n^tf  J/»  <:ele2icn 
Vertikale l»cne  identi>;cli  ist,  so  -iiu'issen  ainh  der  Krüniniun^^i- 
halliiue>j»er  der  Keiiclioxodroine  und  der  Krnnniiunfr?ib>ininic>^fr 
der  Ellipse  der  Kichtung  nach  zusauinienfallen ,  weil  beide  uui 
der  tangirendeu  Kante  senkrecht  stehen  müssen.  Und  umge- 
kehrt, wenn  diese  Krümmungshalbmesser  gleiche  Richtune  hAn, 
so  sind  jene  Ebenen  identiscn.  Nun  fallen  aber  diese  zirei  Krin- 

munL'sbalbmesser  nur  daun  zusammen,  wenn  r—'—lsU  J>eDn  uoii 

denke  sich  durch  den  Berührungspunkt  eute  Ebene,  v% eiche  vir 
der  Kurze  «egen  3/  nennen  ^vollen,  nerpendikutär  auf  die  Kantf 
Aß  ireleiit .  ferner  ebenfalls  durch  den  Punkt  T  eine  FJ>ei?e  3 
parallel  zu  der  vertikalen  Grundfläche  des  Doppelkegels,  und  ^»o- 
zeichne  endlich  die  schon  gedachte,  dur»  Ii  dif  Kante  AI>  izvivuie 
rerüLale  Ebene  AßGL  durch  Q,  Der  KrüuiuiuuiisJialimjes^er 
Loxodrome  li^  dann  nicht  allein  in  der  Ebene  Jf,  soodem  muss 
nrfblce  der  in  15.  beiHeseneii  Eij^enscball  dieser  Curre  aondi  Ii 
der  £l>en«  liegen,  fallt  also  in  die  Dvrchsdmtttslinie  von  Jfiid 
A.  Eben  so  m<i>s  die  Richtung  des  Kj'fimUNinirshallniiessers  dfT 
£il^  in  de«  Dim:ksduMtt  d<a  Eheiieo  M  mU  U  laUea.  WeM 

Mn  i^-  ^      ausser  N  und  Q  andi  M  TeiAal.  und  dm 

iallen  ais<>  <l'ie  beiden  1  )urch>(  linituriuien  von  nnd  J\  einerseit*. 
und  Mm  M  mit  Q  andererNeits  aU  Dnrchschnittslinien  drerer  ^f- 
tikaler,   durch  luüaijcheo  Punkt  geinter  Ebenes  wirÜJi^  i 


I 
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susammeD.   Wenn  dagegen  ^K-^        ^       ^  nicht  vertikal» 

also  katjii  datiu  weder  die  eiüe  noch  die  audere  der  eben  gedach- 
ten DurchschDittslinien  Tertikai  seto.  Beide  können  aber  nun  auch 
nicht  zusammen  fallen,  weil  ja  sonst  die  Diirchschnittslinie  der 
Üibeoeii  und  Q  gleichfalls  mit  ihnen  zusammenfallen  mtisste, 
^^  'ihreiid  doch  diese  dritte  Diirchechnittsiioie  offenbar  in  allen  Fäl- 
ieu  vertikal  laufen  muas. 


IJeteer  elf  e  Projeetion  einer  g'eraden  M- 
nte  auf  einer  Ebene,  auf  einer  Vläelie 
ttlberliaupt;,  und  auf  der  Öberflftclie 
eines  elliptischen  Sphäroitls  insbe- 
sondere« . 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

Projeetion  einer  geraden  Linie  auf  einer  Ebene. 

§.  1. 

In  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordiuateosyätem 
der  a;ifz  seien 

1)  if^ax-^ai,  t=ba'\r^i 
die  Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linie,  und 

sei  die  Gleichung  dor  LM'^olienen  Ebene. 

Die  Gleichung  der  projicirenden  Ebene  >  deren  Durchachnitta- 
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lioie  mit  der  gesebeneo  Ebene  die  gesuchte  Projection  der  gege- 
beoen  gerudeo  Linie  auf  der  gegebenen  £bene  ist,  sei  ferMr 

Da  diese  Ebene  auf  der  jjei^elienen  Ebene  senkrecht  stellt,  so  bat 
man  oach  den  Priucipien  der  unalytischeu  Geometrie  die  Gieiciiuog 

und  weil  die  gegebene  gerade  Linie  ganz  in  der  projicireüdeo^ 
Ebene  liegt,  so  i«t  für  jedes  x 

(A,  +aB,  +  6C,  yafi-a.B,  +  B,  =0, 

'S 

woraus  sich  die  beiden  Gleichungen 

eigfeben«  00  das«  man  abo  mm  zwiadien  4en  Tter  uabekamiteii 
GrOaseo  A^,  B19  C^,       die  drei  folgenden  OeichmigeD  hat: 

Aua  diesen  Gieicbungeu  erhält  man  aber  sogleich 

{Ab-  C)     +(56-  Ca)  J?i=:0, 
^  {Aa''B)A^-^{Bb-Ca)Cx=^, 
atJJi+6,C,+l>i=0; 

und  aieht  hietami,  daas  dteselben  erfifillt  werden«  ireoo  man 

A,:=^ßb-Ca, 

C\=^Aa~B, 

Di::=a^(Ab^C)^bi(Aa-B) 


5) 


6) 


oder 

B,=--(AÖ^C), 
Ci^Aa-^B, 
\  D^=:z-Aiab,-bat)'i-Bbi-Ca, 

«etzt.  Folglich  ist  nach  dem  Obigen 


'S 

'■■^ ' .  ,  Digitized  by  Google 


7)  (Bb^Ca)x 

--Aiabi" bar) -^Bbi  -  Cui 


=0 


die  Gleichung  der  projicirenden  Ebeoe,  und  man  muss  nun,  am 
die  Gleichungen  der  Frojection  der  eegebeneii  'geraden  Linie  auf 
der  gegebenen  Elbene  zu  finden ,  aie  Gleichungen  der  Durch« 
Schnittslinie  der  projicirenden  Ebene  mit  der  gegebenen  Ebene 
entwickeln.  Die  Gleichunf^cn  dieser  DurchsdiDittäime  sind  aber 
nach  dem  Obigen  unmittelbar 

(Bb-'Ca)x-(Ab-~C)y-^(Aa'-S)z  ) 

und  durch  Ffiniinafion  von  z  und,  i/  nii>5  fliesen  beiden  Gleicbungen 
erhalt  man  ohne  ^Schwierigkeit  als  Gleichungen  der  Projection  der 
ge<][eY)enen  ixeraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  die  beiden  foi- 
geodeu  Gieicliun^en : 

8)  {A(Aa'-By~C(Bb^Ca)\a  . 

^D(Aa--B)  +  C{A  ( ab,  - 6a,)-B6i  +  Ca^  \ 
{AiAb--C)-^B(Bb^Ca)\a^ 
'i-{C(Ab-'  C)-i-B(Aa-B)\z  }=0; 
i-DiAb'-O-Bi  A(ab,  -  bai )  -      +  Tai ) 
oder»  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

9)  {(A^-\-B^-{-C^)a-(A-\-Ba-{-Cb)B\a: 

i-(Aa-B)(Cb,i^D)^(Ab-C)Cäi 
M*  +  B«  +  C»)Ä-(^  +  5a+C6)CU 

HM-'C)(Bai-\-D)-(iAa^B)Bb, 


Sind  ,  yi,  Zi  die  Coordinaten  eines  heliehicren  Punktes  in 
der  gegebenen  geraden  Linie»  und  et,      y  die  von  dem  einen  der 
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GleichmigeD  der  gegebenen  geraden  Linie  bekanntlich 

.  cos«     cosj3  cosy 

und  man  bat  also  m  Obigeu  . 

t 

 cos  ß    M  cos  y  ^ 

«  >  ©—  1 

^  Cosa  cusa 

^     cos«  cos« 

SU  setzen,  wodurch  man  für  die  Projection  der  gegebenen  j;er,H!oii 
T/inie  auf  der  gegebenen  Ebene  leicbt  die  drei  folgenden  Gieicbuo- 
gcu  erbält: 


=0, 


11;   {{A^  ^B'^C)cosß-'(A  cos  a^ßcosß^  Ccos y )  B]  x\ 
K  ^* + H-  C'')  cos  « — ( i4  cos  «  4-  B  cos  -f  Ccod  r )  ^ }  9  / 

-{-{(ßcasy~Ccosß)j'i-[-(C€osa~-Acosy)f/^-{-(Aco!»ß—Bcosci)z^j^  Cl 

t  (     + >  +  C^)  cos  /  -  ( ^  cos  «+i(cosj3+Ccosy)C}^ 

-{(A'^-\-B^-^C^)cosß~(Aeo9tt'{-Bcosß-{-Cef>8Y)B\z 

-{■\(Bcosy--C<Msß)ß;^-^(Ccosu—Ac{tsy)yi'i'{Af^osß^Bco8a)zi\A{ 

-^{Bco8y—Ccosß)D 

I 

{(A*^B*-i'0)coaa^(Acü8€t'{-ßcoeß-i'Ccoay)A}z 

'  - { (  ^«  +  2?^  H-     )  cos  y  -  (  J  cos    I  Bcosß-\-  Ccosy)  C]  x 
•fK^<i<>^^^<>®fö^i+(6\iosa— 2lco87)yi-|-(^cos/3~^08«)ii)B{ 

+  ( CcQs«  — ^cosy)l> 

<  « 

Wenn  die  (gegebene  gerade  Linie  die  j^egebene  Ebene  in  einem 
Paukte  schneidet,  so  kann  man  den  Punkt  (a?]^iZi)  in  diesen 
Punkt  lesen,  und  da  dann  dec  Punkt  (ar,?/iz,)  auch  in  der  Projection 
der  gegebenen  geraden  Linie  auf , der  gegebenen  Ebene  liegt,  so 
werden  die  Gleichungen  11)  erfüllt,  wenn  man  in  »denselben  fftr 
.r,  7/,  r  respective  :r,,  y,.  «etzt  7Avht  man  aber  die  durch  diese 
Snlistitution  hervorgehenden  (jleichnrigen  von  den  Gleichungen  11) 
ab,  so  erhält  man  als  Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen 
geraden  }iii4e^^uf  der  gegebenen  Ebene  die  iul^eudun  Gleicbungen: 
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12) 


 y — ;/i  


(-4*  +     +  C^)  cos  y  —  (Aeostt-i-ßeosß  +  Ccos  y)  C 
wobei  man  oocb  zu  bemerken  bat,  dass  natürlich  . 

13)  ^ar,+%i  +  Ci,  +  Z):=0 

ist.  ^ 

Bezeichnet  man  durch  (p,  fpy  %  (üe  180  *  nicht  übersteigenden 
Winkel,  die  einer  der  beidcft  TIhmN*.  iti  \\««lrfN'  f!te  Projection  der 
gegelxMUMi  geraden  Linie  aul  der  j;eirebenoii  KImmic  durch  den  Punkt 
(^i^L^i)  Rctheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  die- 
sen Funkt  gelegter,  den  firimitiven  AxjBn  paralleler  Axen  eio- 
schliesst;  so  sind  l»ekanntlich 

COS9)    .      COS^  '«CSX 

die  *  Gleichungen  der  Proiectioo  der  gegebenen  Linie  auf  der  gege- 
benen £bene,  und  aus  inesen  .und  den  Gleichungen  12)  erhält  man 
daher  leicht  durch  Division : 

   casy'  

+     +  ~C')  cos  «—  ( -4  cos  « + BcösßTC^ösy)A 

.  cos?  1/; 


(A^  +      +  C^)  cos  i3  —  ( A  Los  a  H-  B  cos  ß  +  6'cos  y  )  ß 


cos  1 


'  (A^  +  JB'*  +  C*) cos  y — (  A cos  « +i»  cos ß ^  Ccosy )  C 

oder ,  wenn  man  die  Noinier  dieser  drei  Brüche  der  Kürze  wegen 
re^pective  durch  F,  O,  H  bezeichnet: 

cosy  coß^  cos;t 

G  ~^  H  ' 


Weil  nun  bekanntlieh 

cos  9* -|- cos  i|;  ^ -|- cos    —  1 

ist  >  so  ist  mit  Beziehung '  der  obem  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander: 


1 
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I  r 

lo;    ^       ^  Cr* 


Nun  ist  aber,  wcdd  man  der  Kürze  wegen 

= A*  sin    + sId  ^«  +     sio  y» 

—  2        cos  a  cos  /3  -|-  BCco&  ß  cus  4*  CA  cos  y  coä  a) 

=^(Acosß — jScosa)* 
+  (i?cosy— CcosjS)» 
(  Cco«  «f-^  ^  CO«  y  )* 

setzt,  wo  K  eine  positive  GrSsse  bezeichnen  soll^  wie  man  l«icht 
findet.* 

17)  F'^G^-tH^  =  {A^fB^^(?)K\ 

und^  folglich  mit  Beziehung^  der  obeni  und  untern  Zeiduni  aif 
einander: 


cos  9?=  + 


cos  2=  j:      -    -  ; 
*  K^A*^B^^O' 

oder,  wenn  man  für  M  ihre  aus  dem  Obigeo  beiatuittB 

Werthe  setzt: 

,  (^^  +  j5*+C^)C08tf— (^co8a+Äco«Ä+CcMl)^ 
cos<p=4:  — .     ~  -        '  ' 

t^VA^^B'^C* 

,       ,      ,  (A"-  \  7?^  i  D  ras  ß  ~~  (A  cos  a  \- Bens ß-\-Ccosi)ß 

immer  mit  Beziehung  der  obem  und  nntem  Zeichen  auf  einaiM^ 
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i.  3 

Bezeichnen  wir  jeti&t  Jeden  der  beiden  lÖO^  ti  k  iit  übersteigeodeu 
Winkel,  welche  der  Theil  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem  die 
Wlokel*«»  ß,  y  entsprechen,  mit  den  beiden  Theilen  ihrer  Projec- 
Üoii  auf  der  gegebeaen  Ebene  eioecbliesst,  im  Allgemeineii  durch 
o;  ao  ist  beloinDtlich  ^ 

20)   c(M8«)=:cosacos9>-f  co8/!^cosi/;-|'COsyco«j(, 

und  folglich  nach  den  Gleichungen  19),  weil  bekanntlich 

COa     -f  COS  jS* -f  €08     =  1 

wie  maa  leicht  iodet: 

21)  CO« m  -± ^'  ^       ^^J""^  «  4-  g  cos  /3  4-  Cco« y)» 


d.  L  nach  16) 


22)  COSÖ=:±-F=^^ 


Weil  nun  beliaiiiitiicli  K  eine  positive  (ir('K<:.so  ist,  so  sieht 
mal);,  daes  man  in  allen  obigen  Forniehi  l'ür  den  Tiieii  der  Projec- 
tion  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene,  wel- 
cher mit  dem  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem  die  Winliel 
ff,  ß,  y  entsprechen,  einen  ÜO"  nicht  übersteiirenden  Winkel  ein 
schlieast,  die  obern  Zeichen ,  dagegen  fdr  den  Theil  der  Projection 
der  g^c^nen  geraden  Linie  auf  der  gegebnen  Ebene,  welcher 
mit  dem  Theil<*  dor  <;eir*'lM*nen  ücr.uirn  T.itMf»,  dein  die  W^iiikel 
ß,  y  ent8}»rechcn .  oinrn  10'  überöteigendeu  Winkel  ciodcblie^töt» 
die  untern  Zeichen  nelnnen  nmss. 

Bezeichnen  wir  daher  jetzt  den  00 '  nicht  übersteigenden  Nei- 
^ngswinkel  des  Theils  der  gegebenen  geraden  Linie,  welchem  di^ 
Wiäel  a, y  entsprechen ,  gegen  die  gegebene  Ebene  durch 
^0  ist  fBr  den  Theil  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie 
auf  der  gegebenen  Eheno,  welcher  mit  dem  Theile  der  gegebenen 
geraden  Linie,  dem  die  Winkel  J9»  y  entsprechen*  den  Winkel 
I  eioachlieast*  nach  dem  Obigen: 
» 

4-  ^«  +  C»)  CO«  «—  (i4  cos  a\B^wß-^CfMy)A 


23) 


coa^-.^  ^^^^^^ 

"_(i|t.f  jB«4-C^)co.sy>— (^cos<y^-^cosp  j  Cco6y)C 
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und  aiuifleidem  hat  man  nach  22)  die  Formet 

K 

24)  cosi= 


oder  ■  '  * 

■ 

woraus  sich  UDm  ittelbar  die  Gleiclmi^ 

ergiebt,  in  welcher  man«  da  slni'  immer  positiv  ist,  das  obere  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jeiiachdem  die  Gros^ 

cos  of -|- cos  j3  4- Ccos  y 

positiv  oder  negativ  ist 

Bezeichnet  man  die  Neigangswinkel  der  gegebenen  Ebene  bie- 
gen die  Ebenen  der  o^,  xz^  jfz  durch  %9     j»;  so  ist  bekaootlicit 

t  ^ 

cos»  =^._^J3._,.^V4» 

co«^*= 


und  nach  dem  Obigen  ist  folglich »  wie  man  nach  geboriser  Sob* 
«ttitntion  dieser  Aucärüclce  mitteist  der  Formeln  23)  und  24).  obw 
SchvFierigkeit  findet: 

* 

cos«    ilcosa+-ßcosß-|- Ccosy^^  . 

cos  gj  =  r    ' — '  —I  ■  cos  a'  I 

cost  ^cost 

28)  \       t - ''''^ f    Ac^9a\B cos  ^ -f  Ccos y      , » ^ 
^  1  cos  i  co>  t 

^^^j.,cosy  Jlcoanr-f^cosPH-Ccosy^... 
cost  Ccoai 

woraus  sieb»  weil  nach  27)  ' 

cos«' +COS  A* + CO«  |t" =1 

ist>  auch  leicht  die  Gleichung 

29)  .^cos9-|--ßcos'^-f  ^cos2=0 
erglebt.  " 


Digitized  Google 


301 

r>if»  Winkel  cp  ,  y  onfsprpfTion  immor  fl^m  Tlieile  der  Pro- 
joftion  (Irr  tr^^irebenen  Jjinie  aut  der  «;egeh<'n<Mi  Kheiie,  Wfldier 
mit  (lein  dnrrli  die  Winkel  a,  ß,  y  liestimiiiteii  'l'heile  der  gej^elie- 
iien  geraden  Linie  den  90"  nicht  übersteigenden  Winkel  i  ein- 
schliesst. 

^  Die  Coeidimten  eines  Mietitgen  Punktes  in  dem  durch  die 
Wiekel  a,  ß,  y  bestimmten  Thelle  der  gegebenen  geraden  Linie, 
dessen  Entfernung  %ien  dem  Punkte  (Xi^^zj  wir  durcli  q  bezeich- 
nen wollen  y  siod 

Wi+0C<m€i,  2fi-fpeosj?,  x^-f^cosy; 

und  die  Gleichungen  einer  jeden  durch  diesen  l^unkt  gelegten  ge- 
raden Linie  sindToIglich 

y^y,  — pcos/3=Jr(a?— iPi-'pcos«),  ' 

2 — 2j  —  ^  COS  y — N(  a^^a:^—  ^  cos  a). 

Soll  diese  gerade  Linie  auf  der  gegebenen  £ben^,  deren 
Gieiclrang 

ist,  Benkrecht  stehen«  so  muss  nach  den  Principien  der  anulyti- 
sehen  Geometrie 

B-AM,  C=A]S,  . 

also 

eeia,  und  die  Gleichuogen  der  durcti  den  durch  die  CoordinateD 

liestimmten  Funkt  gelegten,  auf  der  gegebenen  Ebene  senlcrecht 
■stehenden  geraden  Linie  sind  folglich 

y—yi-^Q  cos  ß  — -j  (a>— :r  1—  q  cos  a) , 


oder 


■  i?— ar,  — pco8«_y'-^j/i  —  9co8/3^a;^jS,— *pcosy 

s 

•    Bexeichne»  wir  jetst  die  Goordinaten  den  DurchschnittspunktiT 
dieses  Perpendikvls  mit  der  gegebenen  Ebene  durch  A,  K,  Z;  so 
iiabci]  wir  cur  Bestimmung  dieser  Coordioaten  die  lolgenden  '^-^ 
«^uagen : 
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 A  X  C 

A  (  Jr— :r  J  +  B{  +  C(^— I,)  =0; 

^mcü  man  Mcfct  dweh  gMvdMtdie  EKwiMiio» 

„  1  '  .  o  qB  ( A  COS  a-\-B  COS  ß-^-C  COS  y} 
30)    J  F=:;y.-^gcas<?^i^A_^^^^^HT  y/^ 


oder 


y   7i  (A  cos  ]3 — ß  cos  f^)  -f^  C(A  cosy— C7co8  a)  • 

)  Y   C\/>'cQsy — Ccosß)\  A^Hc^su — A  cosß) 

31)    <  ^-91-^9  A^^B*^  * 

y  _  A(Ccos  a^A  cos y)  -f-5  (Ccos/} — ^i?  cos  y) 

Int  nuD  erstens  C  positiv,  so  ist  wegep  dec  dritten  der 
GleichuDgen  30;  die  Grösse 

^  cos  or -f- cos /} -f- Ccos  y 

positiv  oder  noirativ,  jenachflem  r,+pcosy  «^russer  oder  kleiner 
als  Z  iM.  Wenn  dagegen  zweitens  C  negativ  ist»  so  ist  wegen 
der  in  liede  stellenden  Gleichung  die  GrOsse 

^  cos  « + cos  H- ^cos  y 

positiv  odor  negativ«  je  nachdem  zi-f  ^cosy  kleiner  oder  gritoser 

als  Z  ist. 

üütraclitet  man  von  jetzt  an  in  dem  Falle«  wenn 

C  positiv 

ist,  i  als  positiv  oder  neijaflv,  jcnat  lidem  die  dreien  (  oordinateD 
.aller  Punkte  in  dem  durch  die  Wmkei  «,  /3,  y  beistimmten  Theile 
der  gegebenen  geraden  Linie  grosser  oder  kleiner  als  die  drittes 
CoofdHiateD  der  Fusspnnkte  der  von  dieses  Ponktes  auf  die  gege* 
Woe  Ebene  gsföttten  Perpendikel  sind;  In  dem  Falls  dagegeo» 

C  negativ 
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ist,  i  als  positiv  oder  negativ,  jenachdera  die  dritten  Coordinateo 
aller  Punkte  in  dem  durch  die  \Viukel  «,  y  bestimmtiMi  TMle 
der  g^egebenen  geraden  Linie  kleiner  oder  grtisser  als  die  dritten 
Coordinateo  der  Fusspunkte  der  von  diesen  Punkten  auf  die  gege- 
bene Ebene  gefällten  Perpendikel  sind;  so  kann  man  der  Gleichung 
26)  zufolge  offenbar  in  völliger  Allgeraeinheit 

% 

Jcosg-f  B  co.s/3-f  Ccosy 

32)  «iii<= 

***^BetrachteD  wir  Äe  oben  durch  «,  A,  ft  bezeichneten  Winkel, 
ohne  weiter  Ihre  geometrische  Bedeutung  zu  berücksichtigen ,  von 
.jetst  ao  gewisseimassen  als  blosse  Uiilfswinkel«  so  können  wir 

C 

cosx= 


B 


33)  \  ^^^-rwTS^' 

A 

COSf*:^ 


setzeD,  und  erbaiten  nun  leicht  mittelst  der  Formeln  32)  und  3J) 

sini   J  cosa  +  Äcos  jS-f- Ccosy 

cosx  ~~  C  * 

qi\    I  sini  _  Jcostt-f^cos/S  +  Ccosy  • 

\  cos!  ~  ' 

sini  _^co8tt-f-^cos^-i-Ccosy 
cosji  "*      ,  A 

Mittelst  dieser  Ausdrücke  und  der  Formeln  28)  erhält  man  aber 
auf  der  Stelle*  , 

eosor^sinlcostt 
eos^=  ^ 


36)  •  {  cos  ^= 

cos  x= 


cos/ 

COßß' 

—  sin  tcosA 

cost 

cos      sin  »cos» 

cost 

Nach  dem  Obigen  ist  bdcanntOch  v 

36)  cos t'=£ce8 «cos^Hh cos /?cosif»+co8 y cos  %, 
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uDfl  diese  Oteichnng,  in  Vctbindiing  mtt  den  Femieio  35)  inmI  ider 
bekanuteii  dUekbuug  I 

fuhrt  leicht  zu  der  Gleichung 

37)  6ini=:^ces«cos|i-f  cos^co6il-|-co8aco8ic. 


11. 

Projection  einer  geraden  Linie  auf  einer  FlSche 

überhaupt« 


§•  4. 

*  Unter  der  Projection  einer  i^eraHeii  l..lnie  auf  einer  Ijellchigen 
Fläche  werden  wir  im  Folgenden,  um  jede  ZweideutigkLMt  zu  m- 
melden 5  immer  die  tiesammtheit  aller  derjenigen  Punkte  dieser 
Fläche  verstehen,  welche  auf  derselben  eine  solche  Lage  halwi, 
daiss  die  in  ihnen  auf  die  Fläche  errichteten  riormalen  die  gege- 
bene gerade  Linie  schneiden. 
Dies  vorausgesetzt^  seien  nun 

38)  £r/^.öL=:!r:^ 

Cosa     coüß  cosy 

die  Gleichui^n '  einer  geraden  Linie  im  Räume ^  wo  bekanntlich 
/;  f/,  k  die  G>ordinaten  eines  beliebigen  Punkts  in  dieser  pradeo 
Linie,  und  a.  ß,  y  die  1^^0*'  nicht  übersteigenden  Winkel  sind,  die 
der  eine  der  beiden  Tbcile^  in  welche  die  gerade  Linie  durch  den 
Punkt  (ftfli)  gcf heilt  wird,  mit  den  positiven  Theib'n  dreier  durch 
diesen  Funkt  gelegter«  den  primitiven  Axen  paralleler  Axeo  ein* 
öcbUesst.   Ferner  sei 

39)  u^F{x,y,z)r=zQ 

.  die  r!Iei<  hung  einer  beliebigen  krummen  Fläche^  und  (x\  y\  Zi) 
ein  beliebiger  Punkt  auf  derselben;  so  sind»  wenn  wir  der  Käne 
wegen 

40)  Ui=^FXxx,yutx) 

*    setzen,  und  alle  im  Folgenden  vorkommenden  Differentialquoti^ll^ 
partielle  Differentialquotienten  bezeichnen^  nach  den  PriDci{>i('D 
analytischen  Geometrie 

41)  g| 
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die  Gleiciiuugen  der  Normale  der  durch  die  Gleiciiuog  39)  cbarak< 
terisirten  krunimen  Fläche  In  dem  Punkte  (oti^iZi).  Soll  nun  diese 
Normale  die  gegebena  gerade  Linie  stihDeldcn ,  il-  b.  soll  (•7jy,Z|) 
ein  Punkt  der  Projecüon  der  gegel»eiieii  geraden  Linie  auf  der  ge- 
gebenen kmmmen  Fläche  sein»  so  müssen  die  Gleichungen  38) 
und  41)  durch  diesellion  :r, t/, z  erffifit  werden,  imfl  nmn  wird  also 
die  Beditigungsgleichufig,  tlass  die  beiden  in  Krde  stehenden  Li- 
nien sieh  schneiden,  erhalten,  ueoii  man  aus  den  vier  Gleichungen 
38)  und  41)  die  drei  Grdsaeo  jc,  z  eliminirt 
Es  M  aber 


eimm  ' 


«od 


also  durch  Subtractinn  der  dciUeo  voD  der  ersten  und  der  vierten 
von  dfit  zweiten  Gleichung: 

dux 


oder 


dxx 
dxx 

Thidl  VI.  '  10 
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fi>orau8  ieidrt 

=  t(..-/)^-.-(x.-^)£;ico..;  ^ 
«od  Meraiw  ferner  dmdi  Dmisioft  «od  nach  gohKrigor  lUdncliiNi 

■ 

0=(*.-/)(gco8^-^-co«y). 


oder 


•0=l(yi— cos« 
+«(*.-^^;-(jr.-s^)g-;i«o.r 


erhalten  wird.   Wenn  man  nun  $>tatt  x^fy^,2^  nur  ;r,^,2  setzt,  so 
erhellet  aus  allem  Vorhergehenden  auf  der  Stelle,  dass  die  Glei 
chungen  der  Profection  der  darch  die  Gleichnogen  SS)  charakteri 
sirten  geraden  Linie  auf  der  divch  die  .Cll^ichiiDg  39)  chatakteriinr- 
toD  Flicho  die  folgeoden  aiodj      '   \.  , 

42)  «=F(^,y,2)=0, 

0=(a:— /•)  (g  cos       ^  cosy) 
•  /        \  /du',        du  . 

odor 
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43)  i(=Ji'(«,y,x)=0.  j 


rfx     ;    \    dz  _ 


HL 


Projection  eioer  ger«^tleu  Linie  auf  der  Oberfläche 


Indem  Wh-  zuerst  nur  in  der  Kiirze  das  elliptische  Sphäroid 
im  Allgemeinen  betrachten,  nachher  aber  ausführlichere  Betrach« 
tuDgen  Üb0r  das  ell^ptlscli».  RotatioDs^sphäroid,  insb^soodere  aosteileii 
weraeo«  sei  fiberbaupt  '       '  ^ 

iidi  {*<t  iMüiiT  ^\b)  ^\cj  ^^^■**^^*  iiit»nwiiii*)jr>  «»ih 


UDd  folglich  :  I  %V!  '  V.    {?X  . 

du  _Jlx    du  2y    du  2s     -         .  .• 

dat^"^'  dy"^*  dt~Z^' 

zu  setzen.   Also  sind  nach  4^  oder  43)      .  . 

nb»'Hl'>J<  olf'ii  i(4^)m  (~J  ^  V^y  ^  (c^y  '^'^^^  öt/ 

>(MMl'*yji; 'xlU^rr/')       €oö /i  —  jjyiÄOi?  ^),.,  Jmub  'Mb  f»n9dji 

-fcii  Till  lülj;/.  T)l»  i:*fn/v  ft-'i/i.  *«'Mr'l'>t)>5l*»v  '>rufkl  sbÄi-^ii 

+       ^)  C-3  CO»  C08  «)    y  =  ö 


r 
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oder 


oder  jmch 


•  '  > 


e)>a)XO"='- 

Kar— *)^— (*-Ä)^)  cos  u 

^-(«-/)^>  CO«  p  )  =0; 


die  Gleichungen  der  Pnijectioö  der  durch  die  Gleichuogen  38)  cfia- 
rakteri^trteo  geradeo  Lioie  auf  der  durch  die  Gleichung  44)  cbä- 
rakterisirteo  Oberfläche  eines  beliebigen  elliptifiiüheD  SpbSrotds. 

Fflr  'die  Kujs^el  ist  a=6=c>  und  die  GleicfciiQgen  der  Projectioo 
der  durch  die  Gleichungen  38)  charakterlsirten  geraden  Linie  auf 
der  Kugelfläche  sind  äso  nack  dem  yorheigenenden,  wie  naa 
leichl  findet; 

'(hcoaß — *g  cosy)a; 
+  (/cosy-- •/*cos«)y  }  =0; 

(^r  cos  «^^008 )  2 

wo  aus*  der  sweiten  Gleichung:  erhellet,  dass  die  in  Rede  stehende 
Projection  ganz  in  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehenden 

Ebene  liegt;  und  zugleich  überzciiirt  man  sich  aui  der  Stelle,  das» 
diese  £bene  die  durch  den  IVlUtpl|n]iikt  der  Kussel  und  die  gegebene 
gerade  Linie  gelegte  Ebene  \si^  was  auch  Alle*«  der  Natur  der  Sa- 
che ganz  gemäss  und  aus  dea  ersten  ElemeAten  der  Sterieoetrie 
bekannt  ist  *  1  '   .  ' 


Google 


Um  die  (;ioi(>)iiir>;ron  «lor  Rin>ubruiip«lir)it'  der  Projf*rtton  riner 
geraden  Linie  aui'  der  OiierÜijclx*  <»in(\s  hdiflii^en  FlNnsoids  In 
«iMi  gegebeotDiPunkte  derseilieu  m  Mud^o,  wWloo  nieder iiüue 
wigM«  Msaer  wie  voiiMr  . 


aucb  noch 


+  cos/3 


/ 1 


d«_2:r    dii_2y  rfM_^>: 
«nd,  wie  mau  leicht  üutleU  -  /  J  * 

(/l     IX         j     '»'i^«*  ^»^b  Maiol  11,1 


-  jU*  aV* 


4  . 


1' 


^jäch  den  Principi^\der  Di  fferonf laf rpr)i«m!^^^ 
faumtiich  zur  Bestimmung  der  ]>ifferenf*-' — 

und 

d^ 

die  beiden  Gleichungen  r> 


Vitt  »0»^ 


  •  - 

i 


du  du  dti  dz^  _y 

d  jc  dy  ihc  dst*  dx  .  * 

dr  dr    dy  dr  dz 

dlx  dM  ' dx  dz  ' dx  * 


■  » 


f/w  c?«  rfii      ,  dv    dv  de 
geiimdeneD  Ausdrücke,  weoo  der  Kürze  iregen 

gesetzt  wird,  für  die  beiden  hi  Rede  st^hciideD Dif ereDtiaiqaotieo- 
teo  leicht  die  folgenden  Ausdrücke: 

Sind  nun  oti  ,  ytl/Zi  .^ie -Copi^tiial^il  «««es  beliebigen  Punktes 
in  der  Projection  der  gegebenen  ijpraden  Linip  niif  der  Oberfläche 
des  Ellipsoids.       sind  nach/<^D  PjruicipieA«der  huhereo  Geome 
trie,  wenn  der  üüfze  wegen.;  )[ 


N 
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gesetzt  wird. 


»,   r 

y  -  ly ,  =  ^   {X^a;r), 

ÖO) 

V. 


oder 


öl) 


^,£^_£,^    /f.^^Ci^  Ct^-^Ji^i 


die  Gleichungen  der  durch  den. Punkt  i^ijßxti)  gehenden  ßerüh. 
renden  der  l^rojprfion  der  gegebenen  geraden  liinie  auf  der  Ober- 
fläche des  £lUpsoids.  ' 


\  4        ».        '  •    •  '  . 

I  . 


§.  7. 

Ohne  die  vorUerg.ehendeD  allG^em einen  Üntersuqhiin^en,  n-elche 
an  f^ich  interessant,  für  nieiueu  na(  listen  Zweck  für  jetjct  jedoch 
von  geringerer  Hedeutunp:  sind,  weiter  auszuliiliren ,  will  ich  mich 
nun  äogteich.  zu  der  lietru^iituog  der  Projection  einer  geraden  Linie 
auf  der  OberflSche  eines  .durcti  .Umdrehung  einer  EIlij^^  um  ihre 
xweite  Axe  entstandenen  elüptUcben  Sphärolds  wenden. 

Weil  bekanntlich 

die  Gleichung  der  Oberfläche  ^ines  durch  Umdrehung  einer.  Ellipse^, 
deren  er^te  und  zweite  Halbaze  a  und  b  sind,  um  ihre  zweite' 
Axe  entstandenen  elliptischen  Sphärolc^»  welches  wir  in  derKOrae 
ein  Rotationsellipsoid  nennen  wollen,  ist;; so  sind  nach 


1 
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oder,  wie  hieraus  mittelst  einer  eiefachen  Yerwandluug  der  swei- 
teu  Gleichung  leicht  folgt: 

die  Gleichungen  der  Projection  der  durch  die  Gleichungen  38)  cha- 
rakteriäirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung  52)  cha* 
rakterUärtcn  Oberfläche  des  HotatioDsetlipsoids. 

BestimmeD  wir  aus  der  zweiten,  der  beiden*  Torbergeheoden 
GleichnDgen     so  erbalten  wir 

«(v         ^*  (Acos/?~^^coey  )  g-f  (/coey  — A  cogg)y 

»—    ji»    ^' 

gcosa^fcosß-l  5—  (xcoaß—^  cosa) 

iiod  folglich  9  weno  wir 


•etien: 


T  ^|_^>^(AcQSi3— /ycosy)3--t-(/'cosy  — Aco8tt)y 

^  coa  «  ~/*cos -|- ( ;r  cos^  ~  jf  COS  «  ) 

Führen  wir  nun  diesen  Ausdruck  von  z  in  die  erste  der  Glei* 
^m|(Ni  54)  ein,  vo  erbalten  wir  zwischen  jr  nnd  y  die  folgende 

AT)  (l'-^){(het»ß-'ffewy)a^(f€08y^ketma)y\* 
s=(a»— (jgrcoea-i/cos  j3  + c*  (:icos/?— y  cos«)  I  • 


Setzen  >v;r  jetzt,  was  wegen  der  ersten  der  Gleicbongeo  54!) 
offenbar  ver^tattet  ist:  * 

Ix:=zaeos9co8ß, 
y=aeiQ^«08fi, 

und  fahren  diese  Ausdräcice  Ton  :k,  s  In  die  Glttcbang  56)  eiiir 
«0  eriialten  wir  nach  einigen  leichten  VeffwandlmigeD  die  Glelchai«^ 

59)  (^cosa~/cos/S>tai^i2 
ssUe*  CO«  a«ln  fi-  (/co«y-  Aeos  «)  V^I^  (sin  « 
—  {oe'cos^öiofi—  (^cosy— Äcos/3)1^r^icosö, 


ly  .1^  .0  uy  Google 


nplrhr  r!ie  Gleichung  i\^T  Projection  der  durch  dip  Gleichungen 
38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf  der  Oberllädie  des  Kota* 
tionaeiiipsotdfi  «wUcbeo     und  Si  'mi.  Setzt  man  . 


iJfZcos  tf>  =  ae*  co«  a  sin   —  (/cos  y  —  A  cos  tr )  1^1 — 

80  wird  die  TorbergebeDde  CrWicbqpg  ^ 

61)   (^cos a—fcoBß) UahgQ=Kma {9 ~ *). 


»  » 


Auch  Ist*  wie  man  mittel«!  der  beideii  Glcicbangf q  W)*  Idcbi 
findet: 

♦  • 

^«.A«»    r^mH^    iR (co»a ain 0 -  cos  ßcw^) 

I 

niid  chiher»  wenn  man  dies  in  die  Gleicbung  61)  einlltiirt,  nacb 
einigen  leichten  Verwandlungen:  . 


62)  tangfl— -  c^>'n«'P (Q- ^)  ^l~e* 


oder  auch 


63)  taDg5fi"'^''^^'"^^***^^^!Zf!. 

•  coaa — vjoay  cos  ö  cot^    1— «• 


Zenftchet  wollen  wir  nun  den  Differentlalquotienten 

dß 

entwickeln.  Differentiiren  wir  zu  dem  Ende  die  Gieichuug  61),  so 
cfbalten  wir:  . 

^    €00  tt— /co« /9)eeci^. 

Dvreh  Differentiation  der  l>eiden  Gleicbungen  ijO)  ergiebt  aicb 
aber 

* 

^  bieraue  ferner  mittelet  gewiibniicber  Elimination  j 
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ae*(cos«öio*--  cos  cos  cos 

I  «ff 

Durch  3ub8titiit|mi  dief^  Ans^r^cto  die  9ben  ffvtocheD  den 
Dlfferentiaiqiiotienteo 

M         dB       "    ^  •     '  •  ■ 
^  dp*  09'  dii 


=(^cosa— /cf>*^ji>efiÄ*  '   '  , 


oder 


^  t   cos « (sin  (ö—  0) cos ^+ cos (ß^0) sin  <P)|  ^ 

l-^os  p  (cos(0  —     cos  <!>--  sin  (6—  <P)  ^in 
^   '  =(^costt — /'cos/3)«eeÄ*, 

dr  i.  .  ■ 

Äco»(6— a>)^ 

,        ...  *  .  .......  . 

•f  ae*(cos  ctsId  0— >cos cos  6)  cos  A 

a=  ( #7  cos  « — f^cos  ß  )  sec  ; 

also»  wie  man  naisb  einigen  leichten  yervrand|aDgep  .^ndet:  * 

Ai\  ^  —  toi— fle'sio  Qcos      )  cos a (/-^qg^ cos  6 cos  Sl*)cosß 
dSl        ^  s  ^  .Äcos(e--.^>)c«»Ä».   .  ■ 


i^etzt  man 


sin  <P<^)=(  ■  y       --^'««•)ce8 jJ; 
»  qosOcosÄ* 

so  wifdy  wie  iwui  leicht  findet  r 

JW)        jTv  =  COS  Ä  -J5  ^-^  ;=r^  • 


...1 


Google 


■ ,  tii 


Um  uuu  leroer  auch  den  sweiteD  Differeutialquotieutü) ' 

I     '    ■    »  1 

ZU  entwickeln ,  wollen  w'ir  zuerst  die  beiden  Crleicbungeo  68)  diffe 

.  ..  3ijrc^s«(tan|^  (l^lcotöcotil  ^) 


sine  COSA*  ' 

ycoÄ/J tang  Ä  (1  + 1  lang  ecot  Ä  y^^J 

cos  6  cos  1^'  -  ' 

und  bienuw  , , .  *     i . 

,     %cownaog  ÄK 1--.  J  cet»iwl  A 


^d»  ^  tang  i2  ( 1 -f  i  lang  #  eot  ^) 

-35-=  35^35^9  


Seiat 


j^ÄÄW^Äf  (T I— i<iai4  Ä^^; 


11« 

mo  wird 

dil  cos  Sl* 

und  folgllqh  «aoh 

uüer  auch 

WO  /  wie  gewöhnlich  deo  Datürlichen  Lojrarithmus  bezeichnet 
IHfmttl'üf t  MB       die  «M^  65)  «ich  ec^eUnde  Caeiduiog 


«o  erhfth 


-71) 

«Im  ■«fcli 

72)  ♦)'^ 
s^££(>l  sin  Acoa(9<— «)•»(«— «i')) 
+JB««Äco«<e-^)(«ii(d-«''')^  +»''«i«(e-*i'))(^-^)l 

«Seist  mao  nock 

Uli»  wi#  MW  dflM  Obi||Mi  IcicliA  cciMttds 


Google 


t  '0-' 


74) 


also 


75) 


t 

m 

U=Ä(»)co8(i(«)^0),  •  •  ; 


dtp  _taDg(0(^) — ip)  dR 
dS.^  R  '  dSl 


Führtman  DUO  diesen  Ausdruck  von        und  den  Ausdruck  tod 

aus  69)  in  die  Gleichung  72)  ein,  so  erhält  man  n^ck  einigen 
leichteo  goDiometrischen  Reductioaen: 

.    -       '  7Ä)  Ä>ci«i(e-*)'^    /     .  . 

^^RRi^)mSlco8(e-^^)8ka(e'-'^(^)) 

cos(*— i^i»))  dSl  ' 

ff      Q  cos(e  — 0)8in  ((9— 0^*)) 

mitMat  welcW  Fonnel  der  zweite  DifferebtialqiiotleDt 

\  f  d*0  ^  ■■  \ 

•      dl?  -^4 

phtte  grosse  Schwierigkeit  berechnet  werden  kann,  wenn  man  W 
ei^t  mittelst  der  oben  entwickelten  Foimeln  die  Differentialqiui(tieDten 

de     flR     dRi^)  '' 

bereelmet  Juit« 

t  IL 

Pie  Gleichungen  der  dem  Punkte  (x^ifiXi)  der  Projection  der 
durch  die  Gleichungen  38)  char^kterisirten  geraden  Linie  auf  der 
Oberfläche  des  Rotationsellipsoids  entsprechenden  Berührenden  die- 

WJNW«^-«i!rt'hlB"Pft^..-.  „j„„,,  .„.,,,  „F:'„r:,u>;!.hi;!...i, 
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H€i2€u  irif  jmn  auf  ajiatiriy  Art  wie  im  VoriieigdMiidcB 

.    l  jr^ss^eos^i  co«i2,  y 

•o  ist,  wie  man  dnrcb  Differeotiatioo  leicht  luidet: 

X  ibrt^-a(«b^c<»Ai<l9»-Ho8a,flhiiZiilA,)* 

79)    J  dfjf.rr    «(ce«a,co«Ä,dei- Sinei wiÄjrfÄ,), 


,     •  8ine»«DÄi-co«Ö,coßÄ,^ 

.     ..   «fii^ 

80)    <;  -  ^1 


od«r 


s  ♦ 


81) 


-f-  =  tangei  .  -f-^* 


^1  : 

•     ■*  iSi'  t  .  -i 


Also  sind  nach  dem  Obigen 


82) 


1  — C0t-9i  €0tr2,  ^^^^ 

yi=taögöi  •  —  

l+tangötcotßx  ^ 


■ 


die  Cileicliungen  der  dem  Punkte  (a:i2/iZi)''flif  Pfojipcflon  der  durch 
die  Gleichungen  38)  charakUilsiften  geraden  Linie  auf  der  Ober» 
fliehe  des  Rotatietisdlipeaids  enfe^rechei^en  Berahrendeo  dieser 
ProJecfloD» 

Bezeiclinct  mnn  (V\e  ISO  nicht  übersteigenden  Winkel,  die  der 
eine  der  beideu  Iheiie«  in  weiohe  die  in  Rede  stehende  Berührende 
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durch  d«B  Punkt  (^iViZ,)  getheilt  wird»  mit  deo  positiveD  Theilen 

dreier  durcli  diesen  Punkt  gelegter^  den  primitivea  panJIeler  Axen 

eiaachties^f  durck  qt^,       xt »  so  wt  bekanatücli  " 

■    \  '     f                             -  " 
■  y  .feosi^t   di/i       cos   dz^  ^ 

cos  q>i  ~  d^i  *    cos  <)pj  ~~  dx^  '  ; 
uod  A4gliicli»       man  mit  Hfilfe  der  Gleichung  . 

cofitg^2-f  cos^J+cos;g}=l  ! 

4eicht  findet»  mit  Beziehung  der  obem  und  untern  Zleichea  auf 
einander:  . 


—   

■    ,  Y'Hä7)W  " ■■■■ 

I^un  findet  man  aber  toit  Hidfe  der  Gleioiiungen  80)  leicht 


4 

Also  ist  nacjb  dem  0{>is«o^   i  \  •  .  -  *. 


♦)  Statt 


kann  man  hier  und  im  Folgenden  ifirbetall  auch 

* 
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so 


\ 


N  ' 


l  I 


2' — 


die  Gleichungen 
die  Gleichnni^en  • 
finrhe  des  Rotatio 
ProjectioD. 

Bezeichnet  ma 
eine  der  beiden  TU» 


oder 


Also  sind  ua 


a2) 


^  ly  .1^  .0  uy  Google 
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nach  78)  ^ 

xr  sin    — y  cos  0«  =:  0, 

.6  Gleichuugen  des  io  Uede  bteheudeu  Meridians  sind  folgiicfa; 


00) 


ie  man  leicht  rmdet: 

a:sin     — ^cosöi  =0, 


91) 


'^ch  sind  die  Gloicbnni^en  d^r  durch  den  Punkt  (•Ti^fili) 
Berühreodeo  dieses  Meridiaos: 


92) 


8): 


93) 


S  *^  3P|  (•P*~«Fj) 


(;r<^ari)tang9,, 

COtßi  y-J 


COS^i 


ipt  man  die  180*'  nirht  ühersteiffcndpn  Winkel,  die  der 
'f»n  Theile,  in  welche  die  in  Rede  stehende  Berüh- 
leii  Punkt  (jTii^jz,)  getheilt  wird,  mit  den  positiven 
r  durch  diesen  Punkt  gelegter ^  den  primitiven  paral- 
ischlienst,  durch  ^^V'^^^Kx^^'^',  so  tat 

''™-tanff€^  ^J^^^^^^Yl^^' 


[  cos  9  ( ' ) "  i 


cos  ^ , 


V^l+(l-e«)cotÄ,*' 

 ^sin 


er  oheru  und  untern  Z^ic^ti^  «ilU  .  einander , 


Digitded  by  Googl 
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'     ^€00^1=1   " 


V^l-e.co.«l(l+i.^)(l-L.|.)' 


wo  die  obern  .im  l  un^ero  Zeiche«  skh  auf  eiDander  besieheo. 
Setit  maö 


86) 


80  ist  ,  lEuner  mit  Benehinig  der  obern  und  miteni  Zeichen  auf 
einander:  "  r 

87)   J  COS^i=i;  P         ^  » 

'  ^  coeP|CoaVi 

G08  2,  =:f  co8^.^  (He)(l-e) 

,  CO« 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  wenn  das  allge- 
.meine  Differential  des  Bogens  der  Projection  der  durch  die  Gtei* 
chuDgen  38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf  der  Oberfläche  d<f 
Rotationaeilipeoids  bezeichnet,  auch  leicht  die  Formel: 

88)  iii*=aMcosÄ»ite'+(l-c*cosß»)<iß»| 

oder 

89)  A«=««itef|l— e*cosß*+co8Ä«(^)«}* 

•j.  12.. 

Die  Gleichung  der  £bene  des  dem  Punicte  (ari^iii)  entsprecheo- 
den  Meridiane  ist        '  ' 


^  ly  .i^  .o  uy  Google 
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iL  i.  nach  78) 

xslnei  — y  cos  ö,  =  0, 
and  die  Gleicliinigen  des  in  Rede  stehenden  Meridians  sind  folglich; 

xsin^i --*jrcosei  =0» 


00) 


eder,  wie  man  leicht  findet: 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  durch  deo  Punkt  (4ri^i<i) 
geh^odeo  Berühreoden  dieses  Meridiaos: 

J  a*Z|COset** 


«dar  nach  Tt^: 


y  -  yi=   (« — ari)  tang  6, , 


'        ^  '^cos6>j 

Bezeichnet  man  die  180^^  nicht  tiherstei^enden  Winkel,  die  der 
eine  der  beiden  Tbeile,  in  welche  die  in  Rede  stehende  Beruh* 
Knde  durch  den  Punict  (xi^is,)  t^etbeilt  wird,  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter»  den  primitiven  paial* 
isler  Axen  einschliesst»  durch  tff^^\  ^^Kt^^^f  so  ist 

Stange,,  ^-^^'^    ^  YT^i 


uod  folglich 


n\      I  C08#, 

cosqp<')=± 


cost(>>=dt 


4^1+(l-e*)cotÄt* 

sin  9, 


^)    \       ^  fi+(l-e»}cotÄ/ 

'     cotß,  V 1-^» 

»(*)=-•-  — ^       :  —   :  : 

*  t^l  +  <l~€')COtÄ.* 

>nit  Beziehung  der  obern  und  untcru  Zeicücu  auf  einander 
TIwU  VI.  M 
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Bezeichnet  nao  einen  jeden  der  nicht  übersteigend« 
Winkel; welche  die  durch  den  Punkt  (xxy^z,)  gelegten  Berühren- 
den de^  diesem  Punkte  entsprechenden  Meridians  und  der  Pro- 
jection  der  durch  die  Gleichnn£?on  38)  cliarakterish  ten  ":eradeB 
L-inie  auf  dor  OberHäche  des  Kotntion^-elli[)8oids  mit  einander  ein- 
srliliessen,  durch  T^;  so  \&i  bekauntlich  in  den  vorher  eingelülir- 
ten  üezeichnungen : 

cos  Tx  s=cos  g>,  cos  g)(*)+co»    cosi|;t*)  -fcoezi  coejtf*), 
nko  nach  dem  Vorhe^ehenden 


woraus  sich  ferner  sogleich  ergiebt: 

cosßi^ 

96)  sinr»=i:  '  — 


y  1  -e*  cosß,«  (1 +^ .  ^)  (1-  _ . _ ) 

in  welcher  letzteren  Formel,  da  sin  immer  positiv  ist,  das  obei« 
eder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss  >  jenachdem 

eine  positive  oder  eine  negative  Grüsse  ist.  .  ■  v 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  aHer 

auch  aui'  der  stelle 

cosß,^  1 
W)  tangr,=±-|— ^%->  ^ 

oder,  wenn  man 
setzt: 

Wir  wollen  nun  auch  den  dem  Punkte  (arj^^,  z»)  der  ProjectlaO 
der  durch  die  Gleichungen  ZS)  charakterisirten  geraden  Linie  auf 
derOberflScbe  des  Rotationsellipsoids  entsprechenden  KrOmmuags- 
haihmesser  tt  dieser  Projection  su  bestimmen  suchen ,  Indem  wir 
als  bekannt  voraussetzen»  dass  nach  den  Principien  der  höheren 
Geotnetrie,  wenn  der  &ft»e  w^^en 
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WO 


0 

\ 

auw;  J  ,  -  ^^^^  .  ^^^^     -^^^^ .  ^^,^J 

Ti  eine  positive  Grusae  bezeichoen  sollj  gesetzt  wird: 

101)  r,=i^ 

ist,  ifo  die  Bedeutung  des  Symbols  Si  leicht  von  selbst  erhellen 
irird.  Weil  oud  Dach  79) 

=*^a(  Gos  Bi  sin  Sl^  +  sin  6i  cos  Äi 

■^fc-rr— a(siu  öjSiüÄi — C0S^iC0S.$2i  4^), 

Ii M|  - 

ist,  so  ist«  Mte  man  durch  fernere  Differentiation  leicht  findet: 
I         cos  @iCOsili— 2sin6^stni2i^^ 


.         jin     cos.$2i  -|-2co6et  «inA,—' 

"  Vi*  J  » 

'  -f  sin  0j  cosiijf  2^  l  —  cos  ö^cosiß^jg"«  j 


nnd  hieraus  erhält  man  ferner  nach  einigen  iceine  Schwierigkeit 
Erbietenden  Reductioneu: 

■ 

dxi     d}yx  _  diji 
dä^'dSl,*  d^'dSl^* 

21* 
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—sin  6.  cos  Sil  (^^^^i-j-ft —  ^ 

dtßi     d^z^       dxi  d^pi 
dSl^'dSl^^     dUx  .dSl* 


—  — »     w   —      -  i 

+COS 01  cosi2i(siD.^i  4^ —  COS Sli  ^^jÄ) 

t  « 


S«tzt  m^tfi  aber  der  Kürze  wegeo 


102) 


1  COsE^=COSSl^(slaSl^  -j-pp  COS       -777-,  )  J 


4 

«o  inrd,  wie  man  leicht  findet 


d^t  _  d^i  d^Xi 

dSlj, '  dSli*    dSl,  '  dSl,^ 

= ( cos  El  tang     +s\nEi  -j—-) , 

V 


V 

und  folglich 

♦ 

103)    T^=Qi(i'^  l-e*+(cos4;»tangü,+siDiS:,^)*. 

■ 

Weil  nun  nach  89) 
oder  nach  Einführuog  der  Uülftsgrüssen      und  E^i 
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(^)'="'(ViSi"£.-e'»o»Ä'.)  : 

% 

ist,  so  ist  nach  101): 

101}  Ti—  a(Qt8iDE,-e*cosSl,'')i 

Qi^  l~i5f+(cosi;itaogÄi+sin£ig^)'  ♦ 

r 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpiuikte 
durch  iufixftii  so  ist  hekauutüch«  wenn  der  Kürze  wegeo 

Y  /  dyx    d'^x,   dxx    d^yi  \  dxi  . 

,  /rfyi     </'zi     -dt-i  '  d^y,\  dz, 
'^\dSl,  '  dSl,^     dSlt'dSl.^J  dSl^ 


oder^  wie  man  nach  gehöriger  Eiitwickelung  mitteUt  des  Obigen 
leicht  findet: 

siti(£i-&i)cos^t 

—  cos  1^1  sin  01  sioi^i  tangßi 

105)   A,=:^ia'  ^  +cos(£i+Öi)8inß,^ 

^2  a'e*  sin  ( iEi  —  6i)  cosi^i , 
cos(£i— 0,)cosßi 
-|-  coB  Ex  cos  6}  sin    tang  j 

r;=^.a»  ^+sin(£,+  ÖJsinß,g. 

+  sinl?,einö,cosß,(^y 

r 

^  ^1  a*e*  eos(&  ^    )  oosl^i 
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Z,  =  j,a'  V  1— (MI  E,  sin  ß, — cos  Ei coBß^  ^1.) 
g^Mtit  wild: 


Ich  wUl  letzt  diese  Uotersacbongeii  nicht  weiter  ausdehneo, 
behalte  mir  aoer  Tor,  in  einem  späteren  Aufsatze  auf  moige  An- 

wcndunc^en  zurück  zu  kommen ,  wtM<  he  siicl»  von  flensclben  machen 
lassen,  wozu  die  im  Vorhergehendeii  mitgetheiltea i^DtnrickeluDgen 
▼iiliig  genügen. 


Von 

I 

dem  Herrn  Doctor  O,  Schlömilch, 

PriTatdoceoten  an  der  Unireraitat  sa  Jena. 


Diese  Fra&^e  lässt  sich  auf  folgende  Weise  beantworten.  SeUt 
man  in  einem  Integrale  wie 


6 


Güogl 


i 

J 
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jc=z^,wo  z  eine  neue  Veräoderiiche^  m  eine  coostaDte  Cirtisse  ist» 


m 


//z 

ho  witd  da:==^ — •  weaa  ieruer  a:^a  und  x=ü  genordeo  lat,  hai 
«I  * 

2  die  Werthe  tna,  und  1116  angeDemtnen.  Daher  ist  jetzt 


(1) 


oder«  weil  es  in  einem  bestimmten  Integrale  ganz  sieicKgültig  ist, 
mit  welchem  Buchstaben  die  VeräDderliche  der  IntegratioD  be- 
zeichoet  wird» 


dx 


Aus  diesem  üatze  ergieht  sich  z.  B.  für  a^O,  6=»,  m— — 1, 
1 

0         »J  0  *^  • 


Setzen  wir  mm 


^y^!^s:3  9(a?)+const, ....  (3) 


«0  Ist 


tt 

X 

o 


^=9>(-«)-9)(0); 

0 

* 

und  TemOge  der  Gleichung  (2) 

'9(tt)=9(— m)   (4) 

Man  hat  aber  eine  doppelte  Wahl;  entweder  tp{x)=zlx,  oder 
9(«)=4I(«*);  indem  aus  beiden  folgt  1^9(0?)=      wie  es  nach 

(3)  sein  mass.  Gleichwohl  sind  die  Functionen  Ix  und  \Hx*)  sehr 
von  einander  verschieden;  die  erstere  wird  nSmlich  ffir  negatm 
Werthe  der  Yerändeilidien  imacinar«  wShrend  die  «weite  fflr  ne- 
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ffative  X  die  nämlichen  Werthe,  giebt,  wie  für  gleich  grosse  pa» 
tive  X,  lo  4er  That  ist  ' 

für  9)(a:)=ir,  9(-a:)  =  /a:+/(~l)=^db(2Ä+l)«^ 

oder 


oder 

♦ 

•     ^(--M)  =  qp(M). 

Da  nun  aber  nach  No.  (4)  9)(^if)^9(-|'V)  soin  soll,  so  kann 
man  cp{x)  nicht  ^Ix  setzen,  sondern  miuts  dorcliaQS  9>(de)=i/(f*) 
Debmen*  £s  ist  daher  nach  No.  (3)  ^ 

=i/(a;')4-coiist  und, nicht  =i[ar4-coD6t«^ 

Weiss  man  im  Voraus»  dass  w  keine  nec^ativen  WeitheiB- 
nehmen  wird,  so  kann  man  auch  die  zweite  Form  nehmen,  weil 
beide  Fonnen  für  positiTO  x  identisch  sind;  dagegen  wurde  u  to 
tal  falsch  sein,  sicn  dies  auch  bei  negativen  x  erlauben  zu  wollen. 
Weichen  Untorschied  dies  machte  sieht  man  z»     an  dem  Intcgnk 

9 

dx  i 
> 


/'da 


dessen  Werth  nach  dem  Obigen  =z{l{Z'') -\l{:l'')=\ll-\  ist, 
wSkrend  er  bei  gewSknilcher.oelirdbweise  /(3)— /(— 2),  also  im' 
ginir  sein  müsste,. 


1 

1 
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Von  dem  Herro  Professor  Dr.  F.  Stegmauu  ao  der  Uoiversität 

zu  Marburg. 

I)  Es  spI  n]>er  dem  Durchmesser  AB  ein  Halbkreis  AuBIwB 
beschrieben  uihI  in  einein  ))(>liphigen  Puuki  P  zwischen  A  und  B 
de«  Perpendikel  PM  aiii  den  Durchmesser  öfesetzt,  weit  lies  in  J/ 
den  Halbkreis  schneidet  Weoo  man  nun  auf  der  Verlängerung 
dieses  Perpendikels  filier  M  himras  einen  beliebigen  Punkt  5  an- 
nimmt  und  die  zwei  Sebnen  AMyBM  nebst  den  zwei  Sekanteo 
AS9BS  siebt,  welche  letztere  in  den  Punkten     w  die  Peripherie 

des  Uuibkreises  durcliscliueideo^  so  wird  liogeu  Mu:^Mw  sein» 

je  nachdem  AP^BP  angeuomroen  wordeu  ist« 

II)  Wenn  man  in  einem  Kreis  eine  beliebige  Sebne  AC  ziebt 

und  an  deren  Endpunkten  die  Tangenten  AM  und  BM  construirt, 
deren  Durc-hsehnittspunkt  jf/  sei;  wenn  man  alsdann  von  dem  einen 
Endpunkt  C  der  »Sehne  AV  eine  zweite  Sehne  gleich  der  HalUte 
der  ersten,  niimlich  (  fi  —  \  A(^  in  die  Peripherie  trnirt  und  von 
derer}  F.ndpiinkt  />  .ins  die  Seknnfp  /VJ/  zieht,  dereti  zweiter 
Dur(  lisrhnitf>[M!r)lit  mit  der  Peripherie  V  heisse;  so  wird  V  der 
Hailiirungspunkt  des  liogens  Aldi,  nändieh  AV—lil]  sein. 

Es  sind  zwar  zwei  Falle  zu  unterscheiden»  je  nachdem  näm- 
lich di)»  8ebne  CB^\AC  tob  C  wm  entweder  In  den  grdeseren 
oder  in  den  kleineren  der  beiden  von  der  Sebne  AC  gebildeten 
Kreisabschnitte  eingetragen  wird,  für  beide  Fklle  Üsstsieh  jedoch 
der  Hew(Mss  mit  ganz  denselben  Worten  fdhren. 

III)  W  <M}f»  ninn  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  von  den 
Endpunkten  eines  belielniren  Durchmessers  AB  clie  Verbindunifs- 
sehnen  AM  und  BM  nacli  cliirni  IM-Hehig  auf  der  Hyperbel  ange- 
nommenen Punkt  il/ zieht j  und  von  diesem  Punkt  ilf  zugleich  Per- 
pendikel auf  die  Asymptoten  fallt;  so  wird  das  eine  dieser  Per^ 

f>endlkd  den  Winkel  AMB,  das  andere  aber  den  durch  die. Ver- 
änderung von  AM  oder  Bim  entstandenen  Nebenwbkel  ytmAMB 
balbiren. 
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Lehrsatz  aus  der  Differenzialrecimung. 

Von  dem  Herrn  Doctor  O.  Schlumilch,  PrivatdoceDten  au  der 

UoiverBlIät  wa  Jena. 

SeUt  man 

•po=l,  ^=(»-l)(ii— 2)  (lt'-r)jlr, 

wo  7fr  deu  rten  Bioomlaikocfdcienteo  des  ExponenteD  n  bezeicboet. 

So  lat  z.  B.  fiSr  n^A 

Wie  llU»t  ßich  dies  aiigemein  beweisen? 


Herr  Aoton  RItman  zu  Wien  hat  mir  für  das  Arcbir 
die  folgende  Aufgabe  mitgethellt 

Man  denke  sich  eineo  Kegel  mit  kreisförmiger  Grundfläche 
nnd  lege  durch,  dessen  Axe  eine  auf  seiner  GnindflSche  senkrecht 
stebende  Ebene,  deren  Darchachoitt  mit  dem  Kegel  der  «ogeoanote 
Axentrläogel  ist.  Lasst  man  jetzt  um  einen  beliebigen,  aber 
gegebenen  Punkt  in  der  einen  der  beiden  in  der  Kegelfläche  lie- 
genden Seiten  dieses  Axentriansels  oirjo  Khene  sich  kq  hoT^egen, 
da8.s  tlioselbe  immer  auf  der  Ebene  des  AxentriangeJs  senkrecht 
steht ,  Uli  i»t  der  Durchschnitt  mit  der  Kegelilache  bekauutUch  je- 
derzeit ein  Kagelechnitt,  und  man  kann  mia  fragen «  welches  die 
geometrUKsboD  Oerter  der  BTenapvBkte  aller  dkaar  K^eladmitte 


% 


,  Dia  l^ideo  Gleichuagen 
sind  unmer  identisch. 
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Miscellen. 

4 


Herr  A.  J.  H.  Vincent  (professeur  au  College  Saint -LouU) 
hti  die  BeieebDung  der  Zahl  auf  eipe  Rechoungsregel  gebracht, 
welche  sich  zwar  sehr  leicht  aus  ganz  bekannten  Sätzen  ersiebt, 
aber  dessenungeachtet  bemerkenswerth  ist  und  bei'm  ElemenSirun- 
terricbte  berücksichtigt  xu  werden  verdient,*  weshalb  kh  dieselbe 
im  Fol'^endeo  mittheilen  werde. 

Bezeichnen  ^  ir  die  Flächenrnume  Hr«  in  und  um  eioep  Kxeis, 
dessen  Uaibmeäser  r  sein  mag,  beschriebenen 

fiecks,  2fieGks,  4iiecks,  Siiecics«  Khiecks,  •••• 

lespeethre  durch 

fuf  Fgm»  ^411»  J^^Sn»  i^iAi»  ••«• 

und 

9m»      i^*  Ste»  Si«»>  ; 

«0  i^t  nach  einem  sehr  bekannten  Satze 

OT"uDd  8«.=  J^f:- ; 

Weil  nun  r^w  der  Flächeninhalt  lio'^  Kreises  ist,  ro  sind,  wenn 
man  r=l  setzt,  offenbar  jede  zwei  einander  benachbarte  Glieder 
^•r  Reihe: 

] 
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s.  w. 

sMi  GcäDJscD»  zwisehen  denen  der  Bineh  -  liegt  Wie  aber  dit 

Glieder  der  vorbergehenden  Reihe  uach  luid  nach  aus  einaader 
gebUdet  weiden »  fallt  auf  der  Steile  in  die  Au-en,  iodem  mao 
-  nimlidi  fo»  dritteD  ii.hede  ao  jedes  Glied  erhält,  wenn  man  zwi- 
schen den  beiden  uDmittelbar  Torhergehenden Gliedern  abwedüelod 
die  mittlere  t^eometrische  Proi^rtionale  nnd  die  mittlere  aritlmie- 
tische  Proportionale  nlnunt 

Setzen  wir  jetaet  r=  J-,  «o  ist  der  Flächeninhalt  des  Kreises 

^,  nnd  die  Fiächenranme  des  in  nnd  nm  den  Kreis  beschrieljeiiea 

regulären  Vjerecks  sind  respective  1  und  2,  so         also  Fd=l 

nnd  i<»t.  Bildet  man  nun  aus  1  und  ^  nach  und  nach  eine 

Reihe,  io  welcher  vom  dritten  Gliede  an  jerles  Glied  abwechselnd 
die  mittlere  geometrische  und  die  mitllere  arithmetische  Proportio- 
nale zwischen  den  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  («iiedem  ist 
so  sind  nach  dem  Vorhergehenden  jede  zwcS  einander  benachhane 

Glieder  dieser  Reihe  zu  ei  Gränzen«  zwischen  denen  —  iieet.  Weil 

1 

aber  g-  die  mittlere  arithmetische  Proportionale  zwischen  0  und  1 

ist«  und  0  und  1  oHeubar  auch  zwei  Gränzen  von  —  sind,  so  kaoo 

man  die  Regel  zur  Berechnung  dieser  Grosse  auch  auf  fokende 

Art  ausspreflien: 

Wenn  man  aus  0  und  1  nach  tind  nach  eine  Reihe 
bildet,  in  welcher  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied 
ahwechselnd  die  mittlere  arithmetische  Proportio- 
nale und  die  mittlere  ^geometrische  Proportionale 
-«wischen  den  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  Glie- 
dern Ist»  so  liefern  jede  zwei  einander  benachbarte 
Glieder  dieser  Reihe  zwei  Gränzen»  zwischen  denen 

derBruch—  enthaitenist. 

7t 

Dies  ist  die  von  Herrn  Vincent  gegebene  RecfanungsregeL 
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Bemerkung  zu  einer  SteUe  im  AroluT  Theil  Y.  S*  220. 

VoD  Herrn  F.  Arndt,  Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stral«ujid. 

Es  ist  dort  der  Satz  aufiicstelk :  „Wenn  die  Sintis  der  Win- 
kel eines  ebenen  Dreiecks  errie  ai itlimetische  Pro£»ression  bilden, 
80  bilileu  auch  jederzeit  die  Cotani^euk'i)  der  halbeu  VV  iukei  dieses 
Dreiecks  eioe  arithmetische  Progres^on.  ** 

Herr  Director  Nizze  hatte  die^  Güte,  mir  eineo  Tersach  Aber 
die  BeueisführuDg  dieses  Satzeä^  vorzulegen,  und  war  zu  einem 
Resultat  gekommen,  welches  ihn  Teraniasste,  staricen  Zweifel  an 
der  Itichtigkeit  der  lleliauptiinu;  zu  fioi^en.  Ich  erlaube  mir  dicser- 
lialb.  meine  eii>;ene  Eiit\\ it keluni^  initzutheilen ,  ans  woli  her  sich 
er;iiebt,  dass  der  obi^e  Satz  allerdiiiQ;s  iiicbt  unter  (ietj  ueniachten 
Vorausetziin!»en  ricbtic^  ist,  vielmehr  fioch  eine  neue  Aiiuuhme  hin> 
zukommen  iiiuss,  die  sich  auf  iolgeude  Weise  ergiebt. 

Aus  dsinj3=stoa4~siny  folgt,  wenn  man  die  halben  Winkel 
ciafilhrt,  38ini^cosii9=sinUtt-f  y)cosi(a— v),  oder  da  (wegen 
s^|}4.y:=160*')sini(«-|-r)-cosi/^  ist, 

1.   sinijJ=icosa(a  — y). 

Ferner  haben  wir 

.    ,    ,     ,  ,       sin4(cif-fy)    '    cos\ß  , 
cotg^«4-cQtg^y=-r  i    .  Y  —-7—: — oder 
^  '    BiuitiMaiy  smiasin^y 

%    cos  i  |3  =  sin  I  «  sin  i  y  (cotg  |  csr -f  cotp^  \  y). 

Dlvidirt  man  nun  2,  durch  1.,  so  entsteht,  nachdem  mit  2  muitiplt- 
cirt  worden, 

3.  2«»tg*/»=^5^ip^(cotgii,+cotgiy). 

Dies  ist  die  richtige  Gleichung«  Soll  sie  in  die  Im  Archk 
aufgestellte  iüie riehen,  so  muss  zwischen  den  Wlnkefai  «  und  y 
noch  die  durch  die  Gleichung 

4slnitfsin  |y  _ 
cosi(iir— 

ausgedrückte  Abhängigkeit  Statt  finden.  Statt  dieser  kann  man 
setzen 

4  sin  a  si  n  ^  y = cos  i  ce  cos  i  y  -f  sin  i  a  sin  ^  y, 
also  3sinia8lniy=cosiflrcosiy, 

oder 

4  3=cotgicircotgiy. 


Ii^  dem  Annuaire  de  TAcadömie  Royalo  des  scienees 
«t  helles  lettres  de  Bruxelles«  Dixl^me  annde,  Bra- 
xell  es.  1844.  p.  129.  erzählt  Herr  Quetelet  in  seiner  interessan- 
ten Notice  sur  Alexis  Bonvard  .gelegentlich  folgenden  Vor* 
lall,  welcher  Herrn  Arago  in  seiner  Eigenschaft  als  Oflizier  der 
müonaigaide  in  den  Tagen  der  franiOsischen  Re?olution  paisirte. 
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Pendant  ces  ^meiilM  M.  Arago  a  courn  plus  d*aD  daagiL 
Je  tieiis  de  iui-meme  que,  sur  un  des  ponts  de  Paris  et  dans  an 

instant  d*oxasp^ration  po|H!lairo  rontre  !a  crJ>r(le  nationale,  H  fßUlit 
etre  jet^  dans  la  Seine  ei  n«'  dut  8on  sutut  qu  k  une  plaißanterie. 
Des  gens  du  peuple  le  sfMjlevaieut  deja  ])oiir  le  lancer  par-dessus 
leparupet,  lorsque  il  ieur  dit  avec  une  aduiirable  preseace  d'esprit: 

bienl  hö  hienl,  Que  faite8*yoii8  dooo?  Mais  je  ne  saU  pas  ' 
w^rt  moil  Ges  mots  diSaaim^mt  tes  furiaux^  et  Ton  finit  par  nre. 


JÜer  berühmte  Ojitiker  Iv o bert - Aglae  Cauchoix  ist  am 
8ten  Februar  1<S  15  zu  Deull  bei  Montmorency,  wobiu  er  s>ich  sei- 
ner durcb  viele  und  grosse  Arbeiten  gescnwächten  Gesundheit 
weceD  zttTQc&gesogen  bitte  ^  gestorben.  £r  war  am  24«teo  April 
177o  zu  Conaeilks-eD-Paxuia  geboren ,  uod  widmete  sicli  im 
Jahre  1792  dem  Stande  eines  Optikers.  Seine  letzten  grossen 
Arbeiten  waren  zwei  grosse  Fernrühre,  das  eine  mit  einem  eilf- 
zöIIiiTPn  ,  das  andere  mit  einem  dreizehnzoHij^en  Objectiv,  von  denen 
das  ersiv  Hie  Universität  Cambridge,  dajs  zweite  die  (Sternwarte 
von  Armagh  in  Irland  besitzt* 


Sitsong  der  mathematisch  -  physikaHscben  Klasse  der 

Akademie  der  Wissenschaften  zu  3Iüiichen  vom 

14ten  December  1844. 

Herr  Akademiker  v.  Steinheil  zeij^t  der  Klasse  ein  Ton  ihm 
orfuridene«  kleitios  liistrtiniont  vor,  Pnss.n  <»  on  -  Prisma  genannt, 
weiches  auf  Iteiseti  zu  Orts-  und  Zeitt)estinniuingen ,  so  wie  zur 
Regulirutjg  de8  Ganges  der  Uhren  mit  V  ortheil  benutzt  u  erden 
kann.  £s  ist  dieses  Instrument  nur  2  Loth  schwer  und  1  Cubik- 
zoll  gross.  Einfacbheit  in  der  Conatniction  und  Transportabilität^ 
so  wie  bedeutefade  Sicherheit  uod  Präcision  der  damit  anzostel- 
lenden  Beobachtungen^  empfehlen  es  der  Aufinerkaamkeit  der  Klasse« 


Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wissexischaften  zu 

Paris  für  1846. 

Les  geometres  anxqu<'ls  on  doit  les  beaux  developpements, 
qiip  In  theorie  des  fonctions  eliiptiques  a  re^us  dans  res  derniers 
teriips,  ont  aussi  ouvert  la  route  pour  Tetudo  de  nouvelles  transcen* 
dantes  d  ordre  superieur,  doiit  les  plus  siuiples  (nommees  par  M. 
Jacobi  i'ouctions  abelleones  de  premiere  classe)  sont  les  fonctions 
de  de«K  variables  jp^tre  päriodes  distinctes*  Ntenoins  cetle 
^de  prdaente  des  ditfcult^s  oembrenses,  et,  qnoh|ve  des  trsTacr 
r^cento  aieut  an  pea  ^tendu  le  cercle  de  nos  connalssaaces  sor 
cet  objst»  es  est  saosrt  ai^euni^bai  bien  loin  dii  degr^  4m  psp- 
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feciion  q^ue  nous  offre  la  theorie  des  fooctioos  elliptiques.  Pour 
encourager  les  effbrts  des  g^omdties  deam  cette  mafldre  k  la  fois 
trte  uBportuite  et  trt«  döucate»  rAcad^mie  la  propo^^e  comme 
eujet  du  grand  prlx  de  math^matlques  4  decenier  ea  1846»  La 

question  peut  etre  t'noncäe  en  ces  torf^u^s: 

T^erfertionner  duu8  quelque  poiut  cs^scntie!  la  theorie  des 
foncüuiiH  abeii^nnes,  ou,  plus  gänöralement.  des  trurisceDdantes  qui 
rösultent  de  la  coosideration  des  integrales  de  quantites  algebriques« 
Lie  prix  coDsistera  en  aoe  m^ille  d'or  ae  la  Talevr  de  oOOO 
francs*  I^es  memoires  devrout  etre  arrivös  au  secretariat  de  Tili» 
stitut  avant  le  1"  Octobre  1846.  Ce  termc  est  de  ri*;iieur,  Les 
Horns  des  autenrs  seront  contoniTs  dans  \iu  biüet  cachete  qui  ne 
sera  ouvert  que  s'i  la  piece  est  couronnee.  La  commission ,  qui 
avait  ete  chargee  de  proposer  le  sujet  du  prix  etait  composee  d^ 
MM*  Arago,  Binet,  Painaot,  Cattc&y  et  Lioaville,  rapportejur. 


Herleitung  des  DilTerentialquotienten -^^=wa-^^i^olme 
Unteracheidung  der  Art  des  reelleii  Exponent^  tu  , 

Von  dem  I(erni  Pxoieasor  Dr.  Matzka  aa  Tarnow  In  Galizien. 

]>er  Differentialquotient  da  er  TermÖge  aeiner  Bedentaag 

=r  lim  (^H-^-^)"-'^"       lim  Ax^^  ist«  muss  im  AUgemetneo 

eiae  gewleae  Function  Ton  x  und  n  setn,  die  wir  vorläufig  durch 
m(d?»ii)  darstellen  und  zu  bestimmen  unternehmen  wollen.  Zu 
aiesem  Swecke  Terwandeln  wir  in 

dx  Jx 

deu  beliebigen  (positiven  oder  negativen,  ganzeu,  ^ejürocheoen 
oder  irrationalen,  jedoch  immer)  reellen  Exponenten  n  m  aeln  pür 
ches,  pn,  indem  w  ir  p  irgend  eine  absolute  ganze  Zahl  vorstellen 
lassen ;  und  setzen  für  einen  Augenblick  zur  Abkürzung  x+Jx^^m 
Dadurch  erhalten  wir.  Immer  für  \haJx=0, 

.  9(a:,pn)=lim^-^^-iim5^-^-^— 
daher,  weil  p  absolut  ganz  ist, 

mtX 

uod  hieraus 

<p(x,pn)_  q>(x,n) 
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Sehen  wir  duo  den  QuotieDteo  in  so  fem  wir  datiii 

xn 

bloss  auf  die  VerSnäerüehMt  von  n  Acht  haben»  als  eineFunctioe 
TOD  II  an,  die  wir  mit  i|<if)  andenten;  so  haben  wir  gefonden 

tl}ipn)—p,il}{tt). 

Die  Function  t^(w)  hängt  daher  von  dein  Exponenten  n  so 
ab ,  datiiei,  nenn  dieser  sich  vervielfacht ,  auch  sie  ehen  so  vielmal 
▼ervielfacht  wird ;  mithin  ist  diese  Function  dem  Exponenten  di- 
rect  proportionirt.  *) 

JNoch  einfacher  erweist  man  diese  Proportlonaütit  wie  folgt 
Lfisst  man  in  der  Gieichang  *      t  ' 

den  Exponenten  n  um  die  beliebige  Zahl  p  wachsen  >  so  folgt 

/       ,   V     d.x^-^P  d(x^.xP) 

dx  dx 

daher,  wenn  man  durch  ar"  und  xp  nach  einander  theilt^ 

ip(x,n-{-p) (p(x,n)  rp(x,p) 

CD  1 3^   71 ) 

Setzt  man  nun  irie  vorher       '  '  =.^(n),  so  erhält  man 

Die  Function  t/;(w)  hängt  demnach  mit  dem  Exponenten  n  so 
zusammen,  dass  zur  Summe  jeder  zwei  .solcher  Exponenten  die 
Summe  der  ihnen  angehorijc^en  Functionen  ffehOrt;  mithin  ist  die 

Function  dem  Exponenten  direct  proportionid. 

Soldie  Pr()|iortionalität  drückt  man  aber  bekanntlich  am  eio- 
fachsten  dadurch  an>5,  flass  man  die  Function  gleich  stellt  dem 
Producte  aus  dem,  zufu  Werthe  1  der  VerÜnderlichen  gehörigeo, 
Werthe  der  Function  in  die  Veräuiiei liehe  selbst;  daher  ist 

'  ^     folglich  1/;  (1)       und  Ii;  (n)=  £<£/iÖ  ^  i? . 

Hieraus  erscheint  nun  die  geforderte  Function  fp{x  ,n)=inx^-'^, 

und  sofort  isi  ^'J"^  ^nx^K 
  dx 

*)  Knar,  Anfangsgründe  der  Arithmetik.  Grätx  1829.  529. 
**)  Knar,  ebendaselbst,  §.  028. 
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JLMaJDL 

VelMflr  die  WtMeMWliaft  der  extensl- 
Ten  OrVMe  ad«r  die  Ausdehnniiffs- 

lehre. 


Von 

I 

t 

Herrn  Hermann  Grassmann, 

Lehrer  an  der  Friedridi- Wilhelms -Schule  zu  StettUi' 


Voreiinnerang  des  Herauflgebers* 

Jcik  hatte  Herrn  II.  GraMiuann  auffrefordert ,  die  eigentliche  Ten- 
denz seiner  kürzlich   herausgegebenen  Schrift:    Die  Wigsenschaft 
der  extensiven  Grösse  oder  die  Ausdehnungslehre,  eine 
Ii«««  tnathemaliache  Diaelplin,  diavgeatellt  ond  darcli  An- 
Wendungen  erläutert   von  Hermann  Grassmann.  Erster 
Theil,  nie  linrale  Ausf^rlinnngslelire  enthaltend.  Tyrip- 
zig'.  1844«  in  einem  hesondern  Aufsatjse  den  Lehern  des  Archivs  mit 
möglichster  Kurze  und  Deutlichkeit  vor  die  Augen  zu  fuhren,  welchem 
Wunsche  Derselbe  im  Folgenden  zu  entsprechen  die  Gute  gehabt  bat. 
Die  Neuheit  drs  Gegenstandes  lässt  mich  hoffen,  daas  Herr  Grassmann 
dadurch  vorzii^Hicli  denjenigen  Lesern  des  Arehivs,  welcfie  dein  Studium 
des   gpansen  Werks  eine  huireichende  2eit  zu  widmen  nicht  im  Stande 
ebii,  einee  m^imehme«  IKwat  geiltet  babrni  wird,  und  zugleich  glanbte 
Ich  auf  diese  Weite  am  besten  das  Meiniee  zu  der  jedenralis  zu  wün- 
schenden weiteren  Bekanntwcrdimg  der  Selirift  und  der  iii  ihr  vorgetra- 
srenen  Lehren  beizutragen.    Müchten  daher  die  Lener  des  Archivs  dem 
folgenden  Aafsatxe  flira  Aafmerksamlceit  nicht  versagen ! 

Zugleich  soll  diese  Darstellung  die  Stelle  einer  ausfnbriicbem  Ai|r 
neige  der  Schrift  in  dem  Litenirlsaien  Berichte  vertreten.  G. 

•  _ 

■  •  ' 

I.  Tendenz  der  Ansdehnungsleiu«  als  solcher.  ' 

1.    Meine  A  ii  s  dehnungslehre  hihi  et  die  abstrakte 
Grundlage  der  Raumlehre  (Geometrie),  d.  h.  sie  ist  die 
Von    allen    räumlichen  Ansc hautin^en    «gelöste,  rein 
math ematische  Wissenschaft,  deren  specielij»  Anweii* 
,  düng  auf  den  Raum  die  Raumlehre  ist 

Die  Raumlehre  9  da  sie  auf  etwas  in  der  Natur  gegebenes, 
eteUeh.dsD  Rftam^mflckgeht,  ist/keio  Zweig,  der  reinen  Mathe^ 
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matik  /  sondern  eine  Anwendong  derselben  anf  die  Natur;  akr 

nicht  eine  blosse  Anwendung?  der  Algebra,  auch  dann  nicht,  wenn 
■  die  algebraische  Grösse,  wie  in  der  Funktionenlehre,  als  8feti? 
veränderlich  betrachtet  wird;  denn  es  febit  der  Algebra  der  der 
Raumlehre  ei^enthunilii  lie  Hegriff  der  verschiedenen  DimeDsioneo. 
Daher  ij^t  ein  Zweig  der  Mathematik  nothwendig,  welcher  in  den 
Begriff  der  stetig  'minderlieben  CiriiaBe  zugleicn  den  Begriff  tod 
VerscbiedeDbeiten  aufnimmt,  fvelche  -den  Dimensionen  des  Rau- 
mes entsprechen ,  und  dieser  Zweig  ist  meine  Ansdebnaugsiebie. 

2.  Doch  sind  d»e  Sät^e  der  Ausdehnutgslebre 
ni^bt   «twa    btoss-e   Uebertragungen  geoni^etMAi^er 

\8fitze  in  die  abstrakte  Sprache,  sonderD  haben  eine 
viel  allgemein oro  Bedenitung;  denn  während  die  Ranm* 
lehre  gebunden  bleibt  an  die  drei  Dimensionen  des 
Raumes,  so  bleibt  die  abstrakte  Wissenschaft  von 
diesen  Schranken  frei.  .  ^mmm 

In  der  Raumlehre  können  durch  die  Bewegung  von  Punkten 

I/micn ,  durch  die  der  Linien  Flächen,  diirrh  die  der  Flächen 
Kürperräume  erzeugt  werfletj ,  aber  w  oitc  i  kann  die  Haunüebre 
nicht  fortschreiten,  Hinc^ei^en  stellt  man  sich  vor,  das»  an  die 
Stelle  des  Punktes  und  der  Bewegung  abstrakte,  vom  Rauuie 
unabhängige  Begriffe  eingeführt  werden  (s.  unten  no.  4 — 6),  so 
verscbwmaen  diese  Schranken. 

3.  Dadurch  geschieht  es  nun,  dass  die  Sätze  der 
'    Raumlehre  eine   Tendenz   zur  Allgemeinheit  habeo, 

die  in  Ibf  vermöge  ibrer  BescIirSnkaBg  auf  drei 'Dimen- 
sionen keine  ßeirledigung  fiiid|»tt  son.derji  erst. in  der 
4itsdebnungsleJire  aur  Ruhe  kommt« 

Zwei  Beispiele  mögen  dies  erläutern.   1)  Zwei  gerade  Lbieo 
ders<^lben  Ebene  schneiden  sich  in  Einem  Punkte,  ebenso  diie 
Ebene  und  eine  Gerade,  zwei  Ebenen  in  Einer  geraden  Linie, 
Foraui^setzt,  dass  die  Geraden »  oder  die  Ebene  und  die  Gerade, 
oder  die  Ebenen  nicht  zusammenfallen,  und  die  Durchschnitte 
im  Unendlichen  mitgerechnet  werden.    Werden  der  Punkt,  die 
Gerade,  die  Ebene,  der  Körperraiim  beziehUcb  als  Gebiete  erster, 
zweiter,  dritter,  vierter  Stufe  aufgefasst,        liegt  darin  der  all- 
semeine  Satz  angedeutet,  dass  ein  Gebiet  von  citer  und  eins  m  | 
eter  Stufe,  wenn  sie  in  einem  Gebiete  von  cter  Stufe,  aber  auch 
in  keinem  Gebiete  tod  niederer  Stufe  vereinigt  sind«  ein  GcM«t 
(a-|-6^c)ter  Stufe  gemeinschafllich  haben;  aber  die  Raumlehre 
kann  diesen  Satz  nur  für  c  gleich  oder  kleiner  als  4  zur  AnscbaD- 
ung  bringen.   ^1)  Der  Flächenraum  eines  Dreiecks  ist  die  Hälfte  j 
von  dem  eines  Parellelogrnnims .  dessen  Seiten  mit  zwei  Spit^n  ] 
des  Dreiecks  cleicb  lang  iirxJ  [)araÜel  sind,  der  Korperraum  des 
Tetraeders  '  ^on  dem  des  ^Spathes  (Paralleleidpedums),  det^o 
Kanten  mit  3  in  einem  Punkte  zu^sammentrenendeD  Kanten  des 
Tetraeders  gleich  lang  und  parallel  sind.  Darin  scheint  der  Saix  i 
angedeutet:  der  Raum,  welcber  awlschen  ii  Punkten  liegt,  die  ia  I 
einem  Gebiete  »ter  Stufe  (und  ia  keinem  Gebiete  von  niedmr  i 

Stule)  vereinigt  sind,  ist^-^r-^ — von  dem  Räume  emes  Ge-  , 
bildea  (einer  flgur,  einte  K^üpeia)»  dewn  *Bcgiinian88ÜMi> 
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(Selten  9  Kaoteu)  lieii  von  einem  der  »  Punkte  zu  den  übrigen  se- 
MgMen  {mmAmi  Lliden  gleleh  nnd  parallel  sind.  Aber  ancli  «e- 
«er  Salk  Kommt  kier  nteSt  in  «einer  Aifeemeinlieit  heraus.  —  fißn- 
gegen  in  der  Ausdehnungslehre  treten  in  diesen  beiden»  und  in 

allen  andern  Falle?),  die  sranz  »fl^emeinen  Sätze  vollkommen  her- 
vor. 80  nimmt  also  überall  die  Kaumlehre  einen  Anlauf  zur  All- 
gemeinhek,  stosst  sich  aber^,  ohne  diese  Allgemeinheit  erreichen, 
zu  kunnen^  an  den  ihr  durch  den  Raum  gesteckten  .Schranken, 
welche  nur  die  abstrakte  Wissenscliftft  der  Ausdebnungslehre  xa 
düfclibfeGiien  ▼emag. 

4.  '  Paä  der  Linie  entsprechende  'Gebilde  der  Aus- 
dehnuDgsiehre  ist  die  Gesammtheit  der  Elemente«  \% 
die  ein  seinen  Zustand   stetig  ilnderndes  Efement 

übereceht 

Die  Linie  kann  als  Gesanniillieit  der  Punkte  betrachtet  wer- 
den, in  die  ein  seineu  Ortätetig  ändernder  Punkt  Gberaeht.  >Sub- 
stituiren  wir  hier  dem  Punkte  allgemeiner  irgend  ein  Ding,  wei- 
dhes  einer  'stetigen  Aenderuog  irgend  eines  Zustandes,  den  es 
bat,  nihig  ist,  und  absträhiren  nun  von  allem  andenveitigen Inhalte 
des  Dinges  und  aller  Besonderheit  dieses  seines  Zustandes,  und 
nennen  das  von  allem  ander\i'eitigen  Inbalto  ab.strahtrte  Ding  das 
Element  9  so  gelangen  wir  zu  dem  aufgestellten  Begriffe. 

5.  Wenn  hierbei  das  Element  seinen  Zustand 
stets  auf  gleiche  Werse  ändert,  so  dass,  wenn  aus 
einem  Elemente  a  des  Gebildes  durch  Eine  solche 
Aenderung  ein  anderes  Element  b  desselben  hervor- 
^ehty  dann  durch  eine  gleiche  Aenderung  aus  b  ein 
neues  Element  c  desselben  Gebildes  hervorgeht,  so 
entsteht  das  der  tjeraden  Linie  entsprechende  Ge- 
bilde, das  Gebiet  zweiter  Stufe. 

Die  gerade  Linie  wird  von  dem  Punkte  konstruirt,  wenn 
dieser  seinen  Ort  stets  nach  dersell»en  Hichtung  hin  ändort;  sub- 
stitniren  wir  daher  der  Kichtuiii^  die  Art  und  Weise  der  Aende- 
rung ,  so  geht  der  aufgestellte  iWgriff  hervor*). 

6.  Wenn  man  alle  Elemente  eines-  G<*l)iotes  niev 
Stufe  einer  und  derselben  Aenderuti^s  u  eise  unter- 
wirft, welche  zu  neuen  (in  jenem  Gebiete  nicht  ent- 
haltenen) Elementen  fQhrt,  so  hetsst  die  Gesammt- 
heit der  durch  diese  Aendernngsweise  und  die  entge- 
gen gese  täte  erzeug  baren  E  lemente  ein  Gebiet  (n-|-l)ter 
S^tuie;  das  Gebiet  dritter  Stufe  entspricht  der  Ebene, 
idns  vierter  dem  ijanzen  Räume. 

Wenn  die  Punkte  einer  geraden  Linie  sich  alle  nach  einer 
und  derselbeD  Richtung  bewegen,  die  au  neuen  (in  jener  Geraden  ' 
nicht  enthaltenen)  Punkten  führt,  so  ist  die  Gesammtheit  «ler 
_  durch  diese  Bewegung  und  die  en^egengesetzte  erzeugbaren 
PnnlEte  die  Eliene;  und  wenn  man  ebenso  mit  den  Pakten  der 


*)  S(»n  «Up  gerade  Linie  and  das  ihr  cnUprerlifnde  Cfbildr  nach 
beiden  Sei  im  unendlich  sein,  so  itiaas  der  Punkt  (das  Element)  auch 
aadt  der  entgegcngcgefaUen  ^Rirhtimg  ( Andeninffsweüie)  f(irtMhr«iti%  .* 
was  wir  bim  der  EuifiichheiliMtcig«  nbtrgWgfi^  llli>Wfa 
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Ehene  yerfähn,  so  erhält  man  den  gaozeu  Kaum.  Subatitiiirt  Dttn 
luer  rimnUch^D. Begriffen  mber  aogegelMMi  alMilrakl« 
und  hfilt  den  For^ng  vob  eiiwr  Stufe  wat  nScm  liSiMraD  allfe* 
nein  fest,  so  eigiebt  sich  der  obige  Bcgiiil.  , 

II.    Tendenz  <ler  in  meiner  Ausdehnungslelire  an g^e wandte 
RecliuuDgsmediode  an  der  Geometrie  erläutert. 

7.  In  meiner  Ausdehnungslehre  tritt  eine  eieen- 
thüniliche  Rechnungsmethode  hervor,  welche  auldie 
Raumlehre  übertragen  yon  unerschöpflicher  Frlicht* 
barkeit  ist,  und  hier  (in  der  Raumlehre)  darin  besteht» 
dass  räumliche  Gebilde  (Punkte,  Linien  n.  s.  w.)  vomlt* 
telbar  der  Rechnung  unterworfen  werden. 

Zum  Beispiel  wird  die  durch  zwei  Punkt o  geführte  Gerade 
ihrer  Grösse  und  Lage  nach  als  Verknüpfung  jener  Punkte  und 
zwar  als  eine  eigenthüiuliclie  Art  der  Multiplikation  aufgefasgt 
(s.  unten  no.  15.),  ebeu60  das  zwischen  3  Punkten  liegende  Drei- 
etk  seinem  FiScbenraiim  irod  der  Lage  seiner  Ebene  nach  ab 
Produlrt  dreier  Punlcte,  so  dass  dies  Prodokt  nnli  ist,  wenn  der 
Flächenranm  jenes  Dreieeics  es  ist  d.  h.  die  3  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen;  ferner  der  Burchschnittspunkt  zweier  gerader  Linteo 
in  einem  unten  f  no.  22.  und  Aiifg.  io*)  nfther  2tt  beselchneDdeD 
iSinue  als  Produkt  dieser  Linien. 

8.  Die  Tendenz  dieser  Rechnungsmethode  für  die 
Geom,etrie  ist,  die  synthetische  und  analytische  Me- 
thode zu  vereinigen,  a.  h.  die  Vorzüge  einer  jeden  auf 
den  lioden  der  andern  zu  verpflanzen,  indem  jeder 
Konstruktion  eine  einfache  anal ytishe  Operation  zur 
Seite  gesteilt  wird  und  umgekehrt. 

Zur  Erläuterung  diene  folgendes  Beispiel.  Bekauntllcb  be- 
schreibt eine  Ecke  y  eines  yeränderlichen  Dreiecks,  dessen  beide 
andere  Ecken  tt,  J3  sich  in  festen  geraden  Linien  A  und  jB  bewe- 
gen, und  dessen  Seiten  durch  3  feste  Punkte  a,  b,  c  gehen,  eioeo 
Kegelschnitt.  Sind  a,  h,  c  die  festen  Punkte,  durch  welche  be- 
zieh lieh  die  den  Ecken  cc,  ß,  y  gegenüberliegenden  Seiten  geben, 
so  sieht  man,  dass  (s.  no.  7.)  yaß  die  Ecke  |3,  yaBcA  die  Ecke 
«  darstellt,  und  da  die  Punkte  a,  y  in  einer  geraden  Linie  lie- 
gen, also  Iii f  Produkt  null  ist  (no.  7.j,  so  hat  man  die  Gleichuog 

als  Gleichung  eines  von  y  beschriebenen  Kegelschnittes.  Man 
sieht,  dass  diese  Cleirhung  in  Bezug  auf  y  vom  zweiten  Grade 
ist,  und  man  wird  schon  hierin  ein  auf  alle  algebraischen  Kurven 
gehendes  wichtiges  Gesetz  ahnen. 

Hl.  Einfachste  Reehmuigsregeiii  für  die  neue  Analyse. 

Die  Verknüpfungen,  die  in  diesem  Theile  der  Ausdehuunes- 
lehre  vorkommen,  sind  Addition,  Subtraktion«  komblnatorisät 
Multiplikation«  kombinatorische  Division. 
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d.  Für  alle  Arten  der  Arlditiofi  muf  Subtraktion 
^iit  das  ffewöhnlic he  Hechuunj^sverfali  ren. 

10.  Für  alle  Multiplikat  ions-  und  D  i  v  i  i  o  iiswei  sen 
gilt  das, Gesetz:  Statt  ein  Aggregat  von  Gliedern  mit 
ciD«iii  seichenlosen  AttfidracEe  auf  irgend  eine  Weise  ^ 
zu  multipileiren  oder  zu  diTldiren,  kann  man  ohne 
Aenderung  des  letzten  ErgebnisMeä  die  einzelnen 
Glieder  mit  diesem  Aii8drucKe  auf  dieselbe  Weise*) 
multiplicireD  oder  dividiren,  und-die  einz einen  Pro- 
dukte oder  Quotienten  so^zu  einem  Aggregate  ver- 
Icnfipreo,  dass  man  einem  jedeo  da«  Zeichen  desie* 

.olgeo  Gliedes  vorsetzt»  durch  dessen  Multiplikation 
oder  Division  es  entstanden  Ist:  ein  ZahifaiLtor  kann 
überdies,  wenn  er  irgend  einem  Fiiktor  des  Produktes 
zugeordnet  i#tji  auch  jedem  andern  oder  auch  dem 

Produkte  angeordnet  werden;  endlich  j      allemal  1,  ' 

wenn  A  nicht  null  ist. 

11.  Ein  Produkt  nenne  ich  ein  komhlna* 
torlaches,  wenn  ausser  dem  Gesetse  no,  lOl  fflr  das* 
^8elbe  noch  das  Geseta  gilt»  dass»  wenn  von  den  einael- 

nen  Faktoren  a,  h,  c,....  zwei  anfeinanderfoltjende 
vertauscht  werden,  das  Produkt  entgegengesetzten 
Werth  annimmt;  und  zwar  nenue  ich  a,  bj  e,....  und 
Jer0ii  Summen  oder  Differenzen  dann  Faktoren  erster 
Ordnung. 

Hiernach  ist  also  z.  B.  a,b*c.€l"  —  a.c,b,d, 

1^?,  Wenn  in  einem  kombinatorischen  Produkte 
zwei  Faktoren  erster  Ordnung  einander  gleich  sind, 
so  ist  das  Produkt  null. 

Z.  B.  a.b,ö,ä^O  (wie  sich  auch  sogleich  ergiebt,  wenn 
num  in  dem  Beispiel  zu  no.  11.  b  And  c  gleich  seist).  ^  Folgende 
Aufgaben  mögen  zur  Erläuterung  dieser  Multinlikationsweise  dienen  t 

A  u f g.  1.  Das  kombinatorische  Produkt  (a^ei  -f  <^t^s  -f  <^t^t ) 
•  ( ßi^i  -hß^^z  +/5a«3 ) •  +^1'^»)      entwickein ,  wenn  a», 

<i.^.  (x  :  J?i,  ß^,  ßji  y,,  Zahlgrossen ;  e^,  Cj,  aber  kombi- 
tiatorlscbe  Faktoren  erster  Ordnung  bezeichuea.  Man  erhält 
durch  Anwendung  der  Rechnungsregeln  (9  —  12)  schiiessüch  den 
Ansdruek 

■ 

Aufs.  2.  Drei  Gleichungen  ersten  Grades  mit  drei  Ünbe- 
Icannten  durch  die  Regeln  der,  kombinatorischen  MultiplikatioB  zu 
liisen  (§.  45.). 

Die  drei  Gleichungen  seien 

^  Diewr  Anedruclc  bezieht  licli  nicht  nur  uiif  die  Vrrknüpfnngi- 
wcisc  im  Alt^emeinfn,  Mmdn  auch  snf  die  SieUssg  im  Vwkum  In 
Jat—n  ProdnktiT. 


Digitized  by  Google 


Man  inultiplicire  die  3  Gleicbuugen  i>eziehlich  luil  3  koiiibiiiä- 
torischen  Faktoren  erster  Ordnung  e^,  e^,  e^,  deren  Produkt  nicht 
Dttll  ist,  addire  «ie^  imd>Miie 


2... 


8<y  erhält  man  die  Gleieliung 

Muitiplicirt  man  diese  Gleichung  kombinatorisch  mit  6.  e,  so  erhalt 
n^ap,  weil  ö,ö,c  und  c.6.c  nach  no.  12.  null  sind,  die  Gleichung 

a:.a.6. 6'=c£. also  . 
UDd  auf  Shidiche.  Weieie  üadet  mau  ^  und  z,  und  erhält 

4^     d»b*e  ß»d*c  .ümb^tl- 

(■ '  .  m.b*c        n»o,ö       üjbwC  - 

Diese  Ausdrücke  (in  welchen  die  Gesetze  der  kombinatorktoiieil 
Mtiltiplikation  kein  Heben  der  einzelnen  kombinatorischen  Faktoren 
gestatten)  sind  äusserst  benuem  für  die  An^ilvse.  Will  iii.in 
die  Unbekannten  in  der  gewünnlichen  Furm  ausgedrückt  erhalten, 
80  hat  man  nur  aus  Gleichung  %,  asu  substituiren,  nach  Aufg.  1.  zu 
entwickeln  und  «i«««  naehno»  IL  im  ZSUerund Nenner  EoMbeD; 
1,  B«  indet  man 

* 

'    ..  > 
Blaa  rieht«  wie  dies:  Ver&hräii  nicht  nur  ütMfrhaupt  för  n 
Olrichangee  mtea  Grades  mit  n  Unbekatieteii  aawendliar  ist, 

sondern  wie  man  auch  bei  einiger  Geläufigkeit  hiernach  soglei<Ä 
das  Endresultat  hinschreiben  kann,  sobaSd  die  n  Gleichnnigan 
gegeben  sind.  '     '  ' 


.  r 


IV.  Anschanlicbe  Begriffe  der  versdiiedenen  Grossen  und 
Verknlipfungsweiseii  in  der  Geoiwofiriei 

13.  Die  rfiiimlichen  Grössen  erster  Stufe  sind 
einfache  oder  vielfache  Punkte,  und  gerade  Linien 
von  bestimmter  Länge  und  Richtung.   ($13.  »  §  20.) 

Sind  A  und  B  Punkte,  so  bezeichneich  die  i^.  L.  von  A  nach 
ß,  so  fern  au  ihr  zugleich  Länge  und  Richtung»  aber  aucli  nichts 
weiter,  festgehalten  wird,  mit  JB  —  A;  ich  sage  also,  dass  U—A 
dann  und  nur  dann  gleich  Bi—Ai  sei,  wenn  die  geraden  Linien 
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A  nach  B  mmä  V0m  At  atffb  Bt  gMdbt  XA^ft  wmI  Bisb» 

tilDg  haben. 

14.  Die  ränm  liehen  Grössen  ?/  ter  vStuie  entstehen 
durch  kombinatorische  Multtpli katiuii  voq  n  Qtösnen 
erater  Stafe,  welche  aU  FakUven  erster  Ordnvag  aa« 
genommen  werden* 

In  dieaem  Falle,  wenn  näinlich  di»  Faktoren  erster  Ordnung 
augletcb  Grusäten  eiator  StaS»  sind,  aeaqe  ieJi  die  Mdkiplikatian 
eine  äussere. 

1&    Sind  A,  ß,  CD  Punkte,  so  bedeutet  (§  106— W) 

1)  A.,B  die  Linie,  welche  A  und  B  au  GrSnspuuk- 

ten  bat,  aufgefasst  als  hestiraniter  Theil  der  durck^. 
A   und   ß    bestimmten   unendlichen    geraden  Linie. 

5)  A  .  B .  C  Ad»  Dreieck,  dessen  Ecken  A,  ß,  Csind« 
aufgefasst  als  bestimmter  Theil.der  duich       ^9  C  ' 
b ei^  t  i  luniteu  uneudiicheu  Lbene. 

3)  A.B.  CD  daa  Tetraeder»  desaeu  Ecka»  A,  B,  C, 
D  sind,  aufgefaeat  als  kestinmter  Theil  dea  uaead- 
licheD  Kurperraumes. 

D.  h.  wir  setzen  A  .  ß ~Ai.  ß^  ,  wenn  beide  Produkte  gleiche 
und  gleidihezeidiuiete'')  Xheila  derseibea  geraden  Lioia  vecsteUan; 
ferner 

'  A.B •  C^^A\.  B\mC\f 

wenn  beide  Dreiecke  gleiche  und  gleich  bezeichnete  Tbaila  der- 
selben Ebene  sind;  endlich 

'     '  A.B.C.Dt=iA^.Bi.Ci.Dx^ 

wenn  beide  Tetraeder  gleichen  und  gleichbezeichneten  Inhalt  haben. 

16.   Sind       b,  c  Linien  von  bestimmter  Länge  und 
Richtung,  so  bedeutet  (§  28 — 36). 

J)  a,h  das  P aralielo^ramm  ,  dessen  8eite(i  gleich 
und  parallel  a  und  h  sind,  iiud  zwar  aufgefasst  als 
Fläcuenraum  von  bej^timmter  Grösse  und  Lbeoen- 
Rlclitune^^). 

2)  a.o,c  das  Späth  (Parallelepipedum)»  dessen 
Kanten  gleich  und  parallel  a,  b,  c  sind,  und  zwar 
aufgefasst  als  Körperraum  voni  bestimmter  Gredae. 

U.  h.  wir  setzen 

wenn  die  Parallelogramme,  welche  dmuli  diese  Produkte  darge- 
stellt sind,  in jpataUelett  Ebeneo  liegen,  uad  glelchea  und  gleick- 
beieichnatea  FlSckcnffadia  haben ; 

*)  Glelchbczeichnet  nenne  ich,  zwei  GroMen ,  welche  entweder  beide 
positiven,  oder  beide  negativen  Wcvth  haben. 

^>  Von  zwei  ptoweln 4ibwli  «tge  idi»  dsw  «ie  gleiclia  Ehen«a- 
Birhtnng  haben»  ,  .      .    i . 


V 
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wenn  die  durch  diese  Producte  dufestottlMi  Q^ftAm  gMolM  «i 
glelchbeieichDeten  Inhalt  haben. 

17.  Die  Seite  (rerhte  oder  ünko),  nach  welcher 
die  Ko  n  5J  t  ructio  n  einer  räumlichen  Grösse  erfoli^t«, 
bestimmt  ihren  positiven  oder  negativen  Werth, 
näiniich  ' 

1)  Zwei  Theile  derselben  Linie,  A^B  and  Ai,Bt,  «etzea 
vAt  ftls  i^l^hbezeiGhnet,  w«dd  B  vurnA  aus  nach  dcfselben  Seile 
liegt,  wie  Bi  von  Ai  aus. 

2)  Zwei  Theile  derselben  Ebene,  A.B*C  und  Jj.J^i.Q, 
setzen  wir  als  gleichbezeichnet ,  wenn  C  von  A.B  aus  «ach  der- 
selben Seite  hin  liegt,  wie  Cj  von  Ai.B^  aus,  oder  deutlicher, 
wenn  dem,  der  in  A  stehend  nach  B  steht,  C  nach  dersel- 
ben Seite  hin  liegt,  wie  Cg  dem  liegt,  der  in  Ai  stehend  nach 
J?i  sieht. 

3)  Zwei  Kurperthcile  A.B ,C.D  md  A^.B^.  Ci .  seiMP 
wir  als  gleichbeMicbnet,  wenn  D  von  AmB»C  ms  nach  dersel- 
ben Seife  hin  ilfh^,  wie  />i  von  Ai^Bf.C^  aus;  oder  deutli- 
cher, wenn  einer  menschiiehen  Figur,  die  den  Kopf  nach  A, 
Fösse  nach  B,  das  Auge  nach  6' hin  gerichtet  nat,  der  Punkt 
D  nach  derselben  Seite  liegt,  wie  Dt  einer  Figur,  die  den 
Kopf  nach  A^ ,  die  Füsse  nach  B^»  das  Auge  nach  Ci  hin  gerich- 
tet hat. 

4 )  Zwei  parallele  Flächenräume  a .  b  und  Ui .  l^i  setzen  wir 
als  eleichbezeichnet,  wenn  die  Richtung  ö  Ten 'der  Rlehtnog  u  am 
nacn  deraeiben  Seite  liegt,  wie  bi  Ten  Ot  aus. 

5)  Zwei  Korperräunie  a.h\e  und  ai*bt*Ci  setzen  wir  als 
gl  eich  bezeichnet,  wenn  die  lUchtiing  c  von  a.6  ans  nach  derselbea 

Seite  hin  liegt,  wie  Ci  von  .  aus,  d.  h.  wenn  einer  niensch- 
lichen  Figur,  welcher  die  Richtunij^  a  von  den  Füssen  zum  Kopfe 
geht ,  und  deren  Augen  in  der  Kichtung  vorwärts  sehen ,  die 
Kichtung  c  nach  derselben  Seite  liegt,  wie  die  Richtung  einer 
Figur  u.  s.  w. 

18.  Es  gieht  sieben  Gattungen  rftumiicheT  Gres* 
sen»  in  v\et  Stufen  vertheilt; 

il)  Einfache  oder  vie Hache  Punkte. 
2)  Gerade  Linien  Ten  bestimmter  Länge  und 
Richtung. 

3)  Bestimmte  Theile  bestimmter  unendlicher 
gerader  Linien. 

4)  Ebene    Flftchenrftume  yod  heatimmter 
GrOase  und  Ebenen -Richtangi 

(  5)  Bestimmte   Theile   bestimmter  UDcndll* 
III.  St  }         eher  Ebenen. 

(  6)  Bestimmte  Korperräume* 

IV*  St.    7)  Bestimmte  Kurperränme. 

Hier  kommen  die  KOrpcnrrftnme  zweimal  vor,  theib  als  Gr6s- 
aen  dritter  Stufe,  thelts  als  GrOssen  vierter  Stufe,  je  nachdem  sie 
als  Produkte  dreier  g.  L.  von  bestunmter  Richtung  und  Lfingt, 
eder  als  Produkte  von  4  Punkten  aufgefasst  werden. 

19.  Gleichbezeichnete  Theile  eines  und  desselbea 
Ganzen  geben  als  Summe  einen  4beose  bezeiclittetea 
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Theil  (loK^cIben  Ganzen,  welcher  go  gros*  l4it»-  al« 
jeoe  beiden  zusammengenommen.  8.). 

•  •  Z.  B.  A.S  und  Ai,£i  geben,  wenn  sie  ^leichs^erichtete 
Theiie  derselben  uaeiidlicnen  ^.  Ii.  sind,  zur  visumme  eiueu  eben 
so  gMehteteo  Tbeil  derselben  Liote,  welcher  *9  grow  t»tj  alis 
jene  beeiden  Thelle  numiimeiigeiMinmeii. 

20.  J  e  zwei  Grössen  der  sei  ben  .Stjufe,  aber  auch 
nur  solcbe»  kSDnev  addirt  werden;  der  Begriff  fflr  die 
Addition  eolielicr  Grössen  Iftaet  eich  allemal  bestim« 

men,  wenn  man  die  vorhergegebene  Bezeichnung  die- 
ser («rOssen  festhält»  und  die  RechDUQgsregein  aus 
Iii.  anwendet.  ^ 

Aufg.  3.    Zwei  Punkte  A  und  JB  zu  addiren. 
Setzt  man  A  \  m  erhält  man  If— ^=2(*S— ^) ,  d.  h. 

,  lii»  ist  die  Mitle  zv\  Ivetten  A  und  B,    Also  die  Summe  zweier 
Punkte  ist  die  doppelt  genonunene  Mitte  awiechen  beiden. 

•  Aufg.;  4.  2ipel  mlfwlie  Piuikto  a:4 -und  /SB  zu  addiren, 
wenn  die  Cnelfiäienten  a  und  ß  poeitiT  «ind>  d.  iL  den  Punkt  S 
m  Ümdma,  wekiier  der  GleieliiMig 


•  Soll  dieser  -Gieibliwig  genügt  werden ,  ss 


sein»  und  umgekehrt  erhält  man  aus  der  letzte»  die  erstere.  Au» 
deor  letsten  folgt  aber  die  Konetmktien:  Man  nimmt  ven  der  Unie 

AJ^  von  A  au^  den  Theil  (oder  von  B  aus^  den  Theil 

« 

CK 

jj-j-p) ,  so  ist  der  Endpunkt  dieses  Tkeiles  der  Punkt  S,  —  Also 

„die  Summe  zweier  vieffarben  Punkte  mit  positiven  KoefBcienten 
ist  ein  mit  der  Summe  der  Koefßctenten  muttipricirter  Punkt,  wel- 
cher in  der  geraden  Linie  zwischen  beiden  Punkten  so  liegt,  dass 
seine  EntfernungeD  von  diesen  beiden  Punkten  sich  umgekehrt 
Terhaiten,  wie  tile  zu  diesen  Pdnklen  gehörigen  Keeftolenlen*)/' 

Aufg.  5.   Einen  Punkte  und  eine  ger.  Linie  von  beätimmter 
'  LSnge  und  Richtung  C^B  zu  addtren;  , 

Alan  Iconstruire  eine  ger.  Linie  Tod  A  ans,  welche  mit  C—B 
2iei^  lang  und  gleich  gerichtet  ist  ;  diese  sei  D — A,  so  ist  1^ 
ms  gesuchte  Summe;  ^n  da  C^B^D^A  ist,  so  ist 


A  +  ( C-B) =A-i-  (D—A)  =^  D, 


Also  ,,die  Summe  «tines  Punktes  A  und  einer  geraden  Linie  von 
Iie8timmter  Län^e  und  Richtung  ist  der  Endpunkt  dieser  Linie, 
wenn  A  ihr.  Arnngsirankt  ist/'  .      i*  . 


1*)  Man  sieht,  das«  dieser  Punkt  der  $chweijpn|iltt  Ist,  wenn  die 
KoeMci—tee  43ewieiite  venteHes. ' 
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Auf  ff.  6.  BfaMD  vielfldieD  Paafcft  «4  imd  fliM  9»  L»  TM  Ii« 

stimmterXäDge  uad  BSchfung  C*^Bm  addntB 

Ahn  Inmfltiiiiie  eine  g.  L.  Ton  Ä^Mf  welche  mit  C^B 

gleiche  Richtung  hat,  aber  nur  —  so  lang  ist^  diese  sei/)— ii>  so 
Ist  «1^  die  gesuchte  Siuniiie.  Diemi  da'  ' 

•^v  \      C-B~a(D-A)  i8t,  Bo  ist 

Au  fg.  7.  Zwei  ger.  Linien  Yon  beistUBditer  ^CSnge  and  Bich- 
lang  B^A  und  D—C  zu  addiren. 
Mao  mache  E—B=^D-^€,  so  ist 

% 

(B-'A)'^(D--C)^{B-A)i-{E-B) = iE--  A. 

Also  99  zwei  Linien  tob  hcsHmmttr*  LSnge  and  Rkhiung  Mkt 
man,  indem  man,  öhbe  die  Länge  -und  Iticbtuüg  sn  yenndem, 
auf  den  Endpunkt  der  einen  den  AnfiMspunkt  d<6t  andern  ieot» 
dann  ist  die  g.  L.  vom  Anfangspnalcfte  'w  ealten»  aam  Enc^^Mmna 

der  letzton  die  gesuchte  Summe." 

A  II  f  g.  b.  »  ger.  Linien  von  bestiamiter  Länge  ui^  Richtung 

zu  addiren. 

Die  wiederholte  Anwendung  der  Auflösung  von  Aufg.  7.  führt 
sogleich  zu  der  Lösung  dieser  Aufgabe,  nämUüh  „n  ger.  Ltiniea 
yon  bestimmter  Länge  und  Richtang  addirt  man,  indem  man  die 
einzelnen  Linien,  ohne  Ihr^  lUcfitung  und  Länge  zu  ändern^  nach 
der  Reihe  stetig  d.  h.  so  an  einander  legt,  dass,  wo  die  eine 
hSrt,  die  nächstfolgende  anfangt ;  dann  ist  die  g.  L.  vom  Anfangs- 
imttkte  der  ersten  zum  Endpunkte  der  letzten  die  gesuchte  SiimTne.'' 

Au  lg.  ii.  Die  Summe  von  n  Punkten  Aj,  A^.,.,.An  zu  fin- 
den ,  d.  h.  den  Punkt  S  zu  ünden,  weicher  der  Gleichung 

* 

genügt. 

'  Subtrahirt  man  auf  beiden  ;Seiten  dieser  Gidchong  nU.  woH 
ein  hellehigCT  Punkt  ist»  so  «rhflII  nwn 

*  {A^^B^^(At'^B)+*...(Am'-B)n=niS-,B). 

Und  da  aus  dieser  Gleichung  wieder  die  erstere  sich  ableiten  lässt, 
so  folgt:  „Um  n  Punkte  zu  addiren,  zieht  man  von  einem  belie- 
bigen Punkte  Jy  die  g.  L.  nach  den  n  Punkten,  legt  sie,  ohne 
ihre  Richtuug  und  Länge  zu  ändern,  stetig  an  einander  und  zwar 
so,  dass  der  Anfangspunkt  der  ersten  auf  K  (ailt,  verbindet /2  mit 
'  dem  Endpunkte  der"  letzten  dur<^  eine  g.  L.  und.  theilt  diese  Ver- 
hindungslinie  in  n  gleiche  Theile»  so  Ist  der  erste  Thelipunkt  Tsa 
J2  aus  der  Punkt  S,  dessen  nfacbes  die  gesuchte  Summe  Ist  \ 

Attiig«  10*  iBeiiebig  yieie  vielfache  Punkte-jail,  jS^»...  la 
addiren,  wenn  die  Summe  der  Koeflicisainn  «-f^-i**^*- 
null  ist. 

Setzt  man 

t 
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und  subtrahirt  auf  beiden  Seiten  («t^ß-*\,.)R,  mk  B  «in  Mie* 
biger  Punkt  bt,  so  erhält  man 

Also  da  auch  hieraus  T^ierler  die  erste  Gleichung  sich  ableiten 
lässty  so  iolgt  die  5umiiie  von  beliebig  vielen  vielfachen  Punkten 
ccAyßjR,,,,^  deren  Koefßcienteu -Summe  nicht  null  ist,  findet 
man  ^  indem  man  von  irgend  einem  Punkte  R  au9  die  Linien  nach 
A  legt 5  diese  dann  besfehllch  mit  a,  ß,,»,.  mvltlpllelit die  so 
gewonnenen  Linien^  ohne  ihre  Richtung  und  Länge  sa  ftndern, 
stetig  an  einander  legt,  so  dass  der  Anfangspunkt  der  ersten  in  R 
Mit,  dann  R  mit  dem  Endpupkte  der  le&ten  Te'bindet  und  von 

der  Verbindongsiinie  von  R  aus  den  Theil^  ^ — ■  nimmt ,  so 

« -f  p  + . . .  - 

Ist  der  mit  (c(  4  p . . . .)  muitiplicirte  Endpunkt  dic^e«  Xhelles  die 
ge.such|:j^  S^mme.".  . 

Au  fg.  IL  Die  Summe  Ton  vielfachen  Pupbten  m'A,  ßB,,.,^ 
zu  finden    wenn  or-f/'-l'*    >  =  0  Ist« 

Man  subtrahire  von  nA-f-ßB-^-.,,,  den  Ausdruck ^a-f/ +  •••)  ^> 
so  wird,  da  diese  subtrahirte  GrOsse  null  istj   der  Werth  der 

Summe  nicht  geändert  j  also  ist  ' 

«•      ,  • 

«J-|-<?Ä+*..;,  =  a(^  — 11)4/3(5  — + 

Also  „die  Summe  von*  vielfachen  Punkten,  Heren  Koeflficienten- 
sumiiie  null  ist,  ist  eine  i?.  L  von  bestimmter  Länge  und  Rich- 
tung, die  man  druhirch  findet,  dass  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  R  diej^.  L.  nach  den  gegebenen  Punkten  zieht,  diese  , 
nifC  dM  diiesen  htikteit.xiigeh^^  KoefBdeoten  mulflpKciit»  und 
M  PrddukjM  additt««  ^  ^'  •  /  -  • 

Avfg.  12.  Zwei  Tbeile  A.Jß  und  CD  von  Linien,  die  sich 
in  E  schneiden,  zu  addiren. 

Man  mache  E.F  gleich  A.  B  und  E,  G  gleich  CmD^  so  ist 
A.B^C.n  E.F^  E\a^E.{F^G)^'2E.S,  wenn  S  die 
Mitte  von  F  und  G  ist  (vergL  Aufs.  3).  Also  ,.zwei  Theile  von 
Linien ,  welche  sich  schoeiden ,  addirt  man ,  indem  man  diesen 
Thailen  den  Durchschnittspunkt  als  Anfangspunkt  giebt;  dann  ist 
d^edopnelte  g.  L.  Tom  Durclischnittspunlne  zu  der  Mitte  der  hei« 
den  Enopunkte  die  ge^c^e  Summe ^*)»" 

Au  fg.  13.  Zwei  parallele  Linientheiie^^.^  und  C»D  \za. 
addiren,  wenn  l>eidp  nicht  gieiciilang  unfi  ai^glekJi  ee^^ngesetat 
gerichtet  sind. 

Wenn  A,B  und  CD  parallel  sind,  so  muss  D — Cgieich 
*  «(0—*^)  sein,  wo  u  irgena  eine  positjre  oder  negative  Zahl  ist. 

^ ", '  ', ~"  •  •  .  * 

V: '  ^  Durch  ioicihe  MultiplikatieB  mit  einer  Zidilgröise iadott  sich, 
nie man  leicht  sieht,  wenn  a  positiv  ist,  die  Richtqag  .aiÄt »/wahrend 
dtf"  Tifinirp  im  VerhfiTtniss  l  :a  sich  ändert;  und  ist  •  negativ ^  ao  wild 
die  Hichtung  die  ealgegengesetzte. 

^  Diese  ist  zi^leich  die  Diagonale  des  Parallelogramms,  welches 
jene  Linlentheile  sn  Seiften  let^  iNRiias  man  si^j  daas  die  Somme  der 
Linientheilc  die  trttei«tt;e*alite  UjoA  iat/  ipiie  «e  ••UnienftlMie 
Kräfte  ventellea.  .  /r     >  - 
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0a  miB  A,B  gleich  A.(B^A)  A.A  sach  no.  ift.  mä 

i«tt  so  liat  nuui 

A.B'^C.D=zA.{B'~A)^C.(D'~^Q 

Ist  die  Summe  A^aC  gleick  (l-|-a)^  (vergi.  Aii%.  4.)»  fio  wicd 
iler  letzte  Aiu»druck,    .  . 

=  Ä.  (1  +  a)  (Ä— J) = Ä .  (Ä— A + O  , 

worin  eine  einfache  Konetntktion  jener  Smnme  liegt 

Au(i^^.  14; '  Zwei  gleich  lange  und  eotgegeDgeöetzt  geüciitete 
Liuientheite  A,B  und  C.  I)  zu  addiren. 

Liegen  beide  iu  derselben  s,  Lt,j  ao  ist  die  Suitime  uuii.  iai 
diee  nicht  der  Fall»  so  ist,  wef        C=-(i?— ^)  ist« 

A.BfC.B=A.(B^4i-¥C.{D-^C) 

=A.{B-A)^C.(B^A) 

=z(A-^C).(B^A). 

«  >  m  % 

f 

Dann  ist  die  Samme  also  eb  FlSchenranm  Yon  betfimmter  CSitae 
und  Ebenen  «Rfciitaog*). 

Aui^.  15.  Zwei  Fiächeuräume  voa  beätiumitef  Grusse  uml 
EiienenriätiiiMt  a.ö  und  e*d  zo  addiien.  > 

Siad  die  £benen  paraUei,  «o  kOnnen  sie  adboo  nach  do«  19. 
addirt  weiden,  eiod  sie  es  niclit,  so  werden  hode  Ebenen  eine 
Richtung  gemeinscliaftlich  haben.  Es  sei  e  eine  g.  L«,  welche 
Aese  Richtung  hat»  und  a,ö  gleich  e*f,  Cmd  gleich  e*g,  so  ist 

Au  fg.  16.  Zwei  Theile  A.B.C  und  D.E.F  bestimmter 
EbeneD,  die  nicht  parallel  sind,  zu  addiren. 

Sind  ^  Ebenen  nicht  piaiallel»  so  werden  sie  inch  ecfaieldea. 
Es  sei  G.H  ein  Theil  der  Durchschoittsiinie,  und  es  sei  AmBC 
gleich  G.M.J,  D.E.F  fgMä  G.H.K^  so  Ist 

A.B.C^  D.E.F-  G.H.J^G.H.K 

wenn  5  die  Mitte  zwischen  J  und  K  ist.  Also  „Zwei  Theile 
nicht  paraileler  Ebenen  addirt  man,  indem  man  sie  als  Dreiecke 
darstellt,  deren  gemeinscbaltliche  Grutidseite  in  dem  Durchschtiitt 
beider  Ebenen  liegt;  dann  ist  das  Doppelte  des  Dreiecks» 


*)   IVle  die  Stimme  swcier  Lfadeatheile,  die  nicht  in 
Eham  liegen ,  su  behamleln  sei ,  InuM  i^  Mk  mUki  aaiÜInMi 
ilnsManagtl.     5L  n.  $»  m.). 
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achen  den  Spitzen  jener  Dreiecke,  die  iresttchte  S|niMi<*. 

*  Amt  f.  17.  Zivei  Thmle  A.B.Cmd  JUlE.  F  pttnUelec  fib«- 
Ben  zu  addiren. 

Sind  die  Ebene?»  parallel,  80  niusM  {K — 1)) ,{F  —  D)  t^leicli 
a(B'^A).(Cr'A)  geseUt  werden  kUnneii«  wo  a  eine  Zahlgrü«$i>e 
ist  Dann  ist  ' 

= (il  +  «Z)) .  (B ^) .  ( C— ^) 
wem  die  Summe  voo  A-^uD  ütt  Der  letaete  Anednick  Ist 

worin  wieder  eine  einfache  Konstruktion  liegt.    Ist  jedoch  «=—1,  ^ 
d.  h.  äiiid  Uelde  FlUchenräume  gleich  gross,  aber  entgegengesetzt 
beatiehnet,  so  ist  A-\^aD  eine  g.  L.  von  bestimmter  Richtung 
uid  LSnge  (Aufg.  11.) ;  ist  diese  gleich  l^€r,  so  ht 

also  die  Summe  dann  ein  Kürperraum. 

Aufg.  IS.  Einen  Thei!  A.B,C  einer  bestimmten  Ebene  nnd 
einen  Körpenaum  {1J~A)  ,(B—A).{C — A)  zu  addiren. 

il .  B .  C+ ^ ) -(Ä— il) .  (C— ^) 

=  ^ .  (1? — ^) .  (C—  .4)  -f  (D-^A) .  (Ä— .  (C^A) 

woraus  der  Begriff  dieser  AddiHon  leicht  hervorgeht 

21.  Ein  kombinatorisches  Produkt,  dessen  Fakto- 
ren erster  Ordnung  Grössen  (n — l)ter  ^Stufe  sind, 
welche  aber  alle  in  einem  und  deraselbeo  Gehiete 
•ter  Stufe  liegen,  oenoe  ich  ein  eingewandtes  Pro- 
dukt, und  zwar  ein  auf  jenes  Gebiet  bezügliches, 

B.  ein  kombinatorisches  Produkt  von  Linieotlieilen  in  der 

Ebene,  oder  von  ElieneBtheiien  Im  Räume. 

38.  Wird  von  jetzt  an  die  Süssere  Multiplikation  durch  blos- 
M  Aneinailderschreibea,  die  eingewandte  MnItipKkation  dutch 
einen  zwischen  die  Faktoren  gesetzten  Punkt  bezeichnet^  so  ver- 
stehen wir  unter  dem  eini?ewandten  Produkte  AB.AC, 
^«  B,  C  beliebige  Grossen  sind,  das  Produkt 
^ßC,A,  in  welchem  ABC  w  ie  ein  zu  A  gehöriger  Koe  f- 
ficient  behandelt  wird,  vorausgesetzt,  dass  das  Pro- 
dukt auf  das  Gebiet  von  niedrigster  Stufe,  in  welchem 
^»  B  und  C  zugleich  liegen,  bezogen  wird. 

Aufg.  19.  Das  aal  die  Ebene  ABC  bozOgllche  Produkt 
«Weier  Lulentheile  AB,AC  zu  finden. 


**)  vergl.  no.  IS. 


Nach  nn.  2^2  \p>t  dasselbe  gleich  ABC.A;  d.h.  „da«  Produkt 
zweier  Linientheiie ,  derer»  Linien  steh  schneiden,  ist  der  I>urdi« 
Schnittpunkt,  verbunden  mit  einem  Theil  der  Ebene  als  hioe(üd 
enteo.*'  Deokt  man  sich  einen  Theil  der  Ebene  als  Einheit  a» 
senemiMD,  so  wcrie«  die  BbeoentlMiley  nil  dcneo  die  Paukte 
'behaftet  sind ,  wirkliche  Zahlgrussen  und  Produkte  erscheine« 
als  vielfache  Punkte;  doch  müssen  dann  alle  zu  vergleichenden 
Grössen  in  derselben  Ebene,  auf  die  sich  die  Produkte  beileheiiy 
liegen  (wie  dies  in  der  Planimetrie  immer  der  Fall  ist). 

Aufs:.  V.).     I>as  Produkt  dreier  Linienthelie  ^C*  ^€ 

in  Bezug  auf  die  Ebene  ABC  zu  linden. 

Aufl.  AB.AC.BC^ABC.ABC^(ABC)*. 

Au  fg.  21.    Das  ein!!:ewandte   Protlukt  zweier  Ebenentheile 
ABC  und  ABD  (in  Bezuu  auf  den  Küruerr aum )  zu  iiuden. 
Anfl  ABC.AßD^ABCD.AB. 

»  An  fg.  22.  Das  eingewandte  Produkt  Ebenentheiie 
ABC,  ABB,  ACD  zu  finden. 

Aufl.  ABC.ABD.ACJ[>^ABCD.ABCD^^(ABCBy.A 
A  u  f  g.  23.  Das  ein&[o^vandte  Piodnkt  TOtf  viflr  EbeDentheilen 

ABC,  ABD,  ACD,  BCD  zu  fnnlen. 

AufL  ABC.ABD,ACD,BCD=^(ABCDy. 

Anm.  Das  Produkt  zweier  Ebenentheile  giebt  also  einen 
Linicntheii,  das  dreier  einen  Punkt,  aber  jener  Linientheil  und 
dieser  Punkt  h  ilx  ii  dann  uoch  emen  Raumtbeil  oder  ein  Produkt 
von  Rauiutheilen  aiö  Koeflicicuten,  und  nimmt  man  einen  Raum- 
theil  als  Einheit  an«  -  so.  gelten  dieneKo^cienten  In  wirkliche  Zahl- 
grSssen  filier. 

Dies  etwa  sind  die  wesentlichsten  BegriflTe,  welche  in  dem 
ersten  Theile  meiner  Ausdehnungslehre  vorkommen.  Aber  es  ist 
unmüglich,  von  der  unendlicbc^n  Fruchtbarkeit  dieser  neuen  Me- 
thode für  die  Behandlung  nieht  nnr  der  Raumlehre ,  sondern  über- 
hjanpt  aller  Wissenschanen,  welche  auf  rSumficbe  VerhSltaisse 
sUmtikgehen ,  hier  auch  nur  einen  oberflfichlichen  Begriff  zo  geben. 
Ebenso  wenij?  konnto  irb  hier  die  Beweise  liefern,  dass  in  der 
That  die  in  Iii.  gegebenen  liechnunsjsregeln  Air  die  einzelnen  hier 
dargelegten  \  erknüpfun^sweisen  gelten  ,  sondern  auch  hier  muss 
ich  aul  meine  ausiührhche  Schrift  verweisen,  in  welcher  diese 
Bitweise  in  aller  Strenge  geföhrt  sind ;  und  wo  zugleich  £e  Evt- 
wicloelttig  «Iberaü  in  der  Art  fortschreitet,  dass  aÜefi  WKIIdlhr- 
liehe,  was  lioch  in  der  Aufstellung  der  TStsehiedenen  Be^^e  n 
liem-scbeiiit'i  TCMcbkviiidet^' ■  <k->il,^.i//* 
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OlbserYation  ^eometrique,  au  8iijet  du 
proMdme  tralte  p.  asfil»  du  V«  yoL  de 

ce  Journal. 


Par 


le  docteor  J.  R*  Boyman. 

ä  l*^cole  superieare  de  Malmed^. 


Dteiv«s'jiavle.«nmcft  ir  d'no  angle-'^C  (Tab.  V.  1.) 

un  cercle  quefconqne ,  (]u\  coupera  les  deui  cAtes  de  l'angle  en  i 
et  C  ^levez  h  ces  poiuts  les  uerpcDdiculaires,  qui  sp  rencontreront, 
comme  on  sait,  sur  la  circonference  en  uti  poirit  />,  et  abaissez  du 
poiot  JJ  la  perpendiculaire  DP&\u  la  droite,  qui  Joint  les  deux  puiuts 
A  et  C  Menei  en  outre  entre  les  deux  c6M8  de  Tangle  par  le  poiot 
encore  «oe  drdife  GM  k  volonte»  et  eirconscrivez  au  triangle 
€rSH  un  cercle ,  qui  coupera  le  premier  en  F.  Si  maintenant  on 
Joint  DG,  hH  et  FG ,  FH ,  on  trouvera  <ADC—<,GFH,  niais 
comme  s^»^'^^      pl"S  petit  que  on  aura  aiissi  <^ADC 

plus  petit  que  <^GDH,  Ainsi  dans  les  deux  trian^les^  /JC  et  GDH 
on  a  <ADCjAvi»  petit  que  <,GDU,  DÄ<,D(S,  DC<DU,  donc 
A€<^GH.  W  la  droite  GH  ayant  4tf  men^  k  tolottt^  par  le 
point  Py  on  est  condait  au  theoreme  suivant: 

„  Si  entre  les  cotes  d'un  anj^ie  donne  on  tire  une  ügne 
„  firnite  quelconque  et  que  du  poiot  d'intersection  f]es  deux  per- 
„  {teridiculaires  eievees  a  ses  extremites  sur  le^^  rotes  de  Tangle 
,ou  abaisse  sur  eile  la  perpendiculaire :  le  pied  de  cette  per- 

Eendicnlalre  est  an  poiat  ^1 ,  que  la  ligne  droite  est  la  droite 
i  plus  courte  qu  on  puisse  liure  passer  par  ce  poiat  entre  les 
,od(es  de  Tangle  donn^. 
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Maintenant  qn'aprds  avolr  tird  BP  on  d^rive  sur  la  Hgne  BP, 

comme  diametre,  un  rcrclc  qui  roiipe  la  droite  AC  en  Q,  et  qu*on 
jnisjDe  aussi  BQ'.  alors  on  aura  \  DPAcsD  ^AQB  ei  ^BPC 
co^CQB,  d'oü  resulteot  ies  proportions  suivantes: 
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APiDP^BQA:Q, 

DP:CP=CQ:BQ. 

Si  OD  moltipli«  ees  demc  prc^rtions  teime  a  terme»  od  tronvin 
la  snivante: 

AP:CP=CQiAQ. 

De  la  resuUe 

AP-^CPiAPszCQ+AQiCQ, 
ou  ce  qut  revieot  au  memo: 

AC:AP=^AC:CQ, 

d'oä  1*00  coDdat: 

AP=^CQ. 

Nous  venons  donc  fle  demontrer  !e  th^oreme  suivant: 

„Si  par  Tin  point  entro  les  rotes  d'llD  angle  c|iielrnnqT!e  on 
,,inei)e  la  ligue  droite  la  \ihis  courte  et  qu'on  detnve  uii  cercle 
„Sur  la  lii?iie  qui  Joint  ce  point  au  soinmet  de  Taiififle,  comme 
,,diametre :  la  droite  la  plus  courte  sera  coupee  par  la  circon* 
,,ference,  do  nuHiieiie  quo  loa  doux  segmeata  ho»  du  ceidc 

D'apres  ce  qui  pröcede  il  n'y  a  plus  de  difficulte  pour  ttrer  k 
droite  la  plus .  courte  par  uo  point  P  douü6  entre  le$  cotea  d'ot 
angle,  comme  c'eat  auasi  iDdim  daaa  le  traiM  dM,  €ar  outit 
le  point  P  OD  a  aussi  le  poiat  Q,  qui  ddtenaiDe  sa  position.  Mais 
ce  "poiDt  est  le  point  d'intersection  du  cercle  d^crit  s\n  la  llsnf 

comme  diametre  et  (puisqu'on  doit  avoir  AP:=zCQ)  de  I  ny' 
perbole  inenee  par  le  polot  P,  laquelle  a  les  cöi^s  dt  Taagie 
donnee  pour  asymptotes. 
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der  Iiogrlk,  mit  besonderer  Rficksieht 
auf  Uir^  Anwendung  in  der  MaUie- 


Hem  Dr.  Wilhelm  Matska» 


4&e  MiilmwiiH  ' 
VI  ter  k»  k  yUlMtpkiMkMi  lidniMliilt  mi  VinMW  ii 


• 

Allgemeia  crkeont  man  an  ,  dass  einerseits  die  Mathematik 
Bod  TOD  ihr  ganz^  vorzüglich  die  reine  Geometrie  und  Statik  dia' 
beste  Schule  für  die  gründlichste  und  folgerechteste  Anwendung 
der  Logik  sei,  und  andrerseits  dass  die  Logik  durch  die  Bemü- 
J^oogen  der  neueren  meist  deutschen  Philosophen  seit  Kant,  einen 
iebr  hohen  AufschHiinj^  in  ihrer  Ausbildung  genommen  hat.  Dess- 
Qogeachtet  folgen  diejenigen  Schriftsteller  und  Lehrer  der 
IfithiMtlky  weicile  llii«  MirgegenstlUide  «nsf&hflich  begrlBdso, 
idt  sehr  gmag^r  Aosmkmey  nocli  immer  der  Weise  EiiKlId*«  ta 
den  zTFar  für  seine  Zeit  ganz  vorzüglichen  aber  doch  Dicbt  uover- 
bcMerUclMB  Eiemeelea  der  Geometrie;  was  um  so  weniger  zu 
billigen  zu  sein  scheint,  als  heut  zu  Tage  besonders  an  gelehrtea 
Thülen  der  Zögling  schon  eine  höhere  ^wissenschaftliche  Vorbil- 
duDg  als  vordem  mitbringt  und  als  man  durch  den  ungeheuren  Um- 
den  die  theoretische  Mathematik  schon  erlangt  hat,  haupt- 
wilich  auf  übersichtliche  und  gedrängte  Darstellung  des  Lenr- 
giaten,  jedecli  olme  dabei  die  Deiitlfbbkelt  und  GrflndltcbMt 
•isser  Acht  lu  lassen »  Itia^niarbeiten  sich  gedrungen  sieht  Paiwa 
muge  es  mir  erlaubt  sein,  in  dem  wegen  seiner  Tendenz,  TOnfig» 
lieh  Lehrern  höherer  wissenschaftlicher  Bildungsaastalten  zu  die- 
nen, am  besten  hiezu  geeigneten  vorfrefliichen  Archiv,  durch  fol- 
gende Winke  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  die  Ver- 
besserung der  Anordnung  der  Lehrsätze  ihrer  Wissenscbait  und 
der  logischen  Form  ihrer  Beweise  zu  lenken. 


TheU  VI. 
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Feher  unmittelbare  FoleerunseD  aus  hypothetischen 
UrtheileD  mitteis  der  Ümkebraog  oder  der  Contri- 

positioD. 

1.  Die  UmkehruDg  eines  hypothetischen  Urtheils  besteht 
in 'der  Verwechslung  oder  Umstellmig  des  Grundes  und  der  Folge, 
der  Bedingung  nod  des  Bedingten*  Mem  man,  die  Folge  alsGnnd 
setzend,  auf  ^len  Grond  als  Folge  zurfickschliesst  Die aUgemetoe 
Few»  dee  i^>etlietiBihen  ürüiiä» ia^  nfwKifc;  f'.' 

\, Weg»  it  M,  M  Ist  J»|<<  ' 

daher  die  form  seines  Uiniirekehitl^ps 
,,Weno  ^  ist«  80  ist  4/* 

Dieser  Schluss  aus  dem  Bestehen  der  Folge  auf  das  Bestehen 
des  Grundes  ist  jedoch  nicht  notiiwendig,  sondern  bloss  etwa  zu- 
fallig richtig,  oft  sogar  ganz  unrichti«^.  Denn  das  h\n|)othetischc 
ürtlif»»!  spricht  miT  die  einseitige  .'inffiffkoit  der  Fols^e  Tom 
Gnitxle  aus,  setzt  aber  ke!n»>s^vefrs  iimjjekehrt  die  Verknüpfung  des 
(iruiHles  mit  der  Fol^e  als  ruf  Ii  wendig  voraus.  In  dent.  Wesen  des 
Grundes  liegt  es,  dass  er  die  Folge  nach  sich  zieht;  aber  die 
Folge  alt^eintiD  gedacht  Ininn  in  besobderen  FiWpn'  v^rsehicdeBe 
Gründe  haben.  Setzt  man  daher  eine  gewisse  Folge,  so  mnss 
man  darum  noch  nicht  diesen  oder  jenen  bestimmten  Gmnd  setaea» 
Die  Folge  wird  im  hypothetischen  Urtheile  mir  gesetzt»  wenn  vnd 
wiefern  der  Gnmd  gesetzt  wird;  allein  dieses  Setzen  des  Grundes 
erscheint  an  sich  bloss  möglich ,  nicht  aber  unbedingt  noth wendig.  — 
Die  Güiti^eit  eines  umkehrenden  hypothetischen  Urtheile  muss 
demnach  jedesjuai  erst  eigens  geprüft  und  wo  mügiich  erwiesen 
werden,  wenn  man  ihrer  versichert  sein  soll. 

So  ;e.  B.  beweist  die  Geometrie  den  Satz : 

„  Wet)n  Paralleiogramme  gleiche  Cinradlinieo  afldfiOhsB  haben, 

so  sind  sie  gleich  ;  **  .  *■  . 

allein  imigekehrt  darf  man  nicht  schli:essen:     '       '  '  * 

„Wenn  Paralleiograromin.  gisink  silid^.  .SS  haben  ga»  fj^M^ 
Gnindlini«n  undiHShetS;''  ^ 

Mb  di«B  findst  nur  In  g^hx'  WtySer^  Ffilton'  statt,  und  kann 
alkd  Inten  gar  nicht  allgemein  betrlesen  Werden.  D^  Sata  dagegen: 

.  '  ^\Venn  Paralleioo^amme  von  gleichen  Grupdlinien.  ^eicbe  Ho- 
lten nalien^  80  sind  sie  gleich'* 

darf  man  zwar  in  den  ibigenden  umkehren : 

,,'iVenn  Parallelo^rramme  von  gleichen  Gnmdiuiieq^gloiclK  sand^ 

so  haben  sie  gleiche  Üulieo;^'.  ■      ^  ,     ,      '  . 

attein  seine  Gültigkeit  muss  erst  nachgewiesen  werden. 

2.  Die  Contraposition  eines  h>'potbetiscben  tJrtheüs  be- 

steht  in  der  T%t?n].«rhiing  sowohl  (k\s  Orundes  als  niirh  der  Folge 
mit  ihreni  (  ontradictorischen  Gegentheile  und  in  der  nachherigeo 
Umstellung  dieser  Gegentheile.  Man  folgert  also  hier  aus  dem 
Gegentheile >  dem  Mchtbestande^  der  Fo^e  das  Gegentheile  den 


m 

dl«  wnd  aaC  Abs  dM  aUgemcfii  liypatMiacliMi  UrtUk. 

„Wenn  A  ist,  ist  1?"  f  ' 

Mbliesst  man  taemlich:  * 

^Weim  B  nicht  ipt,  ist  aucli  ^  nicht."  '  ' 

Ditne  unmittelbare  Folgerung  aus  einem  hypothetischen  Ur- 
tyife  din&  ContrtipöittlMvMt  lederzeil  jitn^ngb  Jogiseh«  G«ltig. 
IdAÜ  Denn  eigentiicli  ist  sie  ein  abgelcärilv^yilMlMpahili^SMi^ 
io  ^Hifliebender  Schius8^^ei8e,  ein  Etithyroein  der  zwlitMiOrdnungj 
in  welchem  der  Untersatz.  Mi\t ,  durch  den  die  Fol^^e  nuf^eholtcn, 
wird.  In  der  allgemeinen  l^arm  zum  aufhrlieDdeQ  ny^othetisclien 
Scbiuss  vervollständigt  lautet  .sie  daher  also: 

,    .Obersatz:  „.Wenn  A  ist,  so  ist  B."  ' 
'  '^Untersatz:  »»Nun  ist     nicht''  ,  ^ 

SchlusMafs:  „Also  l«t  auch  A  nicht.'' 

.  3i  Durch  die  Contrap9sition  der  bypothetischen  Urtheiie  oder 
der  durch  di«  unmiH^hulW'Flilg«rbtfg'll&^egetilt#H^^ 
aus  dem  Gegentbeile  der  Fofge  eines  hynothetiscben,CfllNMlr;lEi^ 

man  in  der  Mathematik,  Iiesonders  in  der  reinen  Geometrie,  wo 
die  meisten  Lehrsätze  hypothetisch  ausgesprochen  werden  oder 
sich  wenigstens  hypothetisch  aussprorhon  lassen,  nus  sehr  vielen 
Lehrsätzen,  sobald  sie  er\vi«'s<'f)  sind,  amloro  unniiU<"IIiar  ersclilirs- 
sen  ;  ohne  dass  man  wie  Euklitl  uinl  f^eiue  iNarimhmer ,  erst  noch 
eines  indirecten  Beweises  für  sie  bedarf  oder  über  ihre  strenge 
Gfiltisiceit  auch  nur  den  mindeiteii  ZwMfel  tu  hegen  vermag,  ue- 
wöhnuch  wild  man  dabei»  zur  Aufliellung  der  ElnaicbU  bloss  dso 
schon  bewiesenen' Lehrsatz  nachträglich .  den  daraus,  abzuleitenden 
Folgesatz  aiier  anfänglich,  iu  der  bypotlMtischen  Fdkm  auszuspre* 
eben  haben»  und  dem  letzteren  dipn.,eff(t  npcli  den  angemesneiisw 
i|irachiichen  Ausdruclc  ertbeilen.        •  ^ . 

Durch  einen  solchen  Vorgang  drängt  man  jkicht  nur  den  Lehr^ 
gegenständ  mehr  'znsammen  was  bei  dem  gegenwärtigen  Um* 
fange  der  zu  lehrenden  Wissenschaften  schon  höchst  Noth  thut  — 
sondern  man  verschafft  auch  dem  Lernenden  einen  helleren  Blick 
in  die  Natur  des  Lehrgegenstandes  und  in  den  Zusanunenbang 
miner  Wahrheiten.  ( 

So  z«  B.  beweist  man  in  der  elienen  Geometrie  mich  Euklid 

einzeln  und  nach  einander  folgende  i  nhil 

m)  „Durch  den/selben  Punkt  kann  mit  f^in.ef  Ge^^^f *  i|9r  eine 
f^fp^  %<;f de  parallel  gezogen  werden. «  ^ „  ;  ;^  : 

jb)  »»Eine  gerade  Linie,  welche  eine  von  zwei  parallelen  sshisi^ 
det.  muss  auch  die  andere  schneiden.'' 

c)  „Zwei  gerade  Linien,  welche  zu  ders^lbötf' dritten 'wallel 
mtiäAp  mOssto  aueh  unter  sich  parallel  sein.**  ^  i.  // 

•  Nun  sind  die  beiden  ersteren  Sätze  nlclrts  wiStt^  ati'V^rscfailii- 
dene  Ausdrfldce  des  hypothetischen  Satzes:  •»!  >i  lirj 

f^  ^^»Wsnn  iwsi  Günde«  -rieh  ..scJineMni»  so  MnamtM  .nicht 
zugleich  zur  nemlklm  dritten  psralAel  sein  »  • 
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der  also  allein  zn  heweiHen  komnit.  Und  daraus  folgt  sogleich 
ohne  allen  Beweis»  bionH  durch  CootrapositioD  der  dritte  Satz  zi* 
DftcM  in  der  hypothetieehen  Fenn: 

yySiad  2H-ei  Geraden  zu  eioer  dritten  pacaliel.  bo  ächpe4deii  sie 
•Ich  nicht,  d.  h.  sie  sind  auch  za  einander  p&nülef 

Man  bedarf  daher  hier  nur  £ines  Beweises  statt  dreier. 

4.  Die  Umkebrnng  eines  hypetlwIlscheD  ürthells  llhit 
jed«M:h  dann  auf  ein  wahres  Urtheil,  oder  man  sehliesst  rieh» 

tig  von  ä^m  Bestehen  der  Folge  auf  das  Bestehen  des  Grundes, 
wenn  man  überzenpjt  ist,  dass  nur  bei  dem  angeführten  Grunde 
die  Folge  nothwendig  lipsteht,  oder  dass  ein  bestimmter  Grund 
und  eine  gewisse  Folge  einander  gegeuäeitig  bedingeo,  unumgäng- 
^lleh  mit  einander  stelän  mid  falleiu 

Hier  läset  sich  nemlich  das  gegebene  bypethttiscbe  UiHmU 
In  der  Fenn  auMpwcben: 

„Nnr  wenn  A  ist,  ist  auch  S;** 

uud  mau  schliesst  daraus  mit  voller  logischea  Strenge:, 
„Wenn  B  ist,  mnss  auch  A  sein." 

Denn  in  einem  solchen  Falle  gilt  da^  gegebene  Urtbeii  eigent- 
lich foigeuden  zweien  gleich:  * 

«Wenn  A  ist»  ist  auch  B,** 

nnd 

„Wenn  A  nicht  ist,  ist  auch  ß  nicht.*' 
Aus  dem  ersteren  folgert  man  aber  mitteis  seiner  Umkehrung: 

9, Wenn  B  ist,  kann  ^  nnter  andern     ^  neb;*' 
nnd  ans  dena  sweiten  UrtbeOe,  mittels  der  Contrapositbn :  , 

„Wem  B  Ist,  ist  auch  A;'' 
inithin  aus  beiden  Urtbeilen  zusammen^  wie  phen: 

'  „Wenn  B  ist«  mnss  an<di  A  sein." 
Z»  B.  de»  Ssti  der  Astrenemle:  . 

„rvur  wenn  die  Erde  die  Gestalt  einer  Kugel  hat,  ist  ihr 
iScbattee  evf  dem  verfinsterten  Monde  jedesmal  iSeisrund,"  ' 

berechtigt  uns  zn  dem  Schlüsse: 

„Weil  der  Schatten  der  Erde  auf  dem  verfinsterten  Monde 

iedesmal  kreisrund  sich  zeigt,  so  muss  die  £ide  die  Kugelgestalt 
iahen.  <*  '        .      ..  -  . 

£bensD  ^dülesst  mnn  ans  den  geenetriscken  Satze: 

„Wenn  zwei  Paralleloeramme  gleich  sind,  so  haben  nie  dfo 
Giundlipien  im  Teikehrten  VerbAitnlase  der  Hoben " 

ndt  SIcberbeit: 

„Wenn  zwei  ParaUelogramme  die  Grundlinien  im  verkehrten 
Yetbiltninse  der  Hoben  bdwn,  so.  cdnd  «le  gMcb.« 
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S.  Diese  leMira  Scfclmireige  wM  to  der  Mallmatik,  beson» 
ders  iD  den  AnweDdungen  der  Aleebra  auf  Geometrie«  Mechanik, 
Physik,  AslroBomi«  iL  dgi.  und  in  der  fidheren  Analysls  bftnfig 
•ngewendet.  - 

In  dei)  gemeinen  alffehndscheii  Forschttngen  dieser  mathe-' 
matitfchen  Doctrinen  erscheinen  nemMch  oft  geivisse  Grössen  in 
einem  solchen  Znsammenhan&^e)  dass  überhaupt  die  «wischen  ihren 
Zahlwerthen  bestehenden  Beziehungen  theils  durch  Gleichuntjon, 
theils  durch  Ungleielnnii^en,  theils  auch  noch  durch  sonstige  Be- 
engungen ausgesi)rot:hen  werden,  welche  zusammen  gefasst  ein 
System  von  ßezienungen  ausmachen ,  das  wir  kurz  mit  A  bezeich- 
nen wollen.  Tritt  nun  dasn  In  «Inetn  benonderen  FiAe  noch  ete 
System  B  von  sdichen  Betlehnngen  swi«chen  einigen  oder  allnv 
in  Betracht  genommenen  Gitann  odor  ein  System  partictilärer 
Werthe  einiger  jener  GrOssen,  und  verwandelt  sich  dadurch,  mit- 
tels  der  algebraischen  ed n et? onen,  das  allgemeine  System  A  noth- 
wendig  in  ein  anderem  nun  mehr  particoläres  System  C|  so  gewinnt 
man  daraus  die  Ueberzeugung: 

,,Wenn  zwischen  den  hetrachteten  Grossen  inshosondere  das 
System  B  von  Beziebungeo  besteht,  so  bestellt  zwischen  ihnen 
auch  das  System  C** 

Hat  man  nun  das  System  B,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  so 
allgemein  ans^enommen,  dass  nur  bei  seinem  Bestände  das  System 
C  besteht ,  was  aus  der  Art  der  Beziehungen ,  aus  den  Formen 
dnr  GMdNingen  und  der  Beschaffenheit  der  darin  vorkommenden 
KichnungsopemtioiMD  iniintenn  deigestaH  olnlonchtet,  dnsn  ninn 
wnilliUirige  ErSrtemnff  überflfissig  ersefaobt;  so  Ist  nigentlleh  dor' 
Sati  fes^entettt: 

»»Nur  wenn  iwlndinn  -  don  In  fisliacht  gonommonen  ISrtoen 
das  besondere  System  B  von  fiesiolrangeo  besteht»  kann  imd  mnss 
•wischen  ihnen  auch  das  Systeni  C  von  Beziehungen  bostehen.^' 
Fo%^ch  neUisnet  Mn  diinns  mit  Toller  Siehofboit  uKgekehtt: 

»>Wenn  das  fhnttm  C  von  Bexlohnngen  besteht»'  so  besteht 
andi  dsis  System  B," 

Meistens  sprechen  die  Analytiker  diesen  Folgesatz  nicht  erst 
noch  eigens  aus ,  sondern  benützen  Um ,  wo  er  Anwendung  findet» 
ohne  weiteres  Bedenken. 

B  e  i  s  p  i  e  1  1.    In  der  Planimetrie  wird  der  Satz  ervviesen : 

»«PaiaUebgramrae  verbattoB  sich  wie  die  Produete  ihrer 
Grandlinien  und  Höhen*'' 

sind  nemlich  P,  p  swel  Parallelogramme»  A,  a  ihre  Hllhen 
und  JB,  b  ihre  Grandlinien»  so  ist 


Pip^ABiab. 

In  dieser  Proportion  setzt  man  nun  insbesondere  P=p  und 

folgert  darau.s  aucn  AB^^ub  oder  A\a  wie  b:B, 

Man  hat  also  eigentlich  den  Satz  erwiesen: 

^Wenn  P—p,  so  Aia^b^B" 
d»  hm,  „JSind  zwei  Parallelogramme  gleich»  so  sind  ihi:e, Hohen 
den  Grundlinien  verkehrt  profKurtional;  ... 


m 

mit  «Mim  IMgtrr  IM  wjMdi       mtailt»$ii  H»  iwMg^i*!; 

d.  h.  „Wenn  zw-et  Parallelogramme  ihre  HOheo  deo  GrundAiiiMs 
verkehrt  proportional  hahen,  so  sind  sie  gleich.**  t 

Beispiel  2.  Bezeichoeu  a,  c  dfe  vieiteii  eines  geradll«; 
pigei^  Dreiecks  uQd  v  die  in.  derselbeii  OrdDimg  Ihnes  gege»^ 
Sj^rliegesdes  Winkel,  so  oewelst  die  Trigononietrle  den  allgemei- 
nen Sats:.  a*= 6*4' Cosa.  Nimmt  man  nun  das  Product 
2«'/r.cosc)r=0  an,  was  nur  dann  sein  kann,  wenn  cosa=Oy  also 
o~Ü0"  ist;  so  erhalt  man  den  Satz:  Wenn  «=Ö0",  so  is^ 
-f  c*,  d.  h.  deo  bekannten  pythagoräischen  Lehrsatz. 
.  Allein  man  folgert  daraus  auch  sogleich  unigekehrt  z^v   ^f.,;.  < 

•    „Wenn  a*=6»  +  c»,  so  0=90";**  m    ?i  l 

d.  h.  ,,Wi'nn  in  einem  Dreiecke  die  zweite  Potenz  des  Zahlner- 
the^s  einer  Seite  so  gross  ist,  als  die  zweiten  Potenzen  der  Zahl- 
werthe  der  beiden  andern  Seiten  zusammen  genommen.;  «^o»  iiegl 
der  ersteren  Seite  ein  rechter  Winkel  gegenüber." 

Beispiel  3.  Die  analytische  Geometrie  stellt  zu  etaer  Linie 
oder  Fläche,  für  eine  gewählte  Art  von  Coordinaten^  eine  Gleichui^ 
oder  ein  System  JtuMi||]|nen  gehririger  Gleichungen  auf.  wodnrcS 
jene  Linie  oder  Flache^  analystisch  vollstä^  coarakferisilt  Yf^p 
loiglldi  erweh^  4«  ^g^^  Jfii  .^te :  V \ 

f.  Wenn  eine = Lbie  oder  Vliflfce*  üb  eisc^  gewisse  Art  w&k  Cooif^ 
dinafen  diesen  aMeftbfftso  CluMikte  besitzt;  so  kommt  ihr  dW 
hier  abgeleitete  Ctleichnng  oder  dieses.  SyslemiSimsitaner  Gletdraiiv 

gen  zu."  •:'V-">1  Jr^ 

Sie  sehlieset  daraus  aber  auch  noch  un^^ehrtt-  • 

„Wenn  einer  Linie  oderFIfiehe,  bei  der  angewiesenen  Art  Ton 
roor(lir)aleii,  diese  bestimmte  Ixiciebunir  oder  dieses  bestimmte 
t;>ysteiu  von  simultanen  Gleichungen  zukommt,  so  besitzt  ste  den 
vorher  beschriebeneu  Charakter.**      '         *       .      .  ' 

So  beweist  z.  B.  di^^  Lehre  von  deii  KeigelBcbiiltteii ,  dass  io 
der  Parabel,  wenn  »  den  Parameter  eines  -Burchmessers  und 
X,  y  die  hier  gewonnlichen  schiefwinkligen.  Coordinaten  vorstel- 
len ,  die  Gleichung  =  pjc  besteht.  Andrerseits  lehrt  die  Balli- 
stik oder  die  Dynamik,  dass  im  leeren  Räume  eii^  schiel'  gegen 
den  Horizont  geworfener  Korper  eine  Linie  durchläuft,  deren  Glei- 
dnmg  die  Form  ^^  'ptc  hat;  mithin,  scbliesst  sie,  beschreibt 
dieser  KSrper  einci  ParabeL 

II.  . 

Von  der  Umkehruiig  mehrerer 
;S.ll8ailim^1lbäDgen4«T' allgemeiner  disjuB«tiver  «nd 

nypoihetiscber  Urtbeile^  . 

1.  HSchst  wichtig  ist  folgender,  zuerst  von  H sauber  *)  aufge- 
stellter Sats,  nach  dessen  Anleitung  man  aus  mehi«ren 


*)  Vergleiche  dessen  ScTiolac  iogico-mathematicae.  cap*  7»  Statt- 
gart  Vm^  und  Drobisoh  Logik.  Iieipiig.  IBM.  fi.  102:  ' 
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iiänMndeo  allgemein  bejahenden  disjunctiven  und  hypothetischen 
(Jrtn^lleo  mittels  Umkehrung  andere  unmittelbar  folgern  kaoii. 

Seien  als  gültig  anerkannt :  .    •    >  -     t  ' 

ersten  8  folgende  zuo't  disjunctive  IJrtheife  :  ' 

Der  Begriffes  kann  nur  entweder  n  oder  ft  oder  e,  oder  s.  f.  seti^. 
Der  fiegriff  2^  kann  nur  entweder  a  oder  ß  oder  y  oder  s,  L  sein; 

swfiitep«  fplgettde  |iypotlie,ti«olie  UrtMiai 


Wenn  Ä,«  ist,  so  ist  SfCi; 
WeoD  S,b  iat»  so  ist  £,ß; 
.   yfmm.  S,c  ist,  lo  Ist  S^y; 

dann  gelten  aacl|  umgeic^hrt  die  iblgeQden  hypothetischen 
Urtheiiet  *  ^  . 

,         Wenn  J^,a  ist,  so  ist  5, a;  , 

Wenn  £,ß  ist,  so  ist  . 

,  Wenn       ist,  so  ist  iS^cf    •  ,  ^  . 

•  •    II*  S«  W*  '        '  J 

Es  gepü^  nur  das  erste  behauptete  ürtheil :  ^ 

'  '  *«»Weno  Z»cr  ist;  si»  ist  4^»o*'  ,  :  * 

mn  erMlshi,:' vPsM'  dle-lMgen  ihm  snslog  sind. 

Indireptar  IBeiyels«  Wftre  der  Behauptung  suwlder  $ 
nicht     so  mfisste  ^  entweder  b  oder  e  oder  ä  u.  s.  f.  sein,' 

Wäre  S,ö,  so  wäre  nach  der  Annahme  £,ß  also  nicht  £,a  , 
„    S,c,   „    „      „     „       „       £,y  ais9  nicht  £,a 
wie  bedungen^  |i.  s«  . 

Mithin  vreos  ist,  kann  S  weder  6^  noch  noch  <l  p«s.f» 
ir^jJlgUch  nur  a  sein,  wie  behsuptet  wurde»  ^ 

DiffMtac  B#«re4s.  ilijis.  «den  wnüsfeesslitttt  WAim  disi 
JanctiTsn  und  allen  hypothetischen  Urtheilen  fol0t  der  8a|i  1^ 

-  Woofi'  S  plebt.  a  ist,  fpigtich  entweder  b  {der  c  o^  d 

u«  s.  f  ,  so  ist  ^  entweder  ß  oder  y  oder  u.  s.  also  nlcql.«{ 
imrsK:   Weoo  j!^  .nicht  a  ist,  so  ist  auch  £  nicht  et. 

Hieraus  foli^crt  man  aber  durch  Contraposition  sogklcfa  richtig 
den  behaiuiteten  »$atz:  V 

.  ,      ^  Wenn  £,a  ist,  so  ist  S,a.  * 

%  Aus  diesem  buchst  allgemeipen  Umkehnin^8gese|}|S  laiycn 
j^cb  für  die  Mathematik  viele  wichtige  Sätze  ableiten. 

Betrachten  wir  zunficbsf  ^^woi  ititt  einander  znsammenhäni^ende 
Gattunsen  von  GröHsen  ni  Absiebt  auf  Ihre  gleichzeitigen 
Veränderungen.  Gewöhnlich  beweist  mau  von  i^nen  folgende 
zwei  Sätze :      •  > 

1)  „Zu  gleichen  Grossen  der  ersten  Gattung  gehören 
gleiche  Grössen  der  andern  Gattung.** 

2)  ,)Zu  ungleichen  Grussen  iler  ersten  Gattung  gehören 

uogliSiGna  foOssen  der  zweiten  Gattuo^;  und  swar  gdiSit  |# 
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l^rSsserett  Gruwe  d«r  «nfMi  Ctatteng  eine 

Grosse  der  zweiten  Gattung, 

Hier  bedeutet  nun  und  ^die  Veiyfetchune,  w  elche  zwiscbeii 
zwei  GrojÄ^.en  der  ersten  uod  zureiten  Gattung  nesteht ;  a  und  a 
das  Gieichi^ifi  beider  Grossen,  ö  daä  Grosser-,  c  das  Kleinerseio 
•   j  ^  ;»  a     Grösser-      .     .     Kleimrseiii  . 

i.  der  etsteD  G«tt»g,  ß  das  «.d  ,        Griis^^rsein  ^ 

der  swelten  Galtung.  BfitUn  folgert  mam  mch  obigem  UmM- 
nmgsgesetie  warn  den  eiwteeeueB  sivti  SitM  noch  diese  mvei 
ngehOrigeo : 

3)  gleichen  GrOssen  der  «ifelleB  Gattung  gehSrev  ' 
gl  eiche  GfSeaen  der  efsteii  Gettm^** 

* 

4)  „  Zu  ungl  e  ichen  Grrissen  der  zweiten  Gattung  geboren 
ungleiche  Grossen  der  er^teu  Gattung;    und  zwar  gehört  zu 

einer  grOeeeren  Grdsee  der  iwetten  Gattung  eine  ?.  .  ^  

^  iciei  ner  e 

Grtae  der  erafen  Gattang." 

Beispiel  1.  Die  Algebra  beweist,  dass,  wofern  in  einem 
Producte  ein  Factor  (der  31ultiplicaüd)  ungeändert  bleibt,  ä)  zu 
cieichen  aweiten  Fadoreo  (Moltipliceleren )  gleiche  Prodode  und 
i)  zu  einem  grosseren  zweiten  Factor  (Rfnltlplicator)  ein  grosseree 
Product  gebort.  Indem  sie  ferner  bei  der  L^hie  Ton  der  Tbeifamg 
das  Pro£ict  in  den  Dividend,  den  ersten  Factor  in  den  Diviaer 
und  den  zweiten  Factor  in  den  Quotienten  fibersetzt;  folgert  ^ie 
sogleich,  dass,  bei  ungeandertem  Theiler   oder  Divisor,    a)  zu 

fleichen  Dividenden  gleiche  Quotienten  und  ß)  zu  einem  grösseren 
Kvidenden  ein  grösserer  Quotient  gebGrt. 

Beispiel  2.  Die  Planimetrie  erweist,  dass  in  'einem  Drei- 
ecke a)  gleichen  Seiten  gleiche  Winkel  und  b)  einer  grösseren  Seite 
ein  grösserer  Winkel  gegenüber  liegen.  Daraus  iSsst  sich  daher 
sogleich  folgern,  dass  auch  umgekehrt  c)  gleichen  Winkeln  gleiche 
Mten  nnd  d)  einem  grössern  Winkel  eine  grössere  Seite  gegen- 
fiber  liegen  mdaeen« 

3.  Diese  Sätze  lassen  sich  nunmehr  leicht  auf  drei  oder 
mehrere  uuter  einander  zusammenhängende  Gattungen  von 
GrUaaen  anadehnen.  Selen  nemlich  die  i>eiden  folgenden  SMnt 
efwieaeo:^ 

1)  „Zu  gleichen  Grössen  der  ersten  Gattung  gehören  auch 
gleiche  Grössen  der  zweiten,  dritten,  vierten  und  so  fort  jeder 
andern  Gattung." 

2)  „Zu  einer  grösseren  Grösse  der  ersten  Gattung  gebort  bald 
eine  grossere  bald  eine  kleinere  Grösse  einer  jeden  andern  Gattung^ 
jeoacbdem  diese  <  mit  der  ersten  in  gexader  oder  verkehrter  Ver^ 
glelchmig  stehf 

Dann  folgert  man  daraus  umgekehrt  für  jede  übrige  Ciattung 
awei  Sätze  von  folgender  Form : 

a)  „Zu  gleichen  Grössen  jedweder  anderen  Gattung  gehöreir 
auch  gleiche  Grössen  der  ersten^  mithin  auch  jeder  übrigen  uatftnng«'' 
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„Zu  eiD€r  grilssereo  Grösse  jedweder  anderen  Gattung 
^ehSrt  bald  eine  ^«iAKere ,  bald  eine  kleioere  Grösse  der  ersten^ 
jenacbdem  diese  zwei  Gattungea  io  serader  oder  verkehrter  Ver- 
gteicboDg  mit  ekwiidcr  «leben ;  ^  nltbin  gebSrt  dazu  ancb  entH  eder 
ebe  grdaavffe  oder  kMaere  GeOea»  Mer  Obrigcn  Clilt«ia>  ie  aacft* 
dem  die^e  mit  der  ersten  Oatbng  in  gcfader  oder  ▼eikäimr  Ver^ 
glelehnng  ntebt 

B  e  i  8  p  i  e I  1.  In  der  Stereometrie ^."^^  * 
fen  Geraden,  die  nebst  der  senkrechten  ins  einem  Ptaoktfi 
an  sfaie  gezogen  vrerden  die  'beiden  Sitae: 

a)  Schiele,  welche  mit  der  Senkrechten  gleiche  Win- 
kel bilden»  sind  gleich  und  haben  ihre  Fnaapunkte  von  dem  der 
•Senkrechten  gleich  weit  abstehen.  \  ^  . 

b)  Zn  e^oem  grösseren  Winkel  einer.  Schiefen  mit  der 
Senkreebten  gebort  e^  grossere  ode^  Ungern  Sdilefe  i|nde{n  * 
grUsserer  Abstand  voa  der  Senkrediten. 

Hieraus  folgt  nun  umgekehrt; 

c)  Gleiche  Schiefen  bilden  mit  der  Senkrechten  gleiche  VTin- 
kel  und  stehen  von  der  Senkrechten  gleich  weit  ab. 

d)  läne  srOssere  Schielet  irildet.  mit  dfr  Senkrechten  eipsn 
grosseren  Winkel  und  steht  von  ihr  weiter  ab. 

e)  Schiefe ,  welche  von  der  Senkrechten  gleich  weit  abstehen» 
bilden  mit  der  Senkrechten  gleiche  Winkel  und  sind  gleich. 

f)  Eine  Schiefe,  welrhp  von  der  Senkrechten  wäter  ahsteht, 
bildet  mit  dieser  Senkrechten  einen  grössero  Winkel  und  ist  länger. 

Beispiel  2.   Die  Lehre  vom  Kreise  beweist,  dass 

a)  zu  gleichen  Winkel  n  amMlttelpiinktecIeiche  Kreishocfen  , 
Kreisausschnitte,  Sehnen  und  gieif  be  Winkel  der  Söhnen 
mitden  Halbmessern  zu  ihren  Grenzpunkten,  gleiche  Abstände 
der  Sehnen  vom  Mittelpunkte»  gleiche  Sagitten  ttod  Kreisab- 
schnitte gehören;  und 

.6)  dass  an.  ein^m  grösseren  ^^1,^)^^^^^  Winkel  am  Mittel* 
panlcle  a«eb  ein  grüsseter  Kreisbögen  and  Krelsansscbnltt»  ehm 

SSooi^  Sehne,  ein  y^J^^^  Winkel  der  Sehne  mit  dem  Halb- 

m^r  am  Grenaponkte,  ein  Abstand  der  Sehne  vom 

iOttelpnnkte,  eine  gjjjj  Sagitte  nnd  ein  gjjjjj  Kreisab. 
acbnitt  gehört« 

Daraus  kann  man  sogleich  umgekehrt  schliessen,  dass  wenn 

ebner  der  genannten  Gegenstände  js^letch  ist,  auch  jeder  andere  gleich 
setn  miiss ;  und  dass  z.  B.  einer  länc;eren  vSehne  ein  grösserer 
hohler  und  ein  kleinerer  erhobener  Winkel  am  Mittelpunkte,  ein 
kleinerer  Winkel  der  Sehne  mit  dem  Halbmesser  an  ihren  Grenz- 
puokten,  ein  kürzerer  Abstind  vom  Mittelpunkte  u.  s.  f.  angehr»rt. 

4.  Selbst  wenn  die  Abhängigkeit  der  betrachteten  Gattunf^^en 
von  Grössen  In  bestimmteren  Formen  ausgesprochsn  vfird»  li&sst 
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sich  das  angrfttrto  VwkehiTvmg$^teiz  nook  beBÜtEen ,  wie  ft.  E 

bei  der  Proportionalität  zweier  (lattuntren  von  Grussen. 

Ist  nemlich  erkannt,  das8  zxvßi  Gattu^^on  von  Grussen  deree* 
stalt  zusammenhängen:  a)  dass  zu  gleichen  Grössen  einer  jedeo 
Gattung  aach  gleicoe  der  anderen  und  ß)  zu  einer  grösseren  einet 

jeden  Gattung  aücb  eine  ^^^^^^/^  gebort  und  f)  dtm 

zu  jedem  VielfacbeQ  einer  jeden  Grösse  der  ersten  Gattung  das 

Ebensovielfache     *  u  „  .       ^  ..      j  ^  ja  

der  ebensovielte  Theii  ^«  «^«^rigea  Gr««e  der  «ireiteo  Gettmg 

gehurt;  so  gilt,  vetmOfle  de« .  eryrftbiiten  UmkebiNiogsgesetieii, 
auch  der  Scbluaa  umgekehrt  von  der  zweiten  Gattung  auf  die  erste, 

^9d  i)ei4e  .Gattungen  von  Gci^ieen  bekaen  .dann  fu  einander  ^,|^||| 
propoftional .  . 

5..  Aug  'alle9  dlagin  Aelapielen  erMUet,  i^tm  hier,  «o  wie  In 
Sbnilcben  F|llen  die  Beweise ,  ja  sogar  die  blosse  Aonihrang  der 
umgekehrten  Sätie,  da  (1ie.se  für  sieb  verständlich  sind,  üherflüs- 
sig  ist,  wenn  nur  dieses  Ümkebrungsgesetz  als  dem  zu  Unterrich- 
tenden bereits  bekannt  vorausgesetzt  werden  darf,  daher  zu  diesem 
Zwecke  etwa  in  die  Vorrede  oder  in  die  Vorbegpriffe  des  betreÜMir 
dep  Lehrbuches  aufgenommen  worden  ist 


'  in, 

Uob«ff  ft»dir#eie  Beweise  und  iliM £r««l;s«ng 

durch  4^'®<^te. 

1.  Dlrecte  Beweise  lassen  bekanntlich  die  Wahrheit  ihres 
Satzes  als  Schlusssatz  aus  richtigen  Prämissen  unmittelbar  erken- 
nen ;  indirecte  BeWelse  dagegen  stellen  die  Gültigkeit  ihrer  Behaup- 
tung dadurch  äuä^^^r  Zweite!,  dass  sie  zeigen, 'mts  Gegentheil  d«- 
selben  sei  unmöglich,  in  so  fe|m  es  andern  anerkannten  Wahrheiten 
widerstreitet  Oirecte  Beweise  gewShreo  dabuer  eine  befrledigeode 
Erkenntniss  des  nothwendigen  Zusammenhanges  der  Behauptung 
mit  ihren  Beweisgründen ,  indirecte  aber  lassen  nur  den  Widerstreit 
des  Gegentheils  der  Behauptung  mit  den  Beweisgründen  erkennen. 
Denn  directe  Beweise  zeigen ,  dass  und  warum  etwas  wahr  sei  uod 
gerade  so  sein  müsse,  die  iudirecten  aber  bloss,  dass  und  warum 
•s  nidtt  IbiscIi'Bei  und  nicht  apdep»  sein  kUnne.  Durch  deri  diici^ 
ten  Beweis  werden  wir  daher  weit' inniger  von  der  Wahrheit  det 
zu  beweisenden  Sates '-darcMtmigen,  als  durch  den  indirecten 
Beweis,  welcher  uns  bloss  das  Zugeständniss  derselben  abnOthigt 
Doch  sind  darum  die  indirecten  Beweise  noch  nicht  geradezu  ve^ 
werflich ;  denn  wo  sich  die  vorausgesetzten  Disjunctionen ,  von 
denen  man  eine  behauptet,  die  übrigen  aber  widerlegt,  vollständig 
übersehen  las^icn,  wie  vorzüglich  in  der  Mathematik,  passt  der- 
selbe immerhin. .  Wünschenswertb  bleibt  es  jedoch  immer,  ,  die 
Indirecten  Beweise  UberaUt.wo  es  nur  aoseM,  durch  dlrecte  ss 
ersetzen  und  sie  nur  als  unumgSngliche  riothbebeife  su  gdbtaiMiss- 
Wie  jenes  Sraetastt  weuigslens  &  Mnchtii  ÜUeii  gAbtot  im- 
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1  ;ttm|FCh«ireii  der  ^iMlddi«  '  iaHmMi  Bmii»  M  die 

Id  den  vorangehenden  zwei  Abctclmitteo  behandeltjBiir  €on^ 
trapositjonen  hypothetischer  Urthelle  und  die  UmlLehrtu^  hypothe^ 
tbch^disjunettver  Urtheile ;  da  diedarjaus  fliessendei^  «nipittefhMei^ 
Fol^erungeD  sonst  indirect  erwiesen  werden  miissten. 

Man  wird  daher  fibertiaupt  das  indirect  zu  Beweisende  logische 
ürtheil  Torerst  contraponiren  und  dieses,  neue  (contfapoDirende) 

Urtheil  erweisen;  dann  (ol^t  daraus,  mittels  abermaliger  Contra- 
)osifion,  das  zu  erweisende  von  seihst    Soll  das  iiategorischd 


bewiesen  i^^pdsn«  m  wird  man  vorerst  das  contrapapinwida  , 

ivEin  Nicht- kann  nicht  A  sein'' 

begründen;   dann  folt^t  jenes  unmitteibar  datatttu 

Ist  das  bypothe^sche  Uctheii  !  ' 

,,Wenh  A  ist,  s(|  ist  B'^ 
VI  er\reUea>  so  zeigt  man  zuvürderst 

^     5, Wenn  B  nicht  ist,  so  i^t  auch  A  nicht.'' 

Sehr  oll  muss  l^li^r  hierbei  noch  eine  Uiugesialtung  des  Aos^nifilm 
^es  vorerst  ZV  .^rweisf ndcp  contif pMilrendeii  Ur^hsjis  rofg^noni« 

O^o  werden.  \     '  .  . . '         ,  i  , 

nWenn  zwei  in  einer  Ebene  befindtiiche  Geraden  von  einer  difl^ 
ten  unter  gleichen  Wechseiwinkeln  geschnitten  werden  (d.  .|.  so» 
(la^g  jede  «wei  We^l^hviokel  gleich  sind  und  jede  rtvei  Gegen- 
winkel *)  zusammen  goT»o!nmen  zwei  recfife  Winkpl  ausrnnrluMi), 
90  schneiden       öich  nielit,  und  sind,  aUo,,au(  eioaqder  paraüei^// 

«eiiiokt  fiuklid  MgendA  wel  äiäts«:veffaus£  t 

»In  jedem  Dreiecl^e  ist  *  '  

1)  der  äussere  Winkel  grosser  r  ab  i  jedsor  ionem  lliai  gegen- 
über lleffcude,  und 

2)  die  Summe  jeder  zwei  Winkel  kleiner  als  ZM;f4  xechte.'*  ,^ 

Aelde  lassen  «ich  nnn  in  den  Satz 'cnsamniminiebeiif  - 

^  »Wenn  sich  iwet  Geraden  schneiden ,  so  werden  sie  von  jeder 
<iritten  Geraden  in  awei  Punkten  defgestalt  geschnitten,  dass  auf 
derjenigen  l^eite  der  Schneidenden,  auf  welcher  ihr  Durchschnitts- 
punkt no«;t,  der  äussere  AVinkel  griisser  als  sein  innerer  Wech» 
^eiwinkei  und  die  iSummc  der  inneren  Gegenwinkel  kleiner  als  zwei 
rechte  ist,  kurza  si^  werden  unter  ung(«iqhe|i  Wechselwinkeln 
gescbuitteo.  '  - . 

f^raus  folgt  demnach  der  anfange  au fj;e stellte  8iitK  unmittelbar 
blo«H  duroh  einlache  €ontraposition  ohne  ^en  weitwendigen  Bewei« 
&iklids.  .  •   '  .  *    I  ./ '  .    '  .  : 


^   *)  Vergt  Kpar '  Anftugsgründe  der  reinen  Gclönulfile,  GriUi; 


Beispiel  %  Bhm  m  folst  «cfai  Mi: 

„Wenn  an  den  Beruh ninc^spunkt  einer  Geraden  mit  einer  Kreli- 
llnie  der  Halbmesser  gezogeu  wird,  so  muss  dieser  auf  der  berfih- 
tenden  Geraden  senkrecht  sein*' 

ohne  den  indirecten  Beweis«  den  er  giebt«  aus  dem  nächst  vorher* 
gehenden  Lehr^tze: 

Die  gerade  Linie,  welche  auf  dem  Halbmesser  Id  dsm  End 
pniikte  senkrecht  errichtet  wird  ,  berflhrt  die  KrelsIlDicf; 

,,7ede  andere  Gerade  aber,  die  durch  eben  diesen  Punkt  (also 
schieb  gej^eu  den  Halbmesser)  gezogen  wird,  schneidet  die  Kreis- 
Uple  noch  In  einem  swelten  nnkte*"' 

Denn  hieraus  folgt  durch  Contraposition  unmittelbar: 

,.Wenii  eine  Gerade  eine  Kreislinie  in  einem  Punkte  nicht 
schneidet,  sondern  berfihrt«  so  steht  sie  nicht  schief  auf  dem  Halb- 
messer dieses  Punktes** 

und  dieser  Satz  Ist  dem  zu  erweisenden  gleichgeltend. 

3.  Oft  kommt  zu  erv\-eisen ,  dass  unter  mehreren  muglichen 
Gegenständen  einer  Art  nur  ein  einziger  eine  beschriebene  ^i!?en> 
Schaft  besitze.  In  einem  solchen  Falle  umgeht  man  den  indirecten 
Beweis,  wenn  man  darthut,  dass,  sobald  man  sich  ausser  jeaem 
anseesddiheten  Gegenstande  noch  was  Immer  fiir  «liieB  dieser  Art 
deoKCD  will,  er  die  angefShrte  Ei||eDedieft  nicht,  oder  das  Gem- 
thell  derselben  besitzt.  Zuweilen  ist  dazu  erforderlidi,  die  DÄrf- 
tion  dieser  Eigenschaft  und  ihres  G<|sesllieiis  in  dem  moL,  enreises* 
ifiu  Lehrsatae  se  wiederheles» . 

Beispiel  1.  Seit  der  Sats  iMwiesea, Werdens 

9,  Jede  begrenzte  Linie  hat  mir  Einen  Hidblmng^mikt'% 
so  seigt  man»  dass  jeder  andere  Pnnkt,  den  man  sich  ansser  dim 
angenommenen  Halbimngsmmkte  denken  will,  die  Linie  in  swel 
Theile  aerschneidet ,  von  denen  dner  kleiner^  der  andere  giUsetr 
als  die  Hälfte  ist,  die  also  ungleich  sind» 

Beispiels.  Den  Sats: 

„Durch  einen  Punkt  i^t  anf  eine  Gerade  nur  eine  eimdge  Scdb* 
ledite  mUgllch*' 

beweist  man,  indem  man  durch  diesen  ihinl^t  ausser  der  angenom- 
menen Senkrechten  noch  eine  beliebige  andere  geiade  Linie  führt 
nnd  von  ihr  nachweist,  dass  sie  mit  der  |»e^benen  ungleiche 
Nebenwinkel  bildet, .  aUo  nicht  senkrecht,  sondm  schief  m  die- 
ser steht 

4.  Häufig  hat  man  zu  beweisen,  dass  irgend  einem  Ge^eth 
stände,  z.  B.  einer  Linie,  insbesondere  einer  c^eraden,  oder  einer 
Fläche ,  insbesondere  einer  ebenen  ,  mehrere  solche  Eigenschaften 
zugleich  zukommen,  Ton  denen  jede,  au  und  für  sich  allein  betrach- 
tet, nur  einem  einzigen  derartigen  Gegenstande  anhaften  kann. 
In  einem  solchen  Falle  denkt  man  sich,  nebst  dem  angenommenen 
mit  einer  derl^  Elgenselmll  begabten  einsig  mUdlchen  Gegenstände, 
nach  einen  weiteren  mit  einer  solchen  Ei^enscnaft,  Ton  der  liereiti 
naehgevriesen  Uk,  dass  mit  ihr  nothwendig  auch  jede  der  fibrigeo^ 
also  anck  jene  Toiamigeset^te»  veifcnfipft  »t;  nnd  aciiriesst  da^ 
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MS,  daM  jeocr  CrCf^nstand  mit  diesem  gam  identisch  "mva  mvL»s, 
CoteUdi  daM  aych  ihm  alle  übrigeo  genaonteD  £igeiicM:liaftMi 
jnKomraeD. 

Mao  habe  uüiuiich  ailgemeiD  folgende  zwei  Urtheile  bereits 
fMtgesteitt! 

1)  ,,Nur  ein  einzices  Snbject  kaDD  jedesmal  eines  der  Merk- 
mle  a,  6,  c,  il.«.-,  eiiiselii  Mitsen/' 

2)  ,.Weno  anter  gewissen  Umständen  ein  solches  Subiect  das 
M«rbiial  m  iMsItit;  ao  konunen  Ihm  auch  alle  Hbrigeii  Moknale 

■ 

Dann  gilt  auch  das  folgende  Urtheil: 

»,Wenn  unter  denselben  Umständen  ein  Snbject  S  eines  der 
letxteren  Merkmale  b,  c,  ohne  a  besitzt,  so  besitzt  ^  auch 

«II»  Obdgeip« 

■dl  h.  wenn  S,b  ist,  ao  ist  auch  S,acd,.,n 
w«toB  iS^e  lat,  so  hitanek  j$»«64.«**  . 
wenn  8,d  Ist»  so  Istaucb  S,9be*... 
Ib  s.  H'*  . 

bin  dio  Merfcmaio  rf...  kOilnon  unter  dtssoo  CiKStitedsB 

nicht  von  einander  getrennt ,  s^oni  mtr-Tsraint  bsstoks«;  sitf 
stehen  ood  fallen  nit  einander«  • 

Es  genügt  hier  nur  den  einen  Sati: 

9, Wenn  S,b  ist,  so  Ist  aach  S,acd..*** 
Itterwelsen 9  da  die  übrigen  ihm  analog  sind. 

Man  denke  sich  unter  den  hier  stets  bedungenen  Umständen 
cfa«!  einziQf  mocriiche  Subject  S' ,  dem  das  Merkmal  a  zukommt; 
däoa  besitzt  auch  das  Merkmal  b,  vermöge  des  zweiten  als 
«wiesen  vorausgesetzten  Satzes.  Allein  dieses  Merkmal  b  kommt 
nfolge  der  Annahme  dem  Subjecte  an  ond  kaoo  nach  dem 
ersten,  als  bereite  (Ür  fUl^  anerkannten  Satze,  nur  einem  einzigen 
Sttb{ecte  eigen  sein  ;^  n>igl»li  muss  das  Subject  S  mit  S'  einerlei, 
fr^nz  das  nemliche  Eine  sein;  mithin  kommt  diesem  Subjecte  S 
auch  «las  Merkwal  a  und  daher,  gemäss  dem  swetton  Satae»  andi 
die  «eiteren  Merkmale  c,  d..,.  zu. 

Beispiel  1.   Die  Planimetrie  erweist  folgenden  Satz: 

»Jede  Gerade,  die  in  einem  Dreiecke  zu  einer  Seite  parallel 
xefuhrt  wird ,  zerschneidet  die  beiden  anderen  Seiten  proportional'' 
(d.  i.  so,  dass  die  von  einer  gemeinsamen  Spitze  aus  auf  ihnen 
abgeschnittenen  Stücke  den  übrig  bleibenden  Stücken  und  den  gan- 
MB  Seiten  selbst  direct  proporttooai  sind)* 
INnser.Sate  nmgekenrt  lantet: 

»Klne  Gerade,  die  zwei  Seiten  eine«  Dreieckes  proportional 
verschneidet»  tet  snr  dritten  Seite  parallel  ond  wird  gewöhnlich 
lidiieetf  auf  folgende  Welse  aber  anck  direct  erwiesen. 

Jede  begrenzte  Linie  kann  Ton  einem  angewiesenen  Greni- 
psskte  zum  anderen  hin  in  einem  angegebenen  Verhältnisse  nur 
•nf  Eioe  Weise,  d.  i.  durch  einen  ein  zitron  Punkt,  in  zwei  Theile 

^fttheilt  werden.   Man  kann  daher  den  Einschnitt  der  Geraden  in 
die  erste  Seite  entweder  frei,  oder  erst  durch  dieses  Verhältniss  ' 
bestimmt  ansehen;  dann  th^t  auck  our  Ein  Punkt  die  zweite 
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Hifte  to  demseiben  Verhältnisse,  in  wekfacm  die  erste  beieita 
getkeilt  ist.  Ihirrh  zwei  Punkte  i^t  dot  Eine  Gerade  denkbar; 
aUo  hier  auch  nur  Eine  Gerade,  welche  die  zu  ei  Seiten  in  gleichm 
VffhtflBWrii^wfcwUgt.  Dvck  «teoi  PttAt  kt  »  ^o«r  de» 
dm  wn  Eine  fNirallcfe  Gerade  nSeM;  abe  dnrch  jeina  IM 
litigiipiifikt  der  eretMi Seite  auch  M088  Eine  parallele  Gerade  nr 
dritten  Seite.  Die^e  parallele  zcfadboeidet  aber  die  beiden  aadt^ 
yet^,  Seiten  in  ^rleicheni  ^'erhS!tni?J«le.  Mithin  ist  Jene  proportional 
zerschneidende  Gerade  mit  dieser  paiaiieleo  ideoüscli«  d« 
parallel  zur  dritten  2Seite. 

Beispiel  2.  In  iedem  Dreiecke  hat  a)  jeder  Winkel  nur 
Eine  HaihirungMÜnie,  6}  aus  jeder  Spitze  I3s8t  sich  auf  die  gei»en- 
iiber  stehende  Seite  nur  Eine  Senkrechte  (allen,  r)  jede  Spitze 
kaoD  nur  durch  Eine  Gerad«  ibH  dem  Halbirungspuokte  der  G^M^ 
nette  TerhaiideD  werdeo»  mid  in  dem  Halbirangspvafcli  jedir 
Seile  Utot  sich,  om  Eine  dende  aaf  die  SMIe  MMkreokt  eiifsietfen* 

Nno  konmt  eher  im  jMakm^k&M^tm  DMedte  am  Scktitd 
desselben  derjenigen  GeraMO»  welche  die  erste  Eig^oecliaft  bcdti^ 

mich  jede  der  drei  übrigen  zu;  mitblo  mod  in  die:!em  besondereo 
Falle  die  angeführten  4  Eigenschaften  unzertremilich  mit  einander 
verbunden,  jede  einzelne  zieht  die  drei  übrigen  nach  tiich.  Dar- 
nach  ergeben  sich  als  vollkommen  begründet  aie  bekannten  4  Sätze 
von  der  Halliirutisslioie  des  Winkels  am  Scheitel  im  gleichschenk- 
ligen Dreiecke.  /  ^  "^'^^^^^^ 

5.  Zuweilen  hilft  man  sich  aiMsli  «dm  damit ,  dass  man  den 
zu  erweisenden  Satz  nicht  im  voraus  vollstSodig  in .  Zeichen  dar- 
stellt, die  ihn  erläuternde  geometrische  Figur  nicht  ganz  auszeich- 
net, sondern  erst  im  Beweise  die  nuthigen  Zeichen  oder  räm&Udwii 
(Jegenstände  einführt.    So  z.  B.  lasst  sich  der  Satz: 

„die  Mitte  der  Hypotenuse  eines  rechtwinkligeo  Dreiecks 

von  den  Spitzen  desselben  gleich  weit  ab", 

derl  Euklid  indirect  erweist,  direct  erweisen,  wenn  man  den  rechten 
Winkel  durch  eine  Richtung  so  zertheilt,  dass  diese  mit  jeder 
Kathete  einen  eben  so  grossen  Winkel  als  die  Hypotenuse  bildet. 
DeoD  diese  Richtanff  schneidet  in  Hypot^use  ein,  an  jeder 
Kathete,  liegen  gleicne  Winkel,  also  In  den  entstandeDea  heldeD 
Dreiecken  diesen  Winkeln  ,!^e<^eiidber  gleiche  »Seiten.    MitUo  ist 

jener  Einschnittspünkt  iri  die  Hypotenuse  von  allen  drei  Snitzeo 
les  Dreiecks  gleich,  w^it  entfernt»  und  also  auch  die  Mit»  ler 
Hypotenose;  .  '  "     .         »  " 

6.  Andere  Wege,  auf  denen  man  in  besonderen  Ffitlen  die 
indirecten  Beweise  umgeht,  gestatten  endlich  nicht  wohl'  eine  aH- 
^imelae  Darlegung. 

•    So  Ä.  B.  der  Sütz : 

^  „Wenn  zwei  in  einer  Ebene  enthaltene  unendliche  Geradeu  von 
einer  dritten  unter  gleichen  WechselwinkelD  ^eschoittei^  werdeo^ 
80  schneiden  sie  sich  nicht",    ■  '  = 

wird  bewiesen ,  indem  man  die  zu  beiden  Seiten  der  Schneidendes 

gelegenen  Paare  von  Richtungen,  was  hier  TnOglich  ist,  zur  Deckung 
ringt  und  nun  statt  des  hier  gewtiholiciMdi  indirecten  fieweisas 
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dlrect,  wie  folgt,  schliesst  *),  Wetan  zwei  Pakfe  gerader  Linien 
mit  einander  zut^ammen fallend  gedacht  werden  können,  ao  müssen, 
«renn  dBe  'Gmüeii  d6s  eiB«ii  Rai^is  fiicli  «ebneiden,  auch  die  des 
ftoderen  Paai^  6icb  schoftlden,   ulid  wenn  jene  von  einandi^!^ 

S »trennt  bleiben,  auch  diese  überall  ans  einander  bleiben.  Daher 
Üssen  die  beiden  betrachteten  unbegrenzten  Geraden  entweder 
zu  beiden  Seiten  der  Schneidenden  getrennt  bleiben  oder  auf  beiden 
Seiten  zusammentreffen.  Das  Letztere  ist  jedoch  undenkbar,  weil 
zwei  Gerade  höchstens  Einen  Punkt  gemeiq  haben  können ;  nuthin 
gilt  das  Kr«tere>  nSinlicli  die;  Gemden  tr^tm  Mk  nirgend«» 


IJ«b0T  die  yer.meidttng  der,  indiictorln^litfJi  Bew«iM 

Ih  der  Mmthematik» 

1...  jpie  Inductions -  Beweise  werden,  wegen  ihrer  zu  grossen 
Weitläungkeit,  in  der  Mathematik  nur  als  Nothbehelfe  verwendet, 
wo  uudere  präcise  Beweise  n^angeln  Denn  vorerst  muss  aus  meh* 
Mren  Velnielnen,  ap  o^er  nai£  einander  gereihten  JFli||en  #0 
Gemeinsame  oder  allgemein  Gfiltige  anstrahlrt  und  ala '  In  einigen 
ersten  Fällen  gültig  nachgewiesen  werden.  Dann  ist  zu  erweisen» 
dass  sobald  dies  als  wahrscheinlich  hingestellte  Gesetz  bis  zu  einem 

gewissen  Falle  gültig  ist,  es  auch  noch  bis  zu  dem  nächst  folgen- 
en  Falle  gelten  müsse.   Dadurch  erst  erlangt  inan  die  Ueberzeu- 

Supg ,  dass  das  aufgestellte  Gesetz  oder  der  zu  beweisepde  Satz 
.ng^ineibe.  Gültigkeit  besitzt;  und  der  Indud!on«beWeis  üeiaüt 
fort  TiitVoiistlndigt.  Nicht  bloss ,  dass  dadurch  der  Zug  Het 
Beweises  sif'h  sohr  A  erlänpert,  so  erfahrt  man  durch  ihn  auch  nur, 
wie  jeder  fol<;ende  Fall  mit  dem  nächst  früheren  zusammenhängt, 
keineswegs  aber  gewinnt  man  eine  helle  Einsicht  in  den  nothwen- 
digen  Zusammenhang  des  zu  erweisenden  Satzes  mit  seinen  BeweiflK 
gründeti;   die*  Kraft  des  Beweises/  der  pToötmdi,  wird 

gldcfasaiii  Verdtinlcelt  öder  Tersteckt  g^lialten.   .  "  '  . 

%  Wo.daketi.der«  Indnctecische  Bj^weia  ^li 
da  sollte  man.  iho  fanmer  järndk  fineji  anf!  neb  Ziel  fexada  Jesge- 
l^enden  i^eeten  Beweis  ersetaen* 


' '  •  Bei sfii^i  *1.  Ho  wurde  sonst  der  blnottilaelio  Lelirsabr 

jU^bra  für  ganze  absolute  Exponenten  indndorlach  eiwii^seD^  wie 
er  selbst  durch  Induction  entdeckt  worden  war.  Allein  wie  voll*- 
ständig  und  richtig  der  Beweis  auch  hingestellt  werden  mag,  so 
8:ewährt  er  doch  dem  denkenden  Geiste  keine  deutliche  und  leben- 
dige Ueberzeugung,  weil  man  nicht  den  nothw  endigen  Zusammen- 
liang  des  Bildungsgesetzes  der  Coeflteieiiten.  der  enielaen  Gliedpr 
mit  ^e^  Bau  der  Potenzen  einsieht.  Heut  zu  Tage,  wo  die  Com- 
binatiönslehre  auf  den  hinreichenden  Grad  ausgebildet  ist,  wird 
jener  inductorische  Beweis  durcli  den  dil^efoti^n  CSOnblnatQll^iieQ 
lüs  dien  ü^rzeugendsten  eraetzt.*  :  ' 
 —  ■      •          '   ■  ' 

♦)  Vergl.  De  Velcy  «l^ments  de  geom^tric.  3  <^dit.  Gen^ve  1880, 
png.  24.  niim.  29.  Ohm.  M.  ebwe  Rsamgröttenlehre*  2  Aufl.  Bev- 
Ua»  JLÖ35.   S.  111.       ^  '   '   '*  < 
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Beispiel  2.   Eh^n  so  kaon  der  iSatz: 

„Utm  Product  mehrerer  Zahleo  eibt  durch  jede  Zahl  gcMH 
fleDselbeo  Rest,  wie  das  Pioducl  «ler  Reste  der  Fedeten  mA 
dem  nemlichen  Theiler*' 

Müctortsch  erwiesen  weiden,  befriedigender  aber  diiect  laf  Iri* 
§Mide  Weise. 

Geben  die  Factoten  des  Productes  durch  den  Theiler  I  ^theitt 
die  Quoti  a,  b,  c,....m  und  die  Keste  a,  f,.  ,,,ft,  so  sind  die 
nach  einander  fofirenden  Factoreo  el-h«'»  ^+P>  ct'irf9'**'Wlii'p, 
daher  das  Product  selbst 

(at+a)  (bt-^ß)  (ci  +  y)....(«<+^i). 

Denkt  man  sich  nun  die  MuItipÜcatioo  «ni^eführt  und  dif 
Endresultat  nicht  reducirt,  so  liefert  in  jedes  Theilproduct  dieses 
eicht  reducirten  Kriffproductes  jeder  der  zweigliedrigen  Fadoren 
ein  Glied,  sein  er^ütes  oder  sein  zweites;  daher  muss  es  eio,  und 
zwar  nur  ein  einziges,  Theilproduct  geben,  welches  bloss  die  zvvei- 
ten  Glieder  der  Factoren ,  also  gar  kein  erstes  Glied  eines  Factors, 
in  sich  vereint  und  daher  =  a/?/...|i  ist  Jedes  der  übriget 
Theilprodttcte  aber  nniss  wenigsCeos  aas  Einen  Fketor  das  mm 
Glied  !n  sich  aufnehmen ,  folglich  sowie  dieeea  eiste  Glied  selbst 
durch  dea  Theiler  t  theilbar  sein ;  mithla  nimmt  es  auf  den  RmI  ; 
des  ganzen  Productes  gar  keinen  Ei nfluss,  sondern  bloss  jenes  eio 
Theilproduct  aßy^^^.fi,  nenlicb  das  Product  der  Beste 
der  einzelnen  Factpreu. 

3.  Die  neuere  höhere  Aaalysis  nimmt  es  mit  der  JadoctiM  | 

eewuhnÜch  nicht  sehr  j^enau  und  dies  nicht  ganz  ohne  Retbt  I 
oehr  oft  ersieht  man  nämlich  an  den  Gliedern  einer  Reihe,  an 
mehreren  nach  einander  folgenden  Ausdrucken  oder  Gleichungen, 
welche  aus  einer  Untersuchung  nach  und  nach  sich  entwickelD, 
ein  bestijumtes  Bildungsgesetz  so  deutlich  ausgesprochen ,  da^s  t» 
filr  natslose  WcItlSnfi^ät  gelialtea  wOtde»  wenn  man  die  voltta» 
meae  Gültigkeit  dieses  Geseties  erst  neeb  amstindlich  nacbweiMi 
wollte,  da  man  doch  den  Gang  der  successiyen  Entwickeloig 
leicht  überschaut  und  an  der  Richtigkeit  der  ohne  Mühe  hinia- 
steilenden  allc?emeinen  Formen  solcher  Ausdrücke  oder  GIeirhun?fD  , 
auch  nicht  (leu  mindesten  Anstand  findet.  Belege  hiezu  geben 
z.  B.  die  Reiheneutwickelungen  der  Exponentiellen ,  Logarithmeo, 
Sinus,  Cosinus  u*.  dgl.  mittels  der  Methode  der  unbestiauate« 
Coellicientea. 

»  r  . 

I  »  ♦  ■ 

'  ,  I 

*  ■      •  •    I  . 

V. 

Ueber  die  Ümpehunc^  der  logischen  Divisionen  und  ' 
^  '      Distinctiooeo  iu  mathem atischeu  Beweisen.  I 

Die  logiscbe  Division  fordert  die  vollständige  Aufzählung  aBtf 
einem  höheren  Begriffe  untergeordneten  und  einander  selbst  fieitre- 
ordneten  Ber^riffe.  Von  ihr  wird  in  der  Mathematik  häufig  Gebraut  h 
gemacht,  ^\  enn  die  (^liltigkeit  eines  Theorems  fflr  alle  verschiede- 
nen möglichen  Fälle  emiesen  werden  soll.  Es  lässt  sich  jeUocb 
nicht  verkennen  9  dass  dadurch  der  Beweis  weitläufig  und  muhsaiB«f 
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ZU  Übersehen  ausfüllt.  Darum  bleibt  es  vortheilhafl,  deri^leichen 
£intheilungen  und  Unterscheidungen  überall,  wo  es  ohne  Beein- 
trächtigung der  »Strenge  und  Allgemeiubeit  des  Beweises  geschehen 
kann ,  bei  Seite  zu  laseen.  Wie  dies  in  einxelDeo  Fällen  zu  lelsteo 
sei,  soll  hier  geseigt  werden. 

Beispiel  1.  '  Ein  in  der  Mathematik >  besonders  in  der  Geo- 
metrie, oft  Yorkomniender  Fall  ist  der,  wo  die' Gleichheit  zweier 

GvOsscn  A  und  JS  indirect  zu  erweisen  ist.    Hier  schÜesst  man 

Sewohiilich  also:  „Könnte  A  nicht  —  Ii  sein,  so  miisste  entwe- 
er  oder  A<^Ii  sein."    Und  dann  zeigt  man,   dass  weder 

lenes  noch  dieses  bestehen  kann.  Aliein  immer  lässt  i»ich  der 
"Nachsatz  iiier  so  wenden :  „Wären  die  Grössen  A  und  JB  ungleich, 
SO  mOsste  eine  ans  ihnen  die  grSsaere  sein ;  sei  diese  die  nXm- 
iich  A^B,**  Hat  man  dann  nur  dieses  Eine,  dass  die  zwei  Grös- 
sen nicht  ungleich  sein  können ,  erwiesen«  so  müssen  sie  notb- 
wendig  einander  gleich  sein. 

Beispiel  2.  Der  planimetrisdie  Satz;  , 

„  Parallelogiamme  von  deichen  Graadlinlen   und  Hohen 
sind  gleich" 

wird  Ton  Euklid  erwiesen ,  indem  er  die  Parallelogramme  auf  einer- 
lei Grundlinie  zwischen  dieselben  zwei  parallelen  Geraden  stellt 

und  dabei  die  hier  möglichen  drei  Fälle  unterscheidet,  je  nachdem, 
ein  Grenzpunkt  der  zur  Grundlinie  parallelen  Seite  entweder, 
zwischen  die  Grenzpunkte  oder  auf  einen  Grenzpunkt  oder  end- 
lich ausserhalb  beider  Grenzpunkte  der  analogen  Seite  im  andern 
Parallelogramm  zu  liegen  kommt.  Man  bedarf  jedoch  dieser  Unter* 
Scheidung  gar  nicht,  wenn  man  die  Parallelogramme  nicht  als 
SoDunen,  sondern  als  Unterschiede  congnienter  Trapeze  und  Drei- 
ecke darstellt      indem  man  Uoss  die  Mdsn  Dreieclke,  deren  Con- 

fiiena  man  jedesmal  erweisen  miiss,  von  dem  entstandenen  ganzen 
rapeze  abzieht,  wornncli  theils  das  eine,  theils  das  andere 
Parallelogramm  übric  bleibt.  Aehnlich  verfahrt  man  auch ,  wenn 
man  erweisen  will,  uass  Parallelepipede  von  gleichen  Grundebenen 
und  HOhea  gleich  sbd 

*)  Vergl.  Leslic  T.  Georaetrical  Analytl«,  Vega  Vöries,  über  Mathe- 
ONltilc.   7  Aufl..  iMMrawgegeben  Ton  Matsica.   Wien  1835. 

**)  Vergl.  Nr.tV.  meine«  AnfvatSM  im  Archiy,  Bd.  4.  Heft  4.  8.  SeS. 
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eenionieMclie  AuflUsuiiir  dreier  «lei- 
eliun^en  von  der  Form  aap  +  oy+c» 


Von 

dem  Heransgeber« 


Wetiii  der  dritten  der  drei  uufzulusenden  GielduiBgeo  Ist 

berechtigt 

.1)  i^  =  siü(jpcos'^,  • 

zu  setzen^  vnd  bat  dann  bloa»  die  beiden  folgenden  Gleicbongen 
aufznl^sen: 

iiicoBfico«^*f 6aio^oo8^-|*c«n^=;i>  - 
Ol  co8g?co8t^  +  6i  sinqpcosi/;-f  Cj  sin -^  =  1*1. 

Bringt  inaa  diene  Ijüeiobange»  auf  die  Form 

ä(at  cos  95 -f  ^     9)  cos  1/; -f- c  sin  ^  =  t  i 
(a,  cos  9 + 6 1  sin  9)  cos  ^ + sin  y = t\ ; 

und  bestimmt  aus  denselben  sim|;  und  cosi/;  durch  gewüholiche 
algebraische  Elimination,  so  erhalt  man: 

*  ~  (acj  —  coi)  cos 9  +(6ci  —  c6j)  sio  y ' 

cos^-~    (ncj  —  Ca,)  C08  9> + (bci — ij6i)  «in  9'  ü 

Weil  nun  sin      -f  cos 'V'*  =  1  ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 
5)  t(«?i-ri?ai)*  —  (aii-«fli)^|  cos 9* 
+ { (6c»  — c60*  ^      - 16,)» }  sin  9« 
-2  [(«Ii  -ia,)(Wi-t6i)-{aci-ca,)  (6ci-c6i)lrfii9cp«9 
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aus  welcher  Gieichung  tp  bestimmt  werden  mmw*  Setzt  man  aber 
in  derselben 

cos  9*  =  1(1  +  cos  2  9) ,  sin  9*  =  1(1 — co8 2 9),  sin  9)  cos  9  i  sin  2 9 ; 
m  ecUlt      iblgende  Gestalt : 

6)  2  { (öl,  —  la,)  (6z  1  —      —  (aci  —  Cöi)  (6ci  —  c<!*  1 ) }  sin  2  9 

— 2(c»i— ici)». 
Berecknet  man  jetst  4en  Hulügnviiikel  9  mittel^  der  Fomel: 

7)  tang  6  =2 

2r(««4 — »«1)  (Wi  —  i6i) — (HCl — cQi)  (6ci  — cSJl  ^ 

so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  zur  JBerecbnung 
von  9  den  folgenden  Amlrack:  ^ 

a)  sin  (29^.6)  = 

2t  (o», — MiO  (Alt  -.<6,)— (oc, — ca.)(6c,  — ü6,)  | 

Nach  einer  sohr  bekannten  arithmetischen  Transformation  erge- 
ben sich  aber  hieraus  zur  Berechnunej  von  die  folgenden  Aus- 
drücke. Mao  berechne  zuerst  die  HCüfsgrüsseQ  A,  £,  C  mittelst 
der  Formeln:  v 

.      {  Q  (C?i  +  U)  —  gt  (<?  +  0 1 1  a(Ci  Oj  (C— 0 } 

-  2  K«i  —  wii)  («1 — iöi) — (acj  —  ca J  (Äci — eb^)  \ ' 

/         1       +^1)  -bAcj^  0 1  { ^/(c,  -  Ix)  -  6,  (c    0 1 
^  1  ^~'2{  (fltt  -  wO  (6u  — <6i)-(ac,  — iWi)  (6cii-e*,)| ' 

,  (ai j  —  iüi) {öii  —  iöi)  —  (flCi  —  ca  J  {Oci  —  ' 
dann  hat  man  zur  Berechnung  von  O  und  9  die  folgenden  Ansdrficke: 

im  j  ta'igÖ=^-B, 

jsin(29— e)=(-4+Ä— Qcose.  • 

- » 

'  Die  €Mtase  findet  man»  nadidem  man  9  gefimden  hat,  mit^ 
telst  der  Formeln  4t%  oder  besser  mittelst  der  aus  denselben  flles^ 
senden  Gleichung: 

11>  tang^=-g^7^cos9-5^^«in9». 


■  j 


Setzt 

*   ftt'i  — tfr, 


24* 
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13)  ta^g^=— — 51--  •  — — ' 


Die  Möglichkeit  der  Auflosung  hängt,  wie  sogleich  aus  den 
Gleichungen  10)  geschlossen  wird,  davon  ab,  dass  der  absolute 
Werth  der  Grösse 

nicht  crü8ser  als  die  Einheit  ist,  eine  Bedingung,  die  wir  daher 


Sien  weno,  weicnvn  ^        av*«»«  ^.^.^.«.wp^- 

folge  haben  kann,  so  ist  bekanntlich,  wenn  A  eine  beliebige  po8t- 
tive  oder  negative  gnnse  Zahl  bezeichnet,  entweder 

.oder  ' 
und  folglidi  entweder 


oder 


also  entweder 


odel 


2y=(2ifc+l)^r-(u— 0); 


Daher  ist  entweder 

sin9=(— l)*»in4(«+e),  cos9>=(— l)*cos4(i*+«) 

oder 

sin9=(— 1)* sini(»— cosg)=(— l)*cosi(«— nH^^). 
Folglieh  ist  nech  4)  entweder 

i 

(gi'i  —tfli)  CO«  0<  4-  ^)  -f  (^''*  1  —  ?V^)  sin^(t<4-0) 
""Xoc,  — caOcosi  (ti       +  sin  |  (n-f-  d) ' 

,   g«i  —  fei   . 

cos^=-(-l>  («ei^i»ii)eosi(«+#)+(6«ri-€6,)slni(tt4^9)' 

oder 

(ot ,  —  t fl , )  cos         '^4-^)4-  ( ''^ h  —    1 )  sin  ^  (tt — ?/  -f-  j9) 
»>n^=(ac4— ca  j  cos4(3s— tt+©)+(6cj  — «6*)  sin  4 
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Also  ist  entweder 


(eil — ici)  cos  ^  (m + 9) 


jf=gin^e<Nil^ 

  (et  1  —  tc  1 )  sin  4  (m  +  O) 


S=:0ill^ 

_  (at'i  —  iaQ  cos  1  iu-\-9)  -f-  —161)  sin  ,  («  +  <^>) 
^  (oci  —  cai)  cps  U« + ^) + (6«?irT<?^  1)  «»n 

oder 

=  cos  (p  cos 


y=8in9Jcosi^ 
 (ct'i— tci)  sinK^— «  + 

(HCl— eai)co8i(«— ii<fe)-f  (^i^€6i)sin|(«-*if+9)' 
Aus  dieser  Betrachtung  geht,  weil  äberhaupt 

(et,  —  tCi)  cos« 

(eil — tei)sin® 


_  (oti  ^toi )  cosy-f  (6it—ifti)8»ny 
^  ~"  (oci  —  «ax)  co«  9-|-(6ci'— €61)  sin  9 


ist,  unzweideutig  hervor»  dass  man  zur  Erreichung  völliger  Alige- 
mebheit  bloss 


Ätt  setzen  braucht. 

Wenn  man  ^  mittelst  der  Formel  13)  berechnet,  und  den,  abso* 
lut  genommen»  kleinsten  Werth  von  %f  durch  v  bexeichnet»  so  Ist» 
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Indem  k  wieder  eine  betiebige  positive  oder  negative  ganze. ZaU 
bezmhnet^ 

15)  ^=e-f*tef 

and  folglich 

wonnur  man  sieht,  das«  die,  geraden  und  imgeiadeD  Werthen  vra 
h  entoprechenden  Werthe  von  ein  i^  und  von  cos  immer  eot- 
gegengeeetzte  Vorzeichen  haben^    Ob  man  mm  fllr  k  eine  gerade 

ofler  unG^erade,  fibri^ens  an  sirh  willkiihrlirhe ,  i^anze  Zahl  setzen 
miiss,  ist  nach  deo  V^orzeicheo  zu  bcMirtheilen,  weiclu»  ein  ^  Hod 

C06     io  Folge  der  Formeltt  4)  haben  mOssen. 
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XliVI. 

Veber  die  Ctonaui^k^l;  der 
'  Ketten -Messunii^en* 

{[Dritter  Nachtrag  lur  Ausgleiehungsrechnung  *). 

Von  dem 

Henii  ProfeMor  Dr.  Gerling.ni  Marinug. 


Iii  meiiier  Ansgleidtunscs-RecliDun^  (S.  44)  habe  ich 
darauf  aufmerksam  gemacht,  ciass  wir  noch  im  DankelD  darüber 

seien,  wie  der  mittlere  Fehler  der  Kettenmessungen  mit  der 
Länge  der  gebrauchten  Kette  und  der  Länge  der  gemessenen 
Liinie  zusammenhänge;  und  dass  also  hier  verdiensthche  Uoter- 
suchuDgen  noch  anzustellen  blieben. 

Diesem  Geschäft  Imt  sich  Herr  W.' Handschuh  ans  Fulda, 
nun  «nterzogen,  welcher,  nachdem  er  bereits  längere  Zelt  als 
Kataster -Cieometer  gearbeitet,  jetzt  hier  stndirt.  Imselbe  uber- 
brachte mir  nämlich  bei  seiner  Herkunft  eine  Reihe  von  200  Mes- 
sungen, welche  er,  veranlasst  durch  jene  ßemerkunaj,  im  vorigen 
Herbst  im  Fuldaischen  angestellt  hatte,  und  dereo  Ergebnis«  ich 
den  Praktikern  im  Folgenden  mittheile. 

.Hr.  Handsdinh  hatte  In  einem  nach  dem  An|i[en]iuuu»  ebenen 
Wiesen-Thal  mit  ziemlich  festem  Untergrund  fünf  Linien  abgesteckt, 

▼on  20,3;  49,5;  65,0;  79,9  und  100,0  Ruthen, 
und  jede  derselben  zehnmal  mit  der  fünfruthigen ,  mitderdreiruthigen 
und  der  zweiruthigen  Kette  gemessen,  indem  er  bei  jeder  einzelnen 
Messung  die  letzten  Ueberschüsse  an  einem  Zollstab  ablas,  und 
nach  je  sehn  Messungen  seine  Kette  an  einer  Normal-Rnthe  re^i- 
dirte»  sie  auch,  wenn  rieh  Abändemiigen  Beigfen«  sammt  den 
Messnneen  berichtigte. - 

Zu  diesen  150  Messungen  hatte  er  nun  aber  noch  weitere  50 
hinzugefügt,,  zu  dem  Zweck  eines  entscheidenden  Versuchs  über 
das  Verhältniss  der  Genauigkeit  in  den  Ketten-Messungen  und  den 

Mauäs-Stab-Mciisungeu.  Jede  der  obigen  Linien  wurde  nämlich  auch 

•   •       •  ' 

•)  Die  beiden  entea  elehe  Theil  TL  Heft  8.  $.  Uk 
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Mhonal  mit  swei  RutbeD^tibeii  dmligeiiiemeo ,  m  dam  te  fkt 
auf'  dem  horlzontaleo  Boden  angedrCcß  gelialten  und  der  andcn 
dann  vorsichtig  daran  gestoasen  wurde. 

ich  hisse  nun  zuerst  die  Original -Beobachtangea  hier  folgen: 

Origliud^Beabaclitiiiiffeii. 


Ente 

Linie. 


Zweite 
Linie. 


Dritte 
Linie. 


Vierte 
Linie. 


Fiinfte 
Linie. 


Fflnfnithige 
Kette. 


Oreiruthige 
Kette. 


Zweiruthiee 
Kette. 


Maass-8libe. 


20,324 
20,32*2 
20353 
20,327 
20,330 
20,330 
20,342 
20,331 

20,360 
20,340 
20,340 
20,340 
20,345 
20,315 
20,330 
20,320 
20,:^ 
20;320 

20,355 
20,330 
20,320 
20,350 
20,320 
20,330 
20,3-iO 
20,:^35 
20,330 
20^330 

20,360 
20,360 
20,360 
20,355 

2(>,3r>7 
20,353 
20,356 
20,355 
20,356 
20,360 


49,506 
19.517 
49,500 
49,512 
49,468 
49,4(50 
49,450 
49,477 
49,450 
49,440 

49,467 
49,400 
49,480 
49,510 
49,490 
49,500 
49,590 
49,535 
49,550 
49*490 

49,490 
49,470 
49,440 
49,445 
49y460 
49,i53 
49,435 
49,443 
49,465 
49,485 

49,544 
49,540 
49,541 

49,543 
49.542 
49,543 
49,542 
49,549 
49,543 
49,543 


64,934 
64,985 

65,000 
65,034 
65,000 
64,970 
64,955 
64,925 
64,930 

64,900 
64,920 
64,900 
64,910 
64,960 
64,90Q 
64,890 
64,920 
64,960 
64,960 

64,880 
64,920 
64,860 
64,875 
64,880 
64,870 
64,910 
64,905 
64,890 
64,880 

65,000 
64,996 
64,990 
64,989 
64.996 
6^4,990 
64,991 
65,000 
64,993 
61,967 


79,910 
79,880 
79,912 
79,891 
79,895 
79,850 
79,844 
79,850 
79,885 
79,861 

79,860 
79,850 
79,860 
79.873 
79,860 
79,850 
79,875 
79,860 
79,855 
79,850 

79,885 
79,885 
79,900 
79,875 
79,915 
79,880 
79,862 
79,856 
79,850 
79,865 

80,000 
80,012 
80,013 

80,012 
80,006 

80,003 
80,006 
80,003 
80,004 
80,006 


100,000 
99,991 
100,030 
100,000 
100,030 
100,050 
10Ü,Ü10 
100,020 
100,0» 
100,000 

100,065 
100,115 
100,050 
100,025 

^,965 
100,065 
100,070 
100,120 
100,037 

99,960 

100,000 
100,001 
100,004 

99,996 
100,090 

99,990 
100,005 

99,991 
100,000 

100,  ISO 
100,lbü 
100,189 
100,160 
100,176 
100.160 
100,163 
100,170 
100,160 
100,165 
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Wir  haben  nun  diese  Messungen  gemeinscliafUich  in  Kecfa- 
nUng  genommen  auf  folgende  W^se. 

Zuerst  nahmen  wir  die  arithmetischen  Mittel  aus  je  sehnMea- 

äungen  und  fanden : 

fdnfruthige  Kelt«  20,3339  49,4780  64,9689  79,8768  100,0161 
dreinithige    „    20,3345  49,5042  64,9220  79,8593  (100,0472) 
iweiruthige    „     20,3340  49,4586  64,8870  79,8743  100,0002 

Maass- Stäbe  20,3572  49,5430  64,9932  80,0065  100,1694. 

^  Hiezu  ist  zweierlei  zu  bemerken«  a)  Die  Messungen  der  fänfteo 
Linie  mit  der  dreiruthigen  Kette  wurden  „nach  dem  Erfolg  ausge- 
schlossen weil  sich  für  die  Abweichung  der  protocoliarische 
Grund  fand ,  dass  ein  eingetretenes  Regenwetter  den  ßoden  er- 
weichte und  die  Genauigkeit  beeinträchtigte.  Oben  ist  deshalb  das 
betreffende  Mittel  in  Parenthesen  eingeschlossen,  b)  Die  Mittelaus 
4iB  MmgiStab-Messuogen  zeigen  sich  sämpitlich  etwas  grösser  ali 
die  ans  den  Ketten -loMninpn.  Diese  ErachelDong  ewlUrt  aidi 
wakrscheinlich  aus  dem  klemen  Unterschied  der  hier  gebranchten 
Maass-Stäbe  von  deraNprmal-Stab,  worauf  die  Ketten  regnlirt  warepj 
oder  auch  daraus,  dass  die  Ketten  bei  der  Regulirung  nicht  «i;anx 
dieselbe  Spannung  hatten,  welche  die  Kettenzieher  ihnen  nacnher 
im  Felde  gewohnheitsmässig  gaben.  Sie  ist  aber  für  den  Zweck 
der  Ver^leichung  der  Genauigkeit  offenbar  ganz  unschädlich  j  indem 
es  hiebet  nicht  auf  das  absolute  Maass  ankommt. 

Die  gewonnenen  Mittel  benutzten  wir  nun  zur  Berechnung  des 
mittleren  Fehlers  (m  nach  §.  16.  und  §.  ^.).für  die  einzelne  Messung 
in  der  einzelnen  Linie,  und  fanden 

ffinfrufhi-e  Kette  0,0100  0,0286  0,0357  0,0260  0,0188 
dreiruthi^e     „    0,0136  0,0265  0,0276  0,0083 
zweiruthige    „    0,0115  0,0189  0,0190  0,0211  0,0085 

Maass-Stäbe  0,0026  0,0024  0,0046  0,0044  0,0068. 

Hieraun  scheinen  nun  drei  Thatsachen  hervorzugehen»  die 
^vir,  bis  weitere  Beobachtungen  darüber  etwa  anders  oentimmen, 
für  entschieden  lialten  wfissen.  Nämlich: 

1)  Es  ist  irrig,  wenn  man  glaubt,  der  fUittlere  Fehler  sei  un- 
abhängig von  der  I>änge  der  Kette.  Im  Gepntheil  zeigt 
sich  hier,  dass  die  Genauigkeit  im  Allgemeinen  abnimmt, 
wenn  man  mit  einer  längern  Kette  misst. 

2)  Es  ist  irrig,  wenn  man  den  mittleren  Fehler  der  Länge  der 
gemessenen  Linie  proportional  setzt.  Im  Gegentheil  zeigt 
sich  hier,  dass  er  in  längeren  Linien  geringer  sein  kann  als 
in  kürzeren. 

3)  Es  ist  auch  irrig,  wenn  man  glaubt,  die  Ketten-Messung  sei 
im  Allgemeinen  der  Maass-Stab  -  Messung  beim  Auflegen  auf  * 
den  Boden  vorzuziehen.  Im  Gegentheil  zeigt  sich,  dass  ein 
in  beiderlei  Messungen  gleich  geübter  G«ometer  mit  den 
Maass-Stab  auch  liei  nnmitteifcarem  Anflehen  auf  den  Bodia 
bedeutend  genauer  mlsat  aÜi  mit  der  Mttn» 

Um  die  Verschiedenheiten  der  obigen  mittleren  Fehler  besser 
»  übersehen  verzeichneten  wir  nun  4  Curven,  bei  waklMft  die 
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gemessenen  Längen  der  Linien  als  Abscissen^  jene  m  als  Ordioa- 
ten  aufgetragen  waren.  Hiebei  zeigt  sich  für  die  Maass-Stab* 
Messungen  ein  langi>ames,  beinahe  stetiges  Ansteigen;  sodass 
man  in  erster  Annäherung  wohl  den  mittleren  Fehler  der  gemesse- 
nen Länge  proportional  ectien  darf.  Dagegen  indet  flieh  bei  im 
KetteD-Messnngen  ein*  sienlicli'glelebrormiges  Absteigen  rar 
bis  zu  65  Kathen  gemessener  Länge;  von  da  an  fällt  die  Carw 
Hir  die  dreiruthige  Kette  rasch ,  die  für  die  fünfruthige  Kette  lang- 
sam, die  für  die  zweinithige  Kette  aber  steigt  noch  ein  wenig,  um 
nachher  auch  namhaft  zu  faileii.  Demnach  sollte  es  beinahe  schei- 
nen, als  sei  der  mittlere  Fehler  von  der  gemessenen  Länge  perio- 
disch abhängig.  Offenbar  sind  aber  der  Beobachtungen  viel  zu 
wenig»  als  dass  man  berechtigt  wäre,  ein  so  auffallendes  jResid< 
fal  daditfeh  «^on  Uhr  entaeUcäen  in  halten »  frenn  gleich  ilKifer^ 
seiÜ  es  äncll  nicht  6eradezn  für  absurd  erklärt  i^emn  «hii^ 

Von  dem  Anscmiessen  einer  Formel  an  diese  Catrön^HMHi 
wir  abstehen,  indem  sie  dazu  weder  ausgedehnt  noch  regelinSssig 
genug  schienen.  Doch  wurden  uns  zwei  Umstände  bei  dieser  Gele- 

fenheit  klar ,  welche ,  wenn  sie  früher  schon  zur  Sprache  hätteo 
ommen  können,  Herrn  Handschuh  veranlasst  haben  würden,  die 
'   Me8.sun^en  etwas  anders  einzurichten ,  und  deshalb  für  den  mög- 
lichen Fall  einer  Wiederholung  dieser  Arbeit  hier  angeführt  zu 
werden  Terdienen.  NSmlich  ^  r 

fl)  Es  würde  gewiss  bequemer  fiir  die  Bearbeitung  und  vielleicbt 
auch  sicherer  für  das  Resultat  gewesen  sein,  wenn  die  Längeo 
der  gemessenen  Linien  näher  in  arithmetischer  Progression  gestan- 
den nfttten.  Ich  wttrde  also,  wenn  die  Arbeft  jetit  eist  zu  idaelMB 
wäre,  vorscUageü,  ffir  die  iilnfruthige  und  die  zweinithige  Kell» 
die  Linien^  statt  der  obigen  Lftigen,  möglichst  genan  sa 

20;  40;  60;  80  mid  100  Rathen 

zu  nehmen,  für  die  dreiruthige  Kette  aber  zu 

21;  39;  €0;  81  nnd  99  Rjutben. 

6)  Bei  den  Ketten-Messungen  haben  wir  es  eigentlich  wee%- 
stens  mit  xwei  verschiedenen  Fehlern  zu  than,  wmhe  einzeln  ai 
untersuchen  bleiben,  dem  der  vollen  Kettenlänge,  welcher  sich  so 
oft  wiederholt  als  die  Kette  ausgelegt  wird ,  und  dem  des  Ueber- 
schusses  über  die  letzte  Auslegung.  Bezeichnet  man  nun  ersteren 
Fehler  mit  mt,  letzteren  mit  iwu,  die  Anzahl  der  vollen  Auslegun- 
gen mit  a,  den  mittleren  Fehler  der  gemessenen  Längen  mit  ük; 
so  jgilt  bekanntlich  (siehe  S.  71,  82  und  90)  die  Formel 

Demnadl  war  es  nicht  dem  Zwecke  vollständig  entsprecfaead, 
dass  in  den  verschiedenen  Linien  die  Uebevscbfisse  verschisdaB 
.  waren.  Hr.  Handschuh  würde  gewiss  aus  diesem  Crrunde,  weaa 
er  die  Arbeit  jetzt  erst  zu  machen  hätte,  lieber  solche  Linien 
wählen,  die  entweder  bis  auf  einen  kleinen,  mit  dem  Zollstock  zu 
messenden  Unterschied,  runde  Summen  von  Kettenlängen  darstell- 
ten oder  die  doch  alle  einerlei  Ueberschuss  hätten. 

So  wie  die  8ache  jetzt  aber  lag,  probirten  wir  erst,  ob  sich 
die  üypotbcäe  rechtfeiiigen  lasse,  dass  das  m«  bei  diesen  Beob- 
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achtuogcn  als  constante  Grösse  betrachtet  werden  dfirfe,  indem 

wir  die  drei  betreffenden  mt  und  das  mu  aus  den  sämmllirhen  obi- 
en  mi  mitteLst  (]er  vorstehenden  Formel  nach  der  Metho(ie  der 
leinsten  Quadrate  suchten.  Dies  führte  aber  zu  dem  Wider- 
spruch, (la.ss  niuTTiu  negativ  ausfiel. 

Wir  begnügten  uns  also  damit,  das  ]|Im=0  au  setzen»  und  daau 
die  mt  einzeln  su  suchen.    Dies  gab  uns 

fOr  die  fünfruthige  Kett^  0,000830 
M  »»  dreinjtTiii^e  „  :£0,0()4fm 
„     „    zweiruthige    „  ±0,00:^720. 

Mit  dieseti  Werthen  berechneten  wir  nun  rfickwär ts  die  im  und 
erhielten  efott  dee  eMg^a  tiamittelbar  mm  den  niUhmetiecben  Mi^ 

(ein  abgeleiteten 

mir  die  fünfruthige  Kette  0,0137  0,0205  0,0246  0,0255  0,0306 

„    „  dreiruthige     „    0,0114  0,0186  0,0213  0,0237 

n   „  sweinitlij^  ,       ,0«0066  0,0134  0>(tt54  0^170  0^193. 

Die  Abweichnng  neigt  sich  hier  aber  ungefähr  noch  eben  eo 
gfOM,  als  wenn  man  aus  den  obigen  m  fttr  jede  Kette«  ohne  Rüclc- 

slcht  auf  die  Verschiedenheit  der  gemessenen  LSngen,  wieder  das 
arithmetische  Mittel  genommen  hutte.  Man  wird  also  ausser  den 
drei  oben  angeführten  Thatsachen  nur  noch  als  genähertes 
Resultat  augeben  können: 

dass  die  mittleren  Fehler  der  drei  Ketten-Längen  sich  wie 
7:5:3  zu  verhalten  scheinen. 

*  *  * 

Bei  Messung  ieiiier  nnd  derselben  Linie  verhcHlt  sich  nun  die 
Aozahl  der  AusIe^Dgen  vvie  Durch  Multiplication  mit  den 

Quadratwurzeln  dieser  Zahlen  fände  man  also  das  Verhäitniss  der 
mitÜeren  Fehler  der  Messungen  nahe  wie  31 : 29  :^  oder  wie  8 : 7 : 

|Be  vmg.  wif^»  dass  die  Resultate  no'ch  sehr  verschieden  aiis 

fielen ,  wenn  die  Arbeit  mit  Benutzung  dieser  ersten ,  durch  Herrn 
Handschuhs  Verdienst  gewonnenen  Erfahrung  wiederholt  wdrde, 
jedenfalls  glaubte  ich  die»^  «elbst  .aJber  den  Pr|J(tikern  vorerst 
mittheilen  zu  müssen. 
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BtequbiltloiieB  ile  comsnien^tts 
onmluiii  graduum  et^-refiAdufts  ordiBb 


Auetore  Friderico  Arndl| 


In  'commentatloiie  cm»  qoae  inscribltur :  De  Potestatmn  perio' 
dis  etc.  (Afchhr  dw  Blathematik  und  Physik.   Tom  IT.  p.  1.)  a^ 

SiimeDtatiis  srnn,  congnientiam  t^'  gradus  a:*  =  1  secunfinm  modn- 
Tum ,  qui  est  niimeri  primi  imparis  potestas  aliqna  vel  ejus  duplnm, 
tot  admittere  radices  diversas ,  qaot  umtates  »int  diTiSori  communi 
maxiiiio  Dumerorum  t  et  p^~^  (p— 1). 

Nunc  quidem  restat ,  ut  disquisitionem  hanc  ad  modwios  extea- 
dam,  qui  sunt  numeri  2  potestates.  Primum  igitur  quaestio  sese 
offert,  quot  radices  sint  con^entiae  x-*  ~  1  (mod.  2»),  ubi  eipo« 
Hentern  n  numero  2  majorem  accipere  proderit 

Persincuum  est,  radicem  nnmenim  imparem  esse  oportere^  quem 
fonna  exliiberi  licet  ^«Ä  +  l»  ita  ut  sit  m  uuitate  major  atqoe  Ä 
numerus  iinpar.  Congruentia  autem,  quam  uobis  proposuimos, 
resolvi  possit  necne,  ex  forma  pendebit,  quam  potestas  radkif 
iadaat  Quam  at  lepeiiaiDiui»  m  pfbunui  t  unpar  eritque  «x  ÜMt* 
tcmate  blnomiali 


onde  manat 

deootantibos  U,  t^y  etc.  coefficientes  binomiales^  quos  tiitegros 
e!^^e  eonstat.     Quam  autem  numerus  uucis  conclusus  sit  impar, 

Sotesüis  (2>"A:tl)<  fonnae  erit  2»A'±1>  denotante  hf  Duinenuu 
nparem. 
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Sit  deinde  t  Diunertis  par  vel  fonnae         nbi  /  impar,  quo- 

faeto  erit  ( 2«  Ä ±  1)»=  ( (2*  A  + 1  / 1  ;  atqui  (2-  A  +  IV  esi\  for- 
mae  2'"    ib  1>  ubi  A'  impai,  etgo  restat  diaquiramus  formam  potes- 

tatis  (2"»A'  +  1)*  .  Jam  vero  quadratum  radicis  formam  induit 
2*m^'«  4.  ^  Ä'  +  1  vel  hanc  2»"  i  '  h'  (2"»-'  h'  \_\)  +1,  ubi 
2'"  —  !  est  impar,  qnoniara  m — 1>0,  ergo  forma  quadrati  haec 

erit  2***+  ^  h"  •\-  \  deiiuUute      Dumerum  imparem.  Simili  modo  qua- 


il''^  etc.  ttameri  inqparaa« 

Ez  qao  Mqoitar,  potAatam  (2~A  si  I  rit  par  ^  2^/» 
fonnaiii  Indaeie  2* -t^  ^ deootante A nnmenuii aUfiMi impaiam* 


Qaodai  ia  congraentia 

ar*  =  1  (med.  2») 

f  est  numerus  impar,  si  radicem  x  statuas  formae  2'"A4:1,  erit 
(1.)        +  eri^o,  si  auperiua  sigDum  accipias»  2"A'^0>  ai 

vero  iriferius,  2^A'— ^2=0. 

NuDC  licet  radicem  modulo  mioorem  accipere  vel  2'^Ä4:1<2"; 
si  igitur  radix  est  formae  prioris  2^A-f-l,  senmer  debet  esse 
m^»;  M  vero  radix  ioriuae  posteriuriä  2'"A — l,  ia  certe  couteudi 
potest,  Domanim  m  exponentam  n  non  anpeiare,  tmnqna  modo  al 
aeqnalam  aaae  poaae,  quando  A=l« 


Sapponamus  primunij  Dumemm  h  non  evaneacore,  quo  fiw^ 
jprö  sigoo  superiore  ooDgraentia  2"il'=0  (mod*  3*)  locnm  liabei» 
neqiiit,  qoia  fli<n  atque  etlam  k  non  evaiMicit 

Deinda  ai  h  ovaDeacit,  radiz  crlt  1  manffostoque  congraenliae 


numerus  impar. 

Ex  \\\^  Omnibus  potes t,  ron^ruentiam  nnam  solum- 
modo  radicem»  nempe  1»  admittere«  quaado  expooena 
i  ait  impar. 

Si  vero  t  est  numerus  par  =  ^ f,  ubi  f  impar,  sequitur  » 
§{.  22.  10.  CoromeotatioDis  jam  commemoratae)  expouentem,  ad 
quemi  numerus  impar  pertineat  secundum  modulum  2",  iiuineros  f 
et  2"~*,  ergo  etiam  honim  divisorem  communem  maximum  metiri^ 

quo  desigoato  per  2^  omaes  numeri  modulo  mioorei?  ad  eunique 

primi  inter  expooentea  1»^  2%  2%  ••••2^,  ad  qaoa  perÜneaBt)  dia- 

tributos  lore. 

Ad  expooeutem  1  autem  unus  modo  nameras  Dertinet  nempe  1, 
ad  expooeutem  2  tres  oumeri>  qui  sunt  2"— ^ — 1,  2*— 2"— 1, 
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ad  cxpouealem  SP  |kertliieal  3*  aimeri»  et  in  ^werö  ad  eoipeMiitHi 

^  pertioenttttlldemaiiBieri.  8liiiodo]9>l«  Hinemnltttadoe 
nmam  cangmoliaa  n^^l  (iiiod»S«)  4Nfupaiablt  aunuiiaBi 

in  1+3+2* 4-2'+..*.+2y^^  r^^^^ 

qnae  valorem  obtinet  S^t\  quam  eh  :?aiii,  i  ' .    '  \  f^^ 

CoDgruentia  o:'  1  (mö^.  2"),  si  erfli/aVai^est  fTiilr, 
tot  radicea  habet,  quoi  nikitatea  dÄpIit^m4iviaoria  coni* 
mtnla  mazlinf  numerorviii  i  et  2ii-«. '      ;  ;     \  V^* 

Casus  denique,  in  quo  mudulus  est  2  vei  4>  brevU^r  jam  per- 
strlnceDdiia  est.  ^         *  I 

CoDgruentia  manifesto  or'ii:  1' (mod.  2)  unam  moao  radiemi  ad- 
mittit,  nempe  1,  ncc  minus  baec  ^  =  1  (mod.  4)  quaudo  i^lUpar, 
quando  vero  par,  duas  nempe  1  et  3.  l 

Exempl.  1.  Sunt  4  radices  congruentiae  x*  =  l  (mod. 2*  =32) 
nempe  l,  15,  17,  31,  quanim  1  ad  exp.  1  pertioet ,  tres  reliqui  ad  2. 

Exempl.  2.  Congruentia  ^*'=1  (mod.  2*  =  16)  admittit  8  ra- 
dices, quae  sunt  1,  3,  5,  7,  11,  13,  9,  15,  quarumque  1  pertiatt 
ad  expoDentem  1;  7,  9,  15  ad  2  atque  3«  5,  11,  13  ad  4. 


»  ff  •  '      •  •  f 

Qnaiide  eoagnieatia        A  (med.  m)i  deDoHuvte  'A' 
ad  niodaltim  primum ,  resolubilis  est,  semper  totidem  admÜtet  laA- 
ces ,  qoot  radieea  (ifanplldor  haec  seß^i  (mod.  mi^  Agi» 
radices  alnt 


atque  oi  radix  quaelibet  ^ongruentiae  prioris,  tum  fUc^.  ptimiuo 
producta 

».»»1*  Q»ai  mvti»  etc.  . 

e«l  eeraai  nakhia  siaiiaa  ladieea  leie  eoqgraenfiaa  ar<  s 


Harn  qndm  sit  ^  A,  atqae  ez.  grl  ia|*=i,  erit  (fl9o»i)f qiJl 
I.  e.         radix  aicqae  deioceps« 

Deinde  smit  omnia  illa  producta  incongma  Tel  eorum  readnt 
minima  iaaequalla;  nam  si  naberetiir  in  genere  ttm^—toco^,  eesd 

CD  (öjj^ 7^0)^=0,  ergo  (ö^— «0)^  =  0,  quoniam  cd  ad  modiiium  pri* 

■na  est  Sed  Ulnd  ^auppoaltioiii  repugnat»  eifo  wmi'M  m^t^md 

fncongma. 

Vice  versa,  quando  z  est  radix  coogruentiae  propositae,  i  ali- 
cui  productomm,  quae  modo  dixi,  congnias  fiet  ^noniam  aeilM 
m  ad*«  brimus  est,  nrnnema  i^zstat  9  talla,  Utah  cnO—x,  fd 
tau«,  vt  ait  (m0Y=2'  i.  e«.  (u^)  ^=A»  Jam^reie  est  id- 
eoque  erit  Qua  re  hic  9  congruentiae  aatialSMut  x^^I, 

vel  9  debet  congnius  fieri  alicui  radicum  a>,,  (Oj)  <ii>sf  o>4>  etc.  El 
quo  »9  vel  z  aliqiiL  prodiietonim  «i«»!»        etc.  ^oagraiia  iet 
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üade  colHgitttr»  productis  \l\\n  omnea  omnino  radkes  congru- 
eottae  x^^A  exhiberi,  Itaut  totldem  hujossint,  quot  illius  x^^h 

Itaque  consjruentia  w^~A  (mod.  '2")  iinam  solum- 
rando  rudicem  habehit,  quaiido  <  est  uumerus  impar; 
niiindo  vero  par,  tot  radices,  (juot  unitat  es  habet 
iluplum  diviiiocis  communis  maximi  numerorum  (  et 

■        . .  ... 


A- 

Rosidanm  ordinis  cujusvU  (  iofteUigimDS  duiii^« 

rnm,  qui  potestati  alicui  exponentis  t  secundum 
modulum  propositum  coiigruus  lit.  Itaque  a  vocatur  resi- 
dnum  ordinis  t  pro  modulo  m,  quando  numerus  aPHjuis  a  inveniri 
polest,  ita  ut  sit  a^~a  (mod.  m).  Residua  triuni  prlmoriua  ordioum 
(licuotur  residua  quadratica,  cubica  et  irKjuadratica. 

Quodsi  quaerantur  residua  minima  potestatum  cxponontis  t, 
quarum  radices  sint  omoes  ad  modulum  primae  eoque  minores, 
(piaestio  8«  offert,  omnes  tales  potestates  sint  incongruae  necne? 

Tota  autem  haec  disquisitio  manifesto  in  eo  vertitur,  ut  deter« 
minetur,  quot  radices  admittat  eongnientta  a^^A,  (mjo4i  d«lKH 
Uate  A  residuum  quodiibet  urdiuis  t  '  i  i 

Sit  enim  multitudo  radicum ,  <juas  dixi,  quontälti  ex  hls 
r^moibtts  unam  idemque  gisrnitur  residuum  A,  patet ,  muftitudi- 
oem  omniam  resiauorum  ordinis  t  ad  modulum  primorum 

ittferiontin  aequiparare  numeruiii  ^  integrum, 

<)enotante  multitudinem  numerorum  ad  modulum  m 
primoruni  «oque  minorum. 

Denotaote  i^itur  p  numerum  primum  imparem^  multitudo  resi- 
daoruni  quadraticorum  moduli  p  erit  g  (p-^i)»  ^uia  con|;ru«ntta 
S^^  A  (mod.  p)  duas  admittit  radices* 

Quia  congnientia  x*^A  (mod.  p)  unam  modo  habet  radicem, 
quaiidu  p  formae  3«-|-2,  tres  vero,  quando  p  formao  est  3n-|-lj 
multitudo  residuorum  cubicorum  erit  aut  p —  1  aut  ^  (jt — 1),  prouti 
p  est  fennae  3it-f  2  vei  Ulius  3ft-f-t. 

Congruentia  3:*^A  (mod.  yi)  habet  duas  radires,  quando  est, 
formae  4w-|-3,  quattuor  vero>  quando  p  formae  4rt-f  1,  ergo  multl' 
Mft  feslduomm  biqnadraticonmi  erit  aut  i  (p— 1)  aut  4  [p — 1), 
pnmti  p  est  forma«  in+Z  aut  illius  4fi-f  1* 

Simili  modo  multitudo  residuorum  ordinis  5  erit  aut  — 1  aut 
l  {P'-~i)j  prouti  p  iormam  induit  5/^4-2^  611 -^3,  5n-f  4  aut  banc 

■  ■  ö. . 

•  Manifesto  orane  residuum  biquadratlcum  erit  etiam  reniduum 
^oadraticum,  quam  propositionem  couyertere  licet,  quoties  p  est 


Sgl 

formae  4n-f-3.  Qnod  ita  demonstro.  Qtioniam  onine  Don-mi- 
duum  quadraticiuii  etiam  non  -  residuum  biquadraticuin  est,  per- 
spicuam  erit,  residua  biquadratica  ioter  residua  quadratica  modo 
occurrere  posse.  Horum  mulÜtiido  est  ^  (p  —  1)^  ex  quo,  si  resi» 
doa  nonnulla  ooadratlca  eutarent,  quae  ood  essent  Di<iuadratica, 
mnltitado  realauoram  biqnadraticonim  ipso  i  (p  —  1)  mloor  fieret 
Atqai  haec  multitudo  est  \  {p"^!),  quoties  p  formae  in^Z{k), 
ergo  omne  residuum  quadraticum  est  biquadiatiGmn  et  Tioe  TCitt 
pro  modulo  primo  formae  47i-|-3. 

Clariss.  Gauss  (Theoria  residuonim  biquadraticorum  pag.  4  sq^) 
hoc  theorema  ita  deiuonstrat: 

8i  a  est  residuum  uuadraticum  Ipsius  statuamus  a  =  M 
(mod.  p) ,  ubi  6  Tel  residuum  quadrttncam  ipehis  p  erit  Tel  ooq- 
leeldmini;  Id  eami  priori  6  s  ce,  imde  a  c%  L  •»  «  «lit  resi- 
damn  biquadrationii  ipslue  p\  Id  easn  oosteriorf  6  liet  restdmmi 
qeadiaticum,  quenlam  —  1  eet  aen^fesidaiim  numeri  primi  4itf3 
titque  productum  ex  duobus  non-residuis  residuum  est,  faciendoqne 
—  6  =  ec»  erU  ut  aotea  a  s  atque  a  residuum  biquaibaficnni 
ipsius  p. 

Porro  si  modulus  est  formae  4w-f  t,  exstant  quidem  \  (p— 1) 
residua  quadratica,  sed  \  {p — 1)  mudo  biquadratica ,  qua  re  dimi- 
dia  pars  quadraticomm  emnt  residua  biquadratica,  reliqua  noi* 
teeidTaa  biquadratica.  liaqae  omnee  mimeri  lotesri  per  iiiodiilMi 
primum  p  non  diyisibiles  in  tres  claesee  sant  dismbuendi,  itiflt  , 
in  prima  alnt  leeldna  biquadratica,  in  secnnda  non-reeidna  bi^* 
dratica,  quae  tamen  simf  quadratica,  in  tertia  deoique  Bon-residoa 
biquadratica,  quae  sunt  etiam  noo -residua  quadratica.  Et  quidem 
prima  classis  complectitur  \  (p  —  1)  numerus,  sec&uda  4  (p-^i) 
Domeros»  tertia  vero  4  (p  —  numeros. 


0. 

Sed  redeat  oratio^,  imde  digressa  est,  quod  tofam  rem  ei  M 
eri  foote  eoosideiate  fn  aoimo  est. 

Secundum  modnlum  2",  ubi  fi  >  3,  exstaaf  S""'  resi« 
dna  of diala      qaandatest  impar,  qvaad»  v^re  I pari 

lanltitvde  reaidaornm  eat  |— ,  designante  d  difi- 

sorem  rommunem  maximum  numerorum  t  et  2"~*. 

lu  priori  ca&u  enim  cougruentia  jc*  =  A  (mod.  2")  habet  uiiaiD 
aiodo  radioem,  in  posteriori  autem  2^  radices  (Z). 

Exempli  graüa  aaat  8  reaidaa  oidii^  3  Yel  icaidaa  cahiea  mt 
doli  2«  =  16;  fit  eteaua 

Potestas  1'  congma  remduo  i 


.  .  .  .  3»  11 

.  .  .  .   5»  13 

.  .  .  .   7»  7 

.  •  .  .  .   9»  9 

.  .  •  .  11'  3 

.  •  •  .  13*  .  .   •   •  .  .  6 

»  .  .  .  15»  .  •  19. 
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Atiuneii  Doa  plnres  «inani  8  entaiit  raddiia  bi^uadratSca  modull 

32  =  2».    Hic  enim  est  5^4,  2"~*  =8,  ?^  =  2.    Quae  midua* 

snot  1  et  17  potestatibns  resp.  1^  et  3^*  coogrtta. 

Maltitudo  ieltur  rei^duorum  quadraticorum  modull  2**  est  2"^% 
qaod  in     40l  fie  Poteatatum  Periodik  ex  alio  foote  petivimua, 

Postmiam  multitudinem  tum  radicum  congrueiiliae  x^-  A  (mod. 
p",  2|*»,  2"),  tum  residuorum  oriiiiiis  cujuscunque  i  determinavimus, 
progredimiir  ad  locmn  niiilfo  difficUlorem ,  ubi  diindicaDdam  est, 
ntrun  munenia  aliottis  propositus  residuum  alt  orainia  cujuavia  % 
ao  DOD*re8iduum.  £t  satie  in  doctrina  reaidaomm  tres  pofisaimiim 
res  In  quaestionem  vcniunt,  jirinium  num  nuniems  A  sit  residuum^ 
ordinis  t  an  non-residuum,  demdc  si  illud  locmu  habet,  (|iia(i  slnt  ra- ^ 
dices  congruentiae  a:^  =:  Ä  (mod.  m),  postremo  muititudo  residuo- 
rum indaeanda  eritj  quae  tarnen,  uti  lo  4.  ostendimus,  ex  muiti- 
tndine  radieum  oongmentiae  noatrae  fadllime  petititr. 

Jam  iit  ad  icni  vaoiam,  nuttitodinein  mmeioniBi  ad  modalmii 
flß  Vel  2/1"  primonun,  ubi  p  numerus  primus  impar,  designem  per 
rpm'^  p^~^  (p  —  1))  atque  per  d  divlaorera  comauiDeiii  maximiim 
numeronim  t  et  ^m.    Tum  aico 

1.  2Si  A  tili  residuum  ordinis  t  secundum  modulum 
pi*  vel  2^",  aeqipar  cangrnentiam  locnm  habere 

3.  Vice  veraa,  ai  congruentia  ^  =^  llocum  fcabet^ 
Semper  A  erit  reaidniiiii  ordinia  t 

Qoaa  propositienea^  ita  demonstro.  Quod  atünet  ad  primam, 
immenia  aliquis  «  potent  loveDiri  frjnaiiiodi ,  ut.  babeatur  tf=  A, 

AK  quo  aeqiiitiiF  (o')     s^^vel  Eat  vero  ^  namenia 

t 

integer,  unde  ^-^m  muitiplum  ipsius  9m«  ideoqae  ^'"^l,Tel 

SecuDdo  loco  quicnnque  Dnmema  ad  m  prinnia«  qai  eat  reai- 

dxxam  drdioia  t,  cODgnjtentiae  x  ^  =1  saflsfaciet  (ex  prima  parte); 
quam  ob  rem  restat  modo  ad  demonstrandum ,  non  -  residua  ordhiia 
i  coogrueiitiae  Uli  aatialeusere  non  poaae.    >Sed  boc  inde  clanmi» 

qaxiä  midtliado  reaidttomm  eat       totideiii  antem  aant  radicea  con- 

gruentiae  x  '  Sl  (mod.  7»=/)»,  2p«),  quia  divisor  communis  maxi- 

mus  Dumeremm      .et  9m  est  Qaodai  eoDMiUa  etiaai  aae- 

♦ 

TJ&«U  VI.  '  .  » 
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rfiihit  ia4kc»  wttmt  congynentia^  jc  ^  =      qiiia  ja»^  ladktt 

eae<{ue  resitdan  exstant ,  caagnMMiÜa,  quam  dixi»  plures  quam 
mKefl#  Uferet,  %  H 

Ergo  mimenisi  quicuiMgoe  ^  talis»  ut  Sit  ^  ^  in  residiiis 

ordiiiis  <  occnrere  debet 

«. 

Hck:'  tbeoreuia  raLiouem  sa{ip€ilitat  Inveniendi^  num  —  1  Sit 
*  residuum  ordinis  i  ma  ooA-resimnM  moduli       \el  2/?".   Sed  sini* 
^kita^  gratia  nodtthoi  esse  priaiimi  imparem  p  siipponamiis. 

£rit  eDim  ^  1  r«t$iduum  ardiui^  t  aut  non - re^^iduum, 

pfonti         est  ottm^rM  par  aut  impar,  desigaaDte  d 

4ivis#re«  e#Ma«»*m  »axiM«»  onmerorviD  t  et  p-^t 

Qaaa4a  igUar  4  eal  auaiaiaa  impar^  ideoqae  ^-j-^ 

par»  aampcr-^  i  erit  reaid««M  ordinis  /  moduli  primip. 

QuiMlsi  expooens  t  etd  iMpar^  «üam  ö  imyat  e^se  debet,  ei 
acqaite  tMorcsa  geamio:  *  ■ 

N  II  m  e  r  u  55  —  1  s  e  lu  p  e r  r  e  s  i  *!  u  u  m  e  s  t  o  r  d  i  71  i  s  c  u j  us- 
vis  im^arls  uioduU  urimi  imparis  p ;  ttaque  ^1  erit 
aemper  residanm  cmoicmm»  residuum  quinti^  septinri» 
aoai  ordiaia  etc. 

Pro  ex|>oneiite  *  —  4  erit  d  aut  2  aut  4,  jirouti  modulus 
fanMA  Mail  4»  ^  3  aal  hanm  4»  4-  1.   la  priori  cam  ^ 

cot  impar,  ia  posteriori  aateni  shnul  cum  a  par  et  iinpar.  Qiioibi 
*  est  par»  nodoltts  forMam  Mie^h  8m  i,  fonnam  vcro  8ni  -fftr 
qaaado  m  inpar.  Uado  naaat  propositio: 

ost  aoa*realdiiQa  Vlavadraticum  noduli  prisi 
fomae  4]t-|>3  vel  forviarvM  »a4^3>  8ii-|-7»  atque  ettta 
Boduli  4-5  d od •  reaidmn»  bi<]uadraticuin  est  — 1; 
Bodvii  aatem  seMper  re^idum  biqaadraticaa 

erit* 

Aliam  haja»  pn^oi^itionis  demoostratioaeBi,  qoae  tbeoria  n» 
dBomm  poteeialnia  mtitur,  eC.  Gauss  Theoria  re^idDoratt 
biquiidraticoriiM.  Gottiagae.  MDCCCXXViU.  pag.  10.  S4iq. 

PoatnM  pro        «rit  daal^  aal  6 ptonii p est fbnaae 

aut  formae  6»  -f  1 :  in  ftuin  ema  est  ^-j—  par  ant  iiapar 

cum  n,   m  po^^tertori  casu  idem  valet;    ergo  pro  ^  =  6»-f 
—  1  residuum  aut  iiori-res»iduum  a^cxti  ordiois,  prouti  l  (p  —  5j  pAf 
aut  inipar;   at  pro  ij  =  &u^i  erit  — 1  residuiim  aut  oon-residnofB 
«cxti  ordinis,  pffoeli  ^  (ja 1)  [far  Ml  iapaa. 
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Unde  f^i  est  residuum  «exti  ordinls  minIuII  ciijus- 

vKs  formae  12A  I  1 ,  12Af5;  non-rediduum  vero  moduli 
forma  praediti  19X^7,  12A-i-ll. 


9. 


1.  Quicunuue  numerus  iiapar  residuum  est  ordiiiis 
impart«  modulf  S<*.  «  •  . 


fixstottt  Mtm  (6.)  2***>^  vetMoa  «rdiBto  impark  MldMM|ue 
mimeri  ad  modniun^  primi  eoqae  inferiom. 

2.  Quando  vero  i  est  par  at(|ue  6  divisor  communis  lua^imus 

aumerorum  /  et  2"—^,  sem|ier  coqgruentia  locam  hali^bit  A  ^ 
=  1  (mod.  2»),  M  modo  il  est  regranum  ordinls  I  moduli  S^. 

Reperitur .  etenim  numerus  «  (alis,   ut  habeatur  a^^A,  ergo 

2«—*      t  2«—* 

...      *  2II-.«  1_ —  ^ 

taii««  ut  Sit  («')   •    H=ci*"  "   .  Jam  vero -y  est  iiite- 


gtr  atque.iv!^         (De  i?ote«t,  Period.  §.  22.),  ld«oqae^   d  ^  i. 

3.   Si  aumeru«  A  congruentiao  .r  ^   ^1  oonsatiafacit»  ^  nep^ 
polest  6886  residnnm  ordlnb  t  moduli  2". 

tamea  eongfventiao  ^  '  i^isalisfBctuii't,  1  ta  at  pro*  . 
poaitlonem  in  2.  eonvertdre  Bon  lic«at 

Nam  quummttlt;idudore«idu(^rum  ordioi«  £  moduli  2"  ait 

onnesque  congniontiae  a  ^   =1  aatisfaciant ,  radicnm  aittem  mol- 

litiido  Sit  2,— jy-—  — j—  (3.)  i.  e.  alterum  taotum  uiultituditiis  re- 

2n— *  * 

«iduorum ,  maDifesto  etiam  — —  non  -  residua  eruut  radices  eongru- 
eotiae  nostrae.  Multitudo  omoium  iioo<ve«idiionui  est  —  — 7> 
^ -"T*^  (2i9-^l)» qmnum-"^  coigrMitiaa  aatfaftwlaot,  "ttf^o  «x* 

2r>'«  j^^B      <K«**^  ' 

•tant        .  (2^  ^  1)     '  >-y  vel  ^  '  (o — 1)  ooojreaidua  ordinia  < 

Sro  modnlo  2»,  qaae  non  aiidt  radicaa  congraentiae  x  ^  «=l(»o* 
olus  2").  Hoc  io  causa  eat^  cut  omnes  Domeros  integros  hiipares 
modulo  2"  inferiores  in  tres  dassos  distriboamy  qoanmi  prioia  com- 
piectitojr  reaidua      ordinis  omnia»  secuoda  noo-retldtta  oidinis 

in-« 

nioduU  2«,  nuae  tampn  eoogrueotiae  a  satlsiaclant ,  tertia 

<^<|iia  sootmat  Dum«roa>  q^A  ^uat  BOD*iesid«a«  alqao  eliam  cmf 

85* 


[ 
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raeptiaf ,  quam  dixi,  non  mtisfaciant  Mellltiido  mmieroium  pri- 
mae classis  est  ^ .  2"     ^  luultitudo  numeroruia  secundae  classis  est 

•^.2^^*,    multitudo    denique    Dumeronun    tertiae    clasfiis  Ml 


51«—  » 


j-(S-i). 

Nnnc  quidem  quaeritnr,  ad  quam  dassem  immerus  propositos 
impar  «ecuudum  modulum  2«  (n>2)  Tefimodiis  8tt?  Facttt  an^ 
quaestioaaiik  haue  dftcides»  ai  ad  seqaentia  aoinuiiii  xattendm. 


10. 

QooDiam  d  niimenim  2*'*  metiri  debet»  pefspiciiTim  est»  ipemn 
d  potestati  alicai  numeri  3  aeqoalem  fore,  ex  quo  — ^ —  atit  mb- 

per  et  ipse  poteistas  numeri  2  aliqua,  dummodo  ne  sit  2"~^_^  ^' 


Quodsi  habetur  d  —  2*   '  ,  congmentiae  manifeste  x 


~  l  satisfacere  uou  potest  A,  nisi  est  ^4  —  1,  quumqne  esse  opor- 
teat  i  miütiplum  ipsius  2"~',  erit  pro  quocuiH|ue  j:  x'^i  (raod.ä'), 
quam  ob  i«m  etiam  eoognientlae  Jfi^A  satisiieii  aequit,  nisi  est 

Und«  manat  tliaorema: 

Quicunque  numerus  impar  modulo  2*  minor  uaitt- 
tique  iaaaqnalis  Semper  aa  tertlam  clasaem  referep- 
da§  est,  al  erdiaem  I  atataaa  maltlplnm  nomeri  2*~** 

Jaju  sit  2»~*  DOD  =  ö  eritque  — j—  potestas  aliqua  numeri  % 

quam  ezUbeanras  per  3^,  ubi  9  BomermD  aapeiaie 

Quodsi  numerus  aliquis  impar  A  forma  exhibetor 
9^k±\,  abi  k  impar  atqae  i(>i,  coa^tveatia  A—j-^^ 
(mod.  2*)  locum  nou  babebit,  quando  est  i^-f- 8<fi. 

Si  Tero  k^Byn,  revera  erit  A  ^  ^1.  Namqam^ 

ait=2*Ai:l,  erit  (1.)       foimae  S^^^^i^'^.!» ubiil'impar^emct- 

q^ie  eeagmalia»  quam  diit,  lamm  babaiet»  2»-l-^Ä'=a  AtiB 
Ime  im  aeqait»  qmm  alt  k-^B^n. 

^  Deiade  ai  caact  il«*=/(mod.9*),  ita  at  unitati  noo  es^et 
caagraas,  babmhir  2*+^ä;  +  1  Tel  ^M-C^A'—f/"- l)=0,ideo• 
qp■e/«I^^O,  quia  k-^-B^m^   lilud  vero  absurdum  est,  ergo  if- 


  «§o 

▼era  e*8t  A   ^  =  1. 

Hiae  aeaaitar  quemvis  anmerum  imparea 

formae  2^Ai:l.  abi  h  impar  et  ifc>l,  ad  claaaem  tertiaa 
refereadamesse,  qaaado  babeatar  ib<|-^<«»  aaefaet* 
bic  aMama  atia»  aea-taaldaam  ardiaia  paria  I  erit 
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Si  vefo  est  A'-f#>fi9  aumerus  A  a«t  ad  classem 
primam  aut  ad  secundam  p^rtiaebit»  prouti  A  efit 

residiiiim  aut  non-residuum. 

»Sed  iium  A  in  prima  cln^^e  sit  an  in  secunda  ,  fncile  deciditur, 
si  ^  est  formae  Am, —  1.  Dico  enim»  quemvi«  uumerum 
fovmae  4m — 1  nuDauam  residaam  P*  ordinia  lore 
••ennduiii  modalmn  2»«  f  Semper  par  int^lltgeadaa  eat; 

Redigatur  t  snb  formam  2^/',  ubi  f  impar,  eritque,  si  radix 

eons:ruentiae  a;^  ^  J  exstet  formae  2^Ji\^  \,       formae  2*^  +  ^  A'-f  1, 

ita  ut  Sit  k'  impar.    Hinc  2H  ^  A'  -j^  1     i  m  —  1 ,  ideoque  2^  +^  -  V*' 

—  (mod.2«-'),  q.  f.  n.,  quoniam  2*+^"  ^A'  — 2m-|-l 

est  impar.  Unde  manat,  si  numerus  aliquis  A  sit  residuura 
parls  ordinis  aecnndum  modalimi  d%  Semper fbre  noo-residmiBi« . 

Etenim  A  formam  induere  oportet  4fl»-fl'  ergo  — •  ^  formam 
2"- — ^4/71  f  1)  Tel  hanc  4m  —  l,  ex  quo  —  A  erit  non-residuum. 

li^xemj^iumiT  •  Sit  modidua  32==2^»  eigo  /=s6.  Erit 

ErK  Igitnr  solmmnodo  Ar4-0<5y  qQaiidoJt=2,  qua  re  ad  ter- 

tiam  classem  pertioeot  nunieri  formae  4m:i:l,  ubi  m  impar,  i.  e. 
numeri  3,  5,  11,  13,  19,  21,  27,  29.  Reliqui  1,  7,  9,  15,  17,  23,  95, 
31  ad  classes  1  et  2  feferendl  suat,  satuifaciiuitqoa  coDsrueiitiae 
«7«=1  (mod.32). 


il. 

Jam  vero  in  genefo  possumus  determlnare,  ad  qmuh  claasem 
numerus  aliquis  A  formne  2*^^  4:1  referendus  sit. 

Etenim  si  k^^-><,n,  Dumerus  Ä  «emper  ad  tertiam. 
classem  pertint't  (lO)» 

Si  vero  ipso  n  non  est  minor,  omnes  numeri 

formae  2^ /i-fl  io  prima  sunt  classe,  ii  autem,  qui  for- 
mam isdnant  fi*A*^l  In  »«oiittda  erunt  elas««. 

Nun  omnea  anmoros  formae  2*  A^l  ad  elaaseni  aeenodam  per- 
linere  ex  10.  patet.    Atqui  maoifesto  totidem  sunt  formae  2^  A  4- 1 

3uot  hujasce  ^  h  —  1;  si  igitur  nonnulli  formae  2*Ä-|-1  ad  secun- 
am  claasem  pertioerent,  in  secunda  piures  numeri  exstarent,  quam 
in  prima  ciasse,  quod  ficti  nequit,  quum  (9.)  totidem  siot,  oempe 

^.2"'"',  in  ambabua  dassabita. 

Unde  manat,  quemyis  nummm  A  ejusmodi,  ut  sit  formae 
^hArt  simulque  k\Byn  fore  TMldiAmi  ordinis  paris  t  moduli  2" 

Quando  A + ^  <  7i,  numerus  propositus  scmper  erit  non-residuum ; 
quando  /-  T  ^>  51t,  etiamtum  numerus  oon-resiaaum  erit,  ai  formam 

habet2*^A  — 1. 

Licet  manifesto  accipere  A  +  ö^n  vel  k=^n  —  ^,  quo  facta  k 
potest  esse  numerus  integer  ^ulconqtie. 

Jam  vero  e8t2  ideoque  2'»~öä-|-1=4^ä+1«  Exquo 

tandem  seauitur  tbeorema  clegans ,  quod  totani^  Miidnomin  ordinia 
paila,  doctnnam  pro  modulo  2^  exbauriat:* 
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Qilivis  nUMer««  iniuar  forma«  iäh-^t  est  residiv» 
ordinis  paris  i  modufi  z»,  reliqai  vero  Dnmerl  sunt  non- 
residua,  denotantc  ft  nuraerum  inte<?rum  qnemcuntjueet 
j  divisf»rcm  commutiem  niaximMm  iiuriierorum  t  et  2*~'. 

(^nicuü(}iie  autein  numeruö  impar  residuum  eat  oidi* 
ait^  i  ii'li  aris  iinixl  ii  l  i  2"  (9.). 

j^xeiupli  gratia  pro  <=2  erit  d=2;   ergo  quaado  p«lMlw 
aiiqtia  onmeri  2  altior  iiiiaiii  secnoda  ^iro  modmo  assmnitar«  oniMS 
nomeri  impares  fonnae  SA-f-l  eniut  residtiä  quadratica« 
▼ero  noD-residaa»  Of.  Comm.  meam  de  Pofestatum  Periodi8.ing.99. 

IS. 

Quod  miiititudo  reslduonuu  ordiois  pari«  e&t  — ^(ü.),proAom- 

nes  innneri  integri  0,  1,  2,  3»  ponendi  sunt  usque  ad— 

—  1;  qua  re  «imul  residna  reperimus  ipisa.    Suut  eoira  haec: 

Ut  omola^  quae  ad  hoc  de  residuis  eruimu^,  complectamuc, 
hae  inde  maoant  propositioneB: 

'  CoDgrueikfia  st^'=='A  (mod.  p^,  2/?")  tum  modo  fesolvi  potest, 

qnaiido  ^  '  uuitati  üt  congrua  exstaotque  d  radices  diver- 
»ae dcnotante  ^  divisorem  commtinem  maximum  numerorum  i  et 

pH— »     — ij,   Multitudo  residuorum  ordinis  <  eat *  (jb— 1). 

CODgriieiitia  <s*  s  ^  (mod.  S*)»  ubl  st>2,  Semper  resolabilis 
est,  quando  f  impar,  exstatque  uoa  solummodo  ladiz.  MoltttiKlo 

residuorum  eHt2"~'  eritque  quivis  ounienis  impar  residuum.  Si 
vero  t  est  |»ar,  con^ruentia  tum  modo  rcsuivi  poterit,  qnnndo  J  for- 
maui  ioduit  k^h\U    Multitudo  radicum  erit  ^d  muiütudoqiie  rini- 

dnotmii  oidhiis  t  a^qalparabit  oumenim  ' 

Congnumtiam  denlquA  a^^A  (aod.  4>  Semper  reooM  posMi 
qnaado  i  impar,  quando  t  par  resolubilem  esse  ant  mw^imfai- 
mlam,  piavti  A  foimae  alt^m^lattl  bajnaceim^lperMpakMt 

14. 

Dcuotante  t  uuiuerum  aliquem  imparem,  m  habetur  2  =  2*Äil, 
ubi  h  impar 9  atque  z^^dA-f-l^  maQuesto  erit  k<^n — ^  k^^^ 
Ex  quo  seqmtiilr  (11.) 

Nnmems  qüicunqae  Impar  %  sab  formam  rednet«« 
St^AJ:!  ita  ut  sit  k  impar,  Semper  ad  claAsem  ier.lian 
pertlnetf  si  habetur  z<4d/«-|-L 

Si  vorn  nofi  estr<i6/^  }  l,  numerus:  ad  rlasspiu 
|irimam  aut  sectmdam  relere ri  du est,  proiiti  Inmiani 
induit  4dA'  -|- 1  aut  hanc  4M'  —  1,  desigaaat^e  h'  uuiueruiu 
quemcunque  integrum. 


m 

Exempli  gratta  sit  raodnhis  2^=32,  em  ft  =  5,  4=0,  erit 
d  =  2,  porro  2=27^4.7— 1.  A  =  7,  4dÄ  +  t  =  57  ,  27  <57.  Ergo 
27  in  tertia  classe  reperitur.  At  vero  pro  z  =  i7  erit  — 1,  45A-f-l 
=  9  atque  z  non  <4dA-l-l-   Ktsq  17  ad  primam  uertiuet  classem» 


15.  - 

Si  autem  t  sub  form;im  redigitur  2^f,  ita  ut  /"sit  impar,  ma- 
nifesto   divisor   comrautiis   maximus  d  erit  2  pro     — o,  '2*  pro 

?r  =^4,  2*  pro  7t=5,  2*  |)ro  «=7  etc.,  2^~*  pro  ?t=Jl-|-l  atque 

pro  ii>Jl-|-l.  HIdc  erant  valores  numerl  4dAi:i  pro 

-  *  Mr=3  ...  2Vi  +  l,  . 

Ä=4  2*Ä±1, 

.  «=5  2»A±1, 

ji=6  .2*h±i 

etc.. 


s 


Sl  accipias  signum  superius,  habebis  iiumeros  ad  classeiii 
primam  pertinentes ad  .sccnndam  vcro^  si  sumas  ioferius.  Reliiiui 
tiuiueri  ad  tertiam  classein  referuiitur. 


.       -  16. 

Potest  ctiam  periodus  ioveoiri .  rjiiao  omnia  residua  ordinis  l 
moduU.jp"  vel       complectatur.  Sit  enim     vel  2p**  ~  m,  (pn==p^~] 

ip^i)  atque  g  Dumerus  aliquis  ad  eipoDentem  ^  pertiDenSy  da* 

notante  $  divisoreni  comnuinein  maxiiuum  ntimerenmi  t  et  <pm' 

Erit  g  fesiduimi  ordinis  atque  etiam  g*9  ,  g^,  *  .  .  g~^» 
quonim  multitudo  quam  sit  ^  neque  plures  numeri  restdua  esse 
patei,  Ubm  periodum  omnia  reaidiia  involvere. 


i  I 


si  doeiriDam  residttoram  poteatatom  adhibare  vaÜa»  thaonroata 
art.  II*  et  14*  focilius  ifa  probantar; 

2»  —  » 

Sit  indoles  numeri  f  ea,  ut  haiieatnr  f  ^   ^(mod.2«),  quae- 

riturqnoj  num  f  ad  clasj^f^m  primam  portineat  an  ad  rlassom  sonin- 
dam,  i.  e.  num  /  sit  residuom  ordiois  paris  t  an   non  -residuum? 
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Pertinebit  autem  /*  iid  exponentem ,   qui  divlsor  est  numeri 
»  quo  designato  per  2'>-9  erlt  /  formae  2>^kii,  deootante  k 
nnmeram  imparem  (De  Periodis  Patost  23.), 

Debet  aiitoni  9  ita  detormiiiaii»  vt  >it   ^  pomeniB  iDteger?el 
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ita  ut  Sit  u  Integer,  quo  desigoato  per  h  erit  /  formae  4dA/:^l 
▼el  Irnjosee  4dAJ:l »  denotMito  k  iHmieiiiiB  btegram  qaencnoqne. 


wSatisfacittBt  igitur  numeri  formae  4^AJ:1  oongraentiae  ^  =1 
(mod. 

Formae  antem  4öä — 1  ad  primani  classem  pertioere  nemieunt 
(10) ;  pertioent  i^ifur  ad  secundam  cla.'^sem.  Formae  autem  Uh-\-i 
ad  primam  classem  jiprtinent  ,  quia  totidnn  numeri  exstant  formae 
46/«  fl  quot  hujusce  iöh  —  1  atque  mtütitudo  uumerorum  in  am- 
babus  classibus  eadeiu  est  (9). 

Designemus  miDc  classes,  quas  dizi,  per       S,  C,  ita  ut  il 

eit  prima,  JB  eecunda,  C  tertia  classis. 

Productum  manifei^to  exA  \nA  reperitur  In  il»  quia  (4dA"|*l) 
(4dA'  +  l)  denuo  e.st  formao  iöh^i. 

PrndiiLtiiin  ex  ß  in  />  debet  dccurrere  in  quia  (4dÄ4-l) 
(4d/<' — ■  l)  etiaiiinunc  foniiaia  iijduit  4^A-|-1. 

Productum  ex  imiaero  all  quo  classic  A  in  numerum  classis  B 
neoesBBiio  imrei^tar  In  B,  quoniam  est  (ak'-^l  )  formae 

4dA— i  >  auae  characterem  indicat  claaals 

Quanao  C  in  A  muItipHcetur ,  habetur  numerus  «K  C,  Idett- 
que  valet»  quando  C  in  ß  moltlplicetur. 

Si  vero  Cm  C multiplicetur,  numenis  Inde  ortns  tum  in  A,  ttm 
in  ß,  tum  in  C  nirrere  potest;  in  quam  autem  claasem  relereo- 
dos  sit,  hoc  modo  iiivestigo. 

Primuni  observanuis,  omnes  numeros  classis  C  forma  exhi- 
beri  k^iÖh,  ita  ut  k  sit  numerus  impar  ipso  45  minor,  qui  duI- 

him  liorum  — aequiparat.  lam  congruentia  :r  ~i  fniod.4d) 
admittit  25  radice.*«  diversas  (2.),  quarum  hne  iHoIuiimiüdo  let — 1 
formae  sunt  \öh±^i.   l^ruot  igitur  2ö  —  2  vel  2  (d — 1)  radices  formae 


formae  4dA-|*A,  9  formae  4dA-|-ifc4  etc.»  designantibns  ki,  ü«,  k%, 

k%  etc.  radicea  congruentiae  x^^i  (mod.  45)  ab  let — 1  divorsas. 

Debet  autem  es^sjo  in  geoere  ^h-{-ki  <2",  vel  A<  ^  \ 
A  ^  ^»  ideoque  summua  vaior,  quem  A  obtiueat,  erit 

-T-*— !•   Ergo  forma  iöh-^ki  compiectitur         uumeroa;  ex 
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quo,  si  pro  Art  ponnntiiF  omoes  radices  congraenüae  a.*<'^l>(mod. 
4d),  habeotar  =        (^^i)  mniKcri      cImmid  C 

0  0 


Totidera  autem  in  hac  classe  reperiuntur  neqne  vero  plures 
(9.);  qua  re  omoeä  prodibuut  Dumeri  classL»  C,  ai  methodum  se- 
queotem  adhibeas: 

Quaerantur  radices  congnientme  x^=i  (mod.  Ad)  ab  1  et  —  1 
dfversae,  quanim  qualibet  designata  per  X:^,  omnes  numeros  exbi- 

lieri  oportet  formae        -iöh  modulo  2"  miDores.  Tum  oumeri  cla6- 

C  prttdibuiit  omiie«*  si  pro       omnes  ?adic»s  CQDgniODtiao« 

quam  dixi,  poniioiar. 

Sint  l^tu  2,  /  Dumeri  propositi  daasiB  C  detenninoDtiirqiie 
liomm  fosidua  minima  oecundum  modulura  4^  ita  ut  sit  ^^^i 

(mod.  z'^k^  (mod.  ■U)  )  eritque  zz' =k^      (mod,  iS).  Quodsi 

iiabetur  k^k^=.i  (mod.4d),  productum  zz'  ad  ^  pertioet,  ad  S 
Ymto,  äk  kl  k^^^i,  etadC^qoandoifcjl^  ^^f»  doDotanto/nnmemm 
ab  lel— »1  dlTmoB« 
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Su^erest»  at  radices  congraentiae  jt' 3i  (mod«  2")  iDTenian- 
tui  9  nbi  t  est  nomenis  par. 

Qu&evb  taitiz  ad  exponentem  peränet,  qni  nonMffos  t  et 

ergo  etiam  borum  divisorem  communem  maxinium  2^  siniul  metia- 
tor.    Pertinebant  igitur  radices  partim  ad  i,  partun  ad  2,  partim 

ad  2*, . . .  partim  ad  2^. 

lam  vero  omnes  oumeri  ad  exponeotem  2"~'"  pertinentes  forma 
coDtinentur  2mA4:  1,  denotante  Jl  namenmi  imparem»  qui  vall»«« 
indaere  poMit 

1,3,5,7,..   2»-«— 1.  ' 

4  «  I 

Qamn  mo  differentia  nnmerorum  ^h±^i  et  ^)dbl  ^ 

nnmeri  ad  2»-"»  perttnenteo  facillime  iti^  computantur,  ut  in 

duas  rJasj^e'«  rlistrihuantur,  cujus  in  altera  sint  formae  2"*A4-1,  in 
altera  formae  2  "//— 1;  in  utra^ue  autem  classe  numerum,  qui  aii- 
quem  proxime  sequi tur,  habebis,  si  ad  eum  2™^'  addideris« 

Claaees  igitur  bae  sunt: 

ß  — 2«»  — 1         .  /    a'=2"«  +  l 
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Ad  «xpaiMntmii  'IS**^  aattti»  semper  ^^rm  numeri  peitinM^ 
^xcepto  Caan*  in  quo  exponens  e«t  2.  Tum  enim  3  Duineri  ex- 
stant ,  ncmpe  2«-  *  —  1 ,  2" -  *  -|  1 ,  2"  —  1 .  Hae  consideratioDes 
statim  viam  steruunt  ad  radices  inveDleodas. 


Quamtur  c^pm  dmim  wsmmmtA»  wteaHmw» .  Dii]iier#ciaii  I  et 

2"***  ,  qui  sit  2^,detbniilDeiiturque  adjumento  elassiiim  ^  et  mi- 

meri  ad  exponeDtes  1^  2«  2*,  2',  . .  2  pertinentes. 

Exemf^i  gratia  congntentia  d?***^!  (iaod.32.)  babet  8  radiots» 
quae  ita  ioTeDiuDtur: 

Hic  est  i9=2,.  ideoque'  divisores  ipsiu8  2  sunt  1,  2,  4.  Ad 
exponentem  1  pertinet  1,  ad*2  pertinent  2*— 1,  2*— 1  ?ei 

15»  17,  31.  Ad  4  pertiaent,  qu&a  m=3« 

a=2'~^l=7  a'  =  2»  +  i  =  9 

6=:«+2*=23  .  6'=a'+2*=25 

r 

firgo  ra4i«es  «ui4  1»  7,  9.  15,  17,  ^>  25,  31, 


20. 

Inveni  etiam  aliam  methodam  radlcee  iodagaadl,  ex  qua  malte 

!a  attentione  haud  indigna  maeabuDt. 

Dico  enim,  si  ad  expoDeutem  t  secundum  modulam 
2"  numerus  a  pertineat,  ettam  ad  eundem  expoDee* 
teiu     0  r  ( i  II  (» r  c ,  si  /"  sit  innnorus  impar. 

Primum  patet^,  potestateni  )  '  ccrte  uiütati  sec.  mod.  2» 
CO  ri  gm  am  esse,  qua  re  restat  modo  ad  demonstranduni,  (a^)  *  esse 
iofimam  ip^sius  a*  potestatem  ualtati  congniam  vel  pote^tates 

•    a*,  a**,  a'*,  .  •  • 

incoognia»  esfie.  Fac  auweia,  ut  habeatur  (fi'^^  a^      ubi  siiai 

.  Dumeri  ieter  1  et  <  siti,  eritque « '^*=1,  ideoqve, 

quiim  a  ad  <  pertioeat,  k=Q  (iiiod.Q.  Atqui  t  ad  ifc  pri* 

mus  est,  ergo  0*^e^^O  (mod.  t)  q«  e«  tu  Pertinet  igttör  ad 
exponeotem  * 

Itaque  leeidva  nbiBBa  nnmeioniiii  . 

«,  a%  a*,      ...  a^-*, 

quorum  multitudo  ^t,  ad  exponeDtem  <  pertinent  omniaque  smi  io- 
aequatia. 

Qmna  jam  (De  Poteet  Period.     24.)  Semper  i  numeri  ad  t 

Sertioeant,  exetabit  ODiia  certe  numerus  ad  t  pertinens,  qvi  oolli 
lorum  sit  congnius,  quem  vocemiui  6.  Unde  ad  i  ctiam  pcftiocet 
reeidua  inaequaiia 

6,  6S  b\  6%  •  .  4»-» 
querum  miüütudo  etuunnii^  \U 
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Nullam  denique  ipsiu«  if  potefijtatmTaüciii  ipsiii^.a.  icosgmn 
lore,  ita  demonstro.  .  - 

Primura  contcndo«  Semper  potestatem  aliquam  nuiievi  a  ex- 
Stare  coDgnientiae . 


«atisfacientem,  ubi  suot      8  ^i^ui  ex  bis  1,  3,  5,  7,   . . 

£tenim  quia  9  tanquam  impar  ad  t  primiis  etft»  tmmenis  \l 
ita  Semper  potest  detefminari,  ut  habeahir  opfi  ~  e  (mod.  t)  vel 
^ft  — 0=0  (mod.  <).    Est  vero  a'  =  l  (mod.  2»),  ergo  etianl  * 
^9^— ö  _^  (mod,  2«)  vel  a^^^a^  (mod.  2"),  qua  re  potestas 
,af*  buic  congnteatiae       =  aatisladt 

•  lam  vero  una  solununodo  radix  ei  satisfacit,  quia  <p  impar; 

ergo  si  ex.  gr.  haberetnr      =       (mod.  2»),  esset  b^J*,  con-  t 

tra  eu  quae  supposuiiiius.  .  * 

Itaque  duas  classes  oacti  sumiu^ 

•  *     .    .  .    i(^)  .  *  •  .  a,  a%  aS  a\  .  .  a'-^ 

.   W  6,  b\  6»,  Ä'. 

quaS  pct  üf  et  Jlf  desIgnaVimus.  ' 

Ceimim  obserrandum  est,  munemm  b  ea  Indolc  affectum  ut 
sU  6-1-11^0  (mod.  .2»),  oulli  postestatum  classis  ÜHTcoDgruam  fieri. 

Nam  primum  est  b= — a,  ideoque  6'  =  o'  =1,  quia  t  par. 
Pom  nnlla  Inferior  Ifaha»  b  viä— a  potestas  quam  unitati  fit 
congrua. 

Potestates    enim,    quarum   exponentes   ambo   pares  vei 

ambo  impares  incongruas  esse  ex  suppositlone  patet.  Restat 
iofitür,   ut   probemus,   congruentiam   locum  habere  Don  posse 

^^t^y  vela*^  -ir      ^0,  desigDsote  9»  munemm  parem»  ^ 

▼Cfo  bnparem.  Est  vero  si  ponatur  a=z^^&±i,  ubi  A  impar^ 


vero  si^ram  iofexius  «tatuäs,  habetur  2^(9^A'^4A<)sQ»2^^,ifc^fi. 
Sed  etiam  hoc  fieri  neqnit,  oisi  A=l,  quo  in  casu  S***-"«!  ad  exDouen« 
tem  2  pertinet»  quem  exeludimus.  Pertiu^t  igitur  — a  ad  expo- 

uentem  t. 


ünde  clasoso  habemus 


(M)  a,  a\  a^,  a\..  a*~' 

Pro  o  quilibet  numeru«^  ad  t  pertinens  actini  iioterit. 
Postremo  nuUns  termimi9  classl«  (Hf)  alicui  classis  (3f)  con- 

gruus  erit.  Nam  «i  baberetar  a^^s— o"^,  ita  ut       y  ambo  siat 
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Impare«,  esset,  sl  «  statuiift  feimae  a*A±l,  Ä*^iA'''-fa*-**'±l=0 
(mod.  2»-*),  q.  f.  ii. 

Ex  quo  tandem  secjuitur,  omoes  Dumeros  ad  exponentem  ^  per- 
tineiites  claäsiJüuä  (M)  et  (M')  coDtineri;  nam  nuuHtodo  tenaino- 
eiil  t,  plum  Tefo  ad  t  von  pertinest. 


Nunc  tandem  probabo,  clasaem  (A)  ^ogroere  cuia  daase  (M) 
et  classem  (A')  cum  classe  (iW). 

JNumeri  clastfium  (^)  et  {A')  ita  etiam  pommiit  Tepraesentiri 

3.  2*— 1  r  j  3.  a^-f-i 

^'    ^  5.  S"»—!  l  j  5. 


ex  quo  patet,  formas  primae  c)9^i8  esse  — i,  fonuas  vero 
isecuodae 

lani  Dumenis  a  in  classe  (M)  sit  formae  ^k—i  eritque  (1.) 

etiam  formae  2"*h  —  1.  Honotante  tp  numemm  integnim  impa- 
rem.  Hane  igitur  formam  indiiuDt  ,  a*,  etc.  neaue  vero  al- 
teram  nam  si  haberetur  siniiil  2"»/*'  4-1=2"»'  h — 1,  esset 

2^^'— 2'»'A:^2,  2"»-' A'— 2"'-*/i— 1,  q.  e.  a.  Ereo  classes  (A) 
et  (31)  coogruuDt,  similique  modo  cUaaes  (A')  et  (M'). 


Relationes  (^uaedam  valde  insignes  iDter  termioos 
perind<»rum  radicesque  con grue n ti a rum  purarum. 

1.  Summa  potcstatum  exponentis  k  omniuni  termi- 
norum  periodi  numeri  cujwsvi»  a  aut  {mt  niodulum  pri- 
mum  p  divisibtliä  est  aut  expooeuti^  ad  quem  a  perti* 
net^  congrua,  prouti  t  ipsun  k  non 'm^tltnr  aut  metitnr. 

Demonüt ratio.  Smniiia  potevtafn  «spoocMs  k  imnkKtnm 


est 

vel  siunma 


,    s4l»^- 1 )  =    ( o<*— 1) ,  ergo  « (o*  - 1^  =0  (mod.  p >. 
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Qnodfsl  f  ipsum  k  non  metitur,  esse  oeqait  (rood.  p), 

quam  ol>  rem  tum  qnitlem  s  pnr  p  dividi  ]»oferit.  Si  vero  t  DU-  ' 
merom  Jk  metitur«  erit  a.*  =  l,  ergo  a*^=.U  «tc.«  atque  m^L 


Corollarl.,».  Q«a.do     ad  ^ent^E:^  pertloet. 


abi 


est  S  flivisor  coraninnis  m.iximus  numeronira  t  et  p^i,  ex  I61. 
«equitur,  residua  ordiuis  i  aee,  luod.  p  potestatibua  exhiberi 

9»S^»  ff*»  ff*p  •  •  ^  •  • 

Residua  isitur  periodum  constihinnt,  q\m  ex  re  etlam  summa  po-, 
testatum  f^«'^"*  omnium  residuorma  ordiuis  t  secuod.  mod.  p  auf 

1 

per  f»  divisibUis  erit  ant  mimero  -^(p— 1)  coDgraa«  prouÜ  k  per 

t  DOD  divisibUis  est  aut  divisibilis. 

2.  Designante  etiam  nunc  ö  divisorem  communem  maximnm 
uumerorum  f  et  p— 1,  congnientia  ^^  =  1  (mod.  t»)  admittit  d  ra- 
dices  diTersas,  quarum  qualibet  ad  expooeotem  0  pertinens  desi- 
goa^a  par  «|.«auie».radioe8  eiliibentiir  poteatatibiiv 


tt>  10%  0%  n\  •  •  iD  • 


Ex  quo  sequitur  propositio  (!.)• 

Summa  potestatum  l^arum  omDium  radicum  con- 
i^ruentiae  (mod.  p)  Semper  perp di visi b :li 8  est>,si 

flpisu^  k  Don  metitur. 

•  3.  In  eoimuent.  De  Potestatum  Periodis.  §.  43.  jam  demon- 
stravl,  productum  ex  omnibus  termiois  periodi  numeri  cujusvis  s^- 
cai|diun  modalum  vel  S^^  uoitati  coogmum  esae  -  positive  aat 
negative  acceptae,  prouti  multitodo  teniiinoruiii  ait  impar  aut  par. 

Ergo  ex  16.  manat  tbeorema: 

Productum  emnlum  realduorum  ordinis  i  moduli 
|i"  Tel  2p«  uoitatt  posItWe  aut  nfegatiye  attmptae  con- 
gruum  est«  prbuii  multltado  residaorum  est  Impar 
aut  par. 

4.  '  Qaodal  radicaa  oo^grueiitiae 

(mod.  p), 

sunt  a>i»       tß99       (0^7  designaturque  aiminia  emniom  radlcnm 

per  — Ai,  «umma  combioationuiu  bioarum  radicum  per  Az,  summa 
eombiiiationiiiii  ternaTaiii  per  —A^,  mtmina  combttiatioinini  qiiater- 
narum  per  il«.etc.;  deiiiae  ramma  radicum  per  St»  amnma  qua* 
dratorum  per  iS^,  aumma  cubonim  per  S^,  summa  biquadratomm 
per      ete«,  ex  theoieroate  Meatomano  habentur  ,ae^pl^oiies 
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lam  vero  (2.^  sümthhe      /S;;  *!^,^  S^^^^  sunt -O.at 

Sg=dy  er^o  adjunieiito  aequatioiiuni  erit  Ai=A^^A^  =^^_,=0, 

at  d+d^^-O.  "-^ "  ■  '^'6 

'  .    Hinc  erit  etlam  '  *     *    .  i  i 

-in  6  >^«'m[;iJ^,^o;  ^,=0,  -*i<;^0,  ^4=0,  etc. 

Productum  omnium  radicuin,  quod  per  P  designemus,  erii^A^ 
prouti  d  est  impar  aut  par,  ergo  resp.  P=  i  1. 

Hinc  deducti  sumus  ad  theorema  ele^ans:  .  „^u. 

Summa  omnium  radicum  congruentiae  a:*=i(mod. p), 
deinde  summa  combi  n ati  o n um  bi na rum,  ter narum,  qua* 
ternarum  etc.  radicum  senipor  per  modulum  primum^ 
divisibilis  est.  Productum  vero  radicum  unitatl  posi- 
tive aut  negative  acceptae  est  congruum,  prouti  mol- 
titudo  radicum  est  impar  aut  par.     -  ^  unu. 

4.  Designetur  summa  combinationum  in  elementonim  ad  clas* 
sem  7i'<"»»  per  "Cm  eritque,  quando  s  significat  elemenbam  quod- 
vis,  ut  ex  theoria  combinationum  constat:        4.;        /  *  .-^ 

'  |tV|i  I  ♦  I.  Ii  <1.1  *i 

Quodsi  habetur 

erit 

e^^Cn^i  =.0,  •Ci.-i  ^e'Cm^i  =0,  *Cm_i  +  «•C^i -0, 

i.mmv-  •  I.  -«Mij  I"  .  •  • 

,ctcLi,  ideoque  ),  .riuiii:>  I  •  .  • 

min«)hiil'.  uji  '        *  »    Cm— i  —  (  CiM—i)  =ü,  ^ 

'"*'"^C»-i-('C«_i)'=0,  ^Cm-i-CC«-i)*z:0, 

etc.. 


Undemanat,  qoiim  »-^CW-i  «Ii,  ('Ct}«^Ti.  jSKgno 
«nperiore  uteodum  est  ant  inferiora»  prouti  m  est  impar  aut  par« 
lam  veio  babetor  *€w-i  =7-«*  ergo  (»^O^^Tl  vM  i«*E=l. 

Ex  quo  «habetur  propositio: 

Si  Muiiinia  nunierorum  secunduin  inotiuluia  primum 
p  incongruorum^  quoruiu  multituilo  m,  deinde  siiuul 
stimnia  combiDatioaum  binarum,  aumma  combiDationum 
ternarum  etc.  per  moduium  divtslbilia  est,  productum 
Tero  nnltat!  positive  aut  oegative  acceptae  congrnum, 
prniiti  multitudo  nunierorum  impar  aut  par,  necessario 
quicuuque  illorum  oumerorum  erit  radix  congruentiae 
Jf*=l  (mod.  p). 

.  5.  Fitiem  faule  commentatloiii  impcmam  demonatradone  pro^o- 
«itionla»  quae  sequitur: 

Productum  loniDinm  numerorum  ad  eondem  cxpo* 
Hentern  pertineatium  secuodnia  modaluin» qui  potestaa  ' 

est  a!  i  qua  nuni  e  ri  2  a  I  ti  o  r  quam  sefunda,  Semper  ttol- 
tati  secuudum  buuc  moduium  coDgruum  est. 

Examinemua  primum  casum,  in  quo  expononsi  i  ent  2.  Tom 
mo  ad   l  pertinent  — 1,    S'^-^+l,   2«  —  !  productumque 

P— (2*(n^M— 1)(2'>  — 1)^  quod  unltati  secuodum  2"  coognium  eaae> 
statim  perspicietur. 

Deinde  alt  t>2  perttaebuntque  bl  Donieri  ad  eo^peaentem  I  (20.) 

eorum  residua  minima.  Quoniam  ex  supp.  ^  aemper  est  nu- 
merus par»  erit  productum 

ideoaue  P=a«ti«.  Est  vers  aß^i,  etge  §•  e.  Psl 

(mod.S«),  q.  e.  d. 
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Heber  die  JUlbelle  oder  das  jfiTeaa 

Weil  die  Libelle  oder  das  Mveau  ein  für  alle  MeMinstruiuenU:  co 
-wichtiges  Werkxeng  ist,  so  halte  ich  es  tut  sweckmiaaig,  äen  folgenden 
Avfoatz  zu  deateo  weiterer  Verbreitung,  iind  weil  derselbe  wohl  soflgt 
nicht  nU<  II  Lesern  Ava  Ardiivi  SU  Geeichl  kommen  mAchte,  in  dl 
ZeiUchrift  miUathetlen*  €r. 


Academie  deö  Science»  de  Bruxelles.  * 

Sdnoee  dn  2  novembi» 

Phyfiique,  < —  Un'  rapport  fait  dans  cette  s^ance  par  MM. 
Quetelet,  Crahay  et  Stass,  conclut  ä  rbnpressioD  de  la  note  sai* 
▼aote  de  M.  T/iaii^rp,  lietitenant  du  genie  bel^e,  sur  les  oscillatioDS 
du  niveau  k  bulle  d  air  (  t  sur  les  moyens  <ly  rem^dier. 

,fOn  a  fait  iu8(|u  ici  peu  d  attention  aux  d^placemeats  au  e- 
movtve  la  bulle  amt  niTeau  fixtf  aar  uo  plaa  konsoutol  knmomltff 
lorsque  TuDe  des  eztr^mit^s  de  cette  bulle  TieDt  k  vecerelr  une 
iemp^rature  snfK^rieure^  k  celle  de  l'autre.  J*ignoie  si  des  obserrap 
tions  analoiriics  ont  dejä  ^te  publiees,  mriis ,  dnns  cv  ras,  elles 
doivent  ofre  tres  peu  ronniies,  car  je  n  ai  vu  cette  particularit^ 
mentioniiee  dans  aucun  ouvrage**),  et  Ton  est  g^oeralement  d*ac- 
cord  aujourd  liui,  Jors4]ue  l'on  observe  un  chaugement  queic^nque 
dans  ripdication  du  uiVeau  adaptrf  A.vn  inatruraent,  k  eu  rendre 
responsable  rinstniment  lui-m4me^  regardant  comme  iDfaiHible  la 
marche  de  la  bulle.  M.  Quetelet,  iorsqoe  je  lui  ai  parld  du  fait 


-*)  IiIiMtitnIjJonniHl  unlTereel  des  leiences  et  dee  «oddtde  «anutm 

en  France  et  a  l*Etnuiger«  Ire  Seetien.  Treisi^me  nnide.  Nr«  600.  Id. 

ATril  1H45.  p    14rr  ^ 

**)  J*ai  consulte  inutilemcnt  snr  ce  siyet  les  traites  de  uhjsique  et 
d'attronomie  les  plus  rdcenU  et  les  plus  esdm^s,  notamment  le  Physikmm 
liuekaiWiiHmrhum  de  Gehler,  et  V Astronomie  pkysiaw  de  M.  Biet,  qnt 

n  consaerd  quaranta  pagrs  Ar  son  rxccflent  onrrage  (tome  II,  1844,  cliap. 
IX,  sect.  2)  a  d^vclopper  la  coastruction,  le  juanicmeut  et  le«  propriöt^ 
da  niTeaa  k  bulle  d'air.  L. 
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er)  queHtioD,  m'a  a|»]»ri.s  «ju'il  avait  ohsorve  h>  mt^nio  phonoinerie  U 
V  a  dix  ans,  pendnnt  «ju  il  ^tait  occii^e  ä  determiner  la  iatitude  de 
iiriixeiles  au  uioyeii  du  cerolü  repetiteur,  mais  qu'ü  n'avait  pa« 
mmi6  sur  cette  i^mguiantey  parce  uu'il  croyatt  i  avoii  vue  rappor* 
töe  dm  «0  ^crit  dont  k  titre  lui  ^cbappe  aujoiird'bui.  Quoi  qu'il 
u  tmkr  noD  but,  en  presootaDt  cette  note,  o'est  nallemeDt  a4- 
iMt  aic8  droits  de  pnorite  a  la  dikouverte  duphenomene  ^ue  je 
sif^le,  mais  simplenient  de  donoer  de  la  pulilicit^  a  iin  fait  que 
j'ai  oonstate  pour  ni;<  part,  at  qiii  nierite  (KiHre  counu.  Mo»  dtvsir 
est  HVtre  utile  a  ceux  (jui  .so  seivoiit  du  iiiveau  a  bulle  d'air  coimne 
iotitruiueiit  de  preciMiou»  eii  leur  inspirunt  de  ia  deliance  daiis  non 
aaoiement,  et  de  les  mettre  eii  ^aide  coiitre  des  erreuri^  qui,  dans 
das  circonetances  ordioaires ,  s'eleveut  l'acilemeut  a  plusieurn  se- 
Ciwlea,  et»  daDs  des  oaa  eztrdmea,  ä  uDe  minute  et  au  delä.'^ 

ffKu  «ttbstauce,  ma  reiuar(uie  ^umt  ae  (bmiukr  en  ces  quelf 
que8  niotH :  »«Ud  niveau  a  bulle  d  air  tres  bon  et  tres  tscnsible 
etaot  fall'  Mir  uii  plan  uivnriaI)Io,  si  Tuue  des  extremites  de  sa 
bulle  vi<M)t  a  sc  trouver  eii  pröfierice  rrnru»  teuiperature  superieure 
a  teile  de  1  autif  t  xtreiuite»  U  bulle  tüut  eutiere  marcbe  du  cote 
Uoü  emane  ia  chuleur." 

„Cette  elpö^ience  est  extreniemeot  facile  a  repeter,  iorscpie 
1*00  pessdde  nn  niveau  ua  pea  sensible.  11  auflit  dTe  le  cater,  et 
de  piacer  ensuite  la  maio  a  un  o^ntiro^tre  enviroD  au-deaaus  d'ape 
extremitö  de  la  bulle.  Au  beut  de  cinq  a  mx  aecoodea«  (plaa  ou 
moins  sutvaot  la  cbaleur  de  la  main  et  la  sensibilite  du  niveau) 
«0  verra  ia  Iralie  se  depiacer  lentemeot ,  luarcher  vers  la  fnain  et 
suivre  ceiie-c!  dans  tous  ses  niouvenients.    On  rend  cetio  at  liou 

Flus  eoertrique  en  diri^jeant  l^baleiiie  vers  telui  des  deux  b mts  que 
OQ  veut  iaire  avatjcer.  £o  moius  de  oinu  becoudes,  j'ai  «ieplace 
ihii  de  douae  millim^trea  Ja  bulle  d*ttn  niveau;  ehaque  mUlimetre 
de  rdchelle  eorre^ipoodait.  ^  un  angle  de  quatfe  aecondea/' 

»Cette  Observation  est  bten  aimpie,  et  oependant  je  ne  CToyn 
pas  qu'on  en  ait  jamaia  tire  aucune  eonsequence.  Ne  voit  -  od  paa 
en  rffpt  tmis  los  jours  des  ingenienrs,  charges  de  TuvoIIoments  tres 
precis,  operer  aver  lo  nivoaii  «  erde,  sans  memo  preiidre  la  pr^- 
caiition  de  soustraire  leur  iostruineiit  a  Taction  directe  des  rayons 
(lu  äüleil,  eu  üorte  que  tantdt  l'une  den  extremit^s  de  ia  bulle, 
tuitdt  lautre  est  la  plus  ^cbauffee?  Si  lea  erreurs  qiM  Ton  com- 
net  fetcilflieiit  ainai  devleanent  irop  paipables ,  on  ae  rejette  alora 
ttir-lM  dUatatiebs  in^Mes  de  la  mooture  de  Tinatrument,  od  a'en 
prend  au  mecanicien  taiidia  qua  lea  mdniea  lrräg^laritäa .  ae 
seraient  manifestees  si  Ton  avait  pn  se  aervlr  d'uoe  lämple  fiole 
iua  aucune  monture. 

,,Tout  le  moude  connalt  les  ecarts  inexplicables  aux({uel$  sont 
sujettes  les  Observation»  de  Iatitude  iaitet»  a  Taide  du  cercle  rep^e* 
titeur.   Od  voit,  dans  la  Hase  da  Systeme  meirigue  (2evol.,  paeea 
et  aulv«X  des  dlaourdancea  frappantes  eatie  dea  s^riea  d  ob- 
servatioDa  da  Iatitude  (aites  par  Defambie  avec  das  solaa  acrapu- . 


*)  IL-Beaallea«  nidcaalcien  de  robservatoiro  de  Braxelle«,  aaquel 
Je  parlais  derni^rement  de  ce  fait,  m*a  üit  que  pliisleurs  in^<^ni»ara 
«'^tnifnt  plaintsä  lui  de  ce  que  se«  niveaiix  He  derau^euint  au  soleil.  J'ai 
montre  a  M.  Beaiilieu  qu'un  cxcellcnt  niveau  de  rortiu,  attacbe  au  cercle 
r^p^titcar  de  1  obäti  vataire,  sc  d^r«iig^iiit  ä  U  cbaleur  de  «a  miun«  L, 

Tli«U  VI.  '  26 
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leux.  (^t  habile  observateur  flemande  s'W  est  possible  de  les 
f^xidirmcr  par  dog  r^fractioDS  extraordinaires  duea  au  gsaad  (ujaA 
i|uil  lainait  alors." 

„Ces  deniiers  motB  suffisent  pour  me  rendre  compte  des  er- 
renrs  d'eDyiröii  dix  M&mAw  ^at  Delamlirtt  a  pa  fiilre  siir  daa 
diatoflcea  z^nithalc«  oaneliMa  a  l'aide  du  sivaan.  Sans  paHcr 
d'un  feu  de  bivouac  qnl,  par  un  temps  si  rU;oureax,  brülait  probft- 
blement  ä  qnelque  dtstnnce  de  la  Station,  di  dea  deux  bou^^es  qui 
servaient  a  eclairer  ie  reticule  et  le  niveau  du  cercle  repetiteiir ,  la 
chaleiir  rayonnee  par  le  Corps  de  l'observateur,  dan«  uii  teuips  trei« 
froid,  peut  facilemeot  devier  la  bulle  de  10",  dantant  plus  que  la 
cBapofntioD  du  iiiTeav»  pour  la  d^emiitiaäoo  dea  latitodes»  est  teile 
que  Tun  de  gas  bouts  est  tourlidTera  robaefvatenr»  ei  Tautre  dans 
ime  direction  oppos^.  Ajontons  enfin  fjne,  par  un  grand  froid, 
la  huWe  devient  plus  sensible,  et  (jiie  rallonj^einent  considärab/e 
qu' eile  ])rend  pcrmet  aiaemeot  qu'uoe  de  ses  extremites  a*eehauffe 
plus  qjie  Tautre." 

„11  OsLut  done  Mter  de  fahre  de  pareilles  obaervatioiis  dana 
nn  lieu  fem^,  k  traverauoe  ouverture  etroite;  car  il  s Vtabljt  aloia 
un  coiirant  d*air  qui,  venant  frapper  Tune  des  eztrteilda  de  la 
bulle  du  niveaii ,  I;i  rleplnce  necessairenient/^ 

.,l*our  bien  m  assurer  de  l'effet  que  les  Variation^  de  la  tem- 

f>erature  peiivent  avoir  sur  un  nireau  exposö  ä  l'air,  j'ai  opere  de 
a  maniere  suivante.  Sur  uoe  forte  pierre  de  taille  sen^ant  d'appui 
exterieur  h  aae  feo^tre  de  ptemier  dta^e,  j  ai  placd  deox  niveiix 
4  bnlle  d'air.  Les  deuz  inatmmeDS  dtaient  situ^s  sur  le  prolonge* 
ment  Tun  de  l'autre,  et  separ^s  par  un  Intervalle  de  vingt  ceoti- 
m^tres  environ.  L'exfremite  de  chaciin  d'eux  ^tait  distante  de  22 
Cent,  dn  montant  le  plus  voisin.  Iis  etaient  exposes  vers  le  sud, 
mais  ta  direction  de  leur  axe  faisait  avec  ia  meridieniie  uu  aoele 
de  40"*  comptös  da  DOfd  e»  passabt  paf  rewaet  Le  olveaa  n**  1  a 
uae  longueur  de  22  eentimetres  et  un  dlam^tre  Interieur  de  19**^,  4; 
la  plus  petite  longueur  de  -aa  bulle  a  ^te  de  22^,  5  par  tue 
temperature  de  36**  enriron ;  s;i  plus  graode  lopijTienr  de  74»"*»  par 
12°, 3.  On  voit  qu'il  reolerme  tres  peu  d  ;iir  et  (mip  In  majeure 
partie  de  sa  bulle  est  formte  de  vapeiir  d  alcool.  Le  niveau  n"  2 
a  ia  ineme  longueur  que  le  präcedent,  mais  son  diametre  D^eat 
qae  de  14^,  7.  Sa  balle  varie  de  17^,  5  k  SO^a  aaac  temptep 
fures  respectIveB  de  36^  et  12«»  3.  Les  fioles  on  verre  a'doiieat 
garnies  a'aucune  armature  ni  eupport:  je  m'affranchissais  par-la 
de  toute  cause  dVrreur  due  aiix  riilatations  inegales  du  metal  par 
la  chaleur,  o\i  du  ho'w  par  rhuinidite.  Elles  etaient  posees  sur  la 
pierre  formant  i  appui  ue  la  fendtre,  mais,  pour  les  fixer,  j'avais 
plac^  aa-dessona  de  leurs  eirtr^mlt^  deozpetites  couches  de  cire, 
^paiseea  d'an  demi-mUlittdtre  eniiroD»  adndrestoe  4  la  feis  k  la 
piene  et  aux  fiolea.^' 

„Pour  eviter  qiinn  ntr\huo  \cn  osciilations  de  la  bulle  a  an 
mouvement  periodiquo  de  la  pierre  de  support  ou  du  bfitiment, 
cause  par  la  cbalenr  du  solell,  je  ferai  remarijiier  de  suite  qne  les 
deux  iiulles  marciiaieut  eii  Heos  iuverse,  c*est-a-dire  qu  eiies  se 
-rapproobaieat  pendant  le  jour  et  ae  fuyaient  pendant  bi  noH.  Ce 
laiit,  qae  j'avais  pr^va,  est  ce  qui  m'a  engagä  k  operer  avec  deov 
niveaux  au  lieu  a'un  seul.  En  effet,  pendant  la  jouraäe^  lea  rayons 
aolairea  r^ecbia  par  la  eooleor  Maiieke  du  Biofitaot  a  coiiceiitrai«pt 
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U  chalenr  vers  le  mtlien  de  l'appui  horizontalv  et  attii'aient  les 

(lenx  bulles  vers  ce  point  niilleu.  La  nuit,  an  contmire,  les  deux 
nootants  consenaieiit  iine  toiiiperature  sup^rieure  k  eelAe  de  l'air 
ambiant,  et  attiraient  les  builes  a  teur  tour.'^ 

,,Mes  observations  ont  commenc^  le  5  septembre  et  fini  le  16: 

S**ai  noM  cbaque  jour,  a  15  ou  16  epoques  dinereutes,  la  positiou 
I  Biilicit  de  la  finlle  de  chacan  des  deos  slvean«  En  resard,  de 
dttqae  r^ultat,  j^indUiuais  la  femptfratm  donn^  par  im  Seniio- 
ni^tre  centigrade  plac^  k  romlite  du  mentsat  ^  J*ai  form^  ainsi 
fks  talileaux  oü  la  marche  des  niveaux  est  comparöe  ä  celle  d« 
therniom^tre ,  et  je  les  ai  trouv^es  toutes  deux  parfnifement  con- 
conlantes.  Eutin ,  pour  perniettre  de  niieux  8aisir  d  un  seul  coup 
d'oeil  la  liaison  intime  qtii  existe  entre  les  variations  de  la  tenipe- 
rature  et  les  d^placepients  des  bulles^  j  ai  traduit  graphiqueiueiit 
k9  HnätBtB  de  mes  tableatiz.'' 

^  liJ^ai  elietdfed  Taioenient  k  me  dooner  k  moi -10101«  «ne  csmii- 
catioo  eompl^tement  aatisfaisante  du  ph^nomdnc  qui  fait  rebjet 
de  cette  communicatioii :  c'est  un  sujet  de  rechercoe  treg  interes- 
sant, et  qui,  Kuivi  Rver  soin  vi  fliscnt(»  nvec  sai^acite,  pouirait 
peut-etre  jeter  uo  jour  oouveau  sur  la  tbäorie  des  onde«  cale- 
rifiques.** 

„Je  me  suis  donc  bome,  «apr^s  nvoir  bien  constat^  le  fall. 
i  tächer  de  remedier  a  uu  defaut  qui  enleve  une  graude  partie 
de  ses  avantagee  k  uu  imtrameDt  pt^deux.  Le  moyen  que  je 

proposer  me  semble  rtfsendre  le  probldme  aussi  oompl^ement 
qie  poesIMe/' 

})Un  nireau  a  bulle  d'air  est  enveloppe  d*une  seconde  liole» 
ft'nn  fliametrn  double  de  la  premiere.  Les  deux  cyliudres  se  tou- 
chent  Unit  le  lonsj  de  la  generatrice  inferieure,  en  sorte  que  la 
«^D^ratrice  superieure  du  v^ritable  uiveau  se  conloiid  avec  i  axe 
09  la  üole  enveloppante.  Celle -ci  est  remplie  eniierement  d'eau 
color^  en  bleu:  la  fehlte  que  Ten  doone  a  l'eau  deit  4ire  auaai 
foocee  (|ue  posalblej  mai0  permettre  cependaiit  de  faire  la  lectnre 
des  divisions  trac^es  SUr  le  nltreau  int^rleur.  Enfin,  Tune  des 
cxtreroites  du  tube  eiiTeloppant  est  ferm^e  ä  Taide  d*un  bouchon 
en  eaoutrbouc,  qui,  par  son  «^lasticite,  suit  le  liquide  coIot^  dans 
SM  CDtitraetions  et  dilatatious,  et  eniperbe  que  la  grande  üole 
wlate  en  ete,  ou  qu  il  s'y  forme  un  vide  en  hiver.  Par  ce  moyen, 
bulle  se  trouve  entouree  de  tous  les  cotes  d'une  ^gale  quantit^ 
de  liquide,  au  milieu  duquel  eUe  peut  6tre  considdräe  comme  na« 
pMit,  et  eile  eet  eonatraite,  dau«  toute  sa  longueur,  aux  brusquea 
jiidgalit<$s  de  teropdniture,  par  la  condoetibilitii  du  liquide  ambiant: 
la  cnuleur  bleue  donn^  k  l*eau  seit  k  abeorber^dayantage  le  oalo- 
riqu©  rayonnant." 

„Pour  m'assiirer  de  Tefticacit^  du  moyoii  ([ih'  je  vietis  d  in- 
dlipier,  j'ai  conmu  rx  o  par  exposer  un  niveau  ordinaire  a  la  chaleur 
artiüeielle  provenaiit  4  une  lampe  ä  meche  cylindrique.  Un  ecran, 
pere<S  d'uu  trou  circulaire,  et  interpose  entre  la  lanipe  et  le  niveau» 
P«nnettait  de  diriger  la  cbaleur  «nr  Tune  dea  enr^mit^s  de  la 
bulle.  Je  Tal  döplac^  ainsi  de  II  dlviaieDS  en  deux  miDutea/* 

„J'ai  enauite  enferm^  le  niveau  dans  une  enveloppe  sem* 
blable  k  celle  que  je  viens  de  d^crire,  mais  sans  y  introduire  de 
liquide:  Teffef  de  la  chaleur  a  et<^  plus  ^nergique  que  dans  le 
Premier  cas;  la  bulle  a'eat  deplacee  ae  14  divisions  en  deux  nu- 
te* 
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nute».  En  effet»  l'eovek>p|»e  cytiiidrH|tte  faiiiait  foacU«»  de 
lentüle." 

trüi&ieme  lieu»  j  ai  rerapll  li  eau  clalre  la  ffrande  liole,  et 
Tai  repiaeä  toat  le  sysMne  dans  le«  tnteee  eendütiODs  que  prM- 
demment,  c*eflt-ä-dire  que  la  m^nie  d'mtaiice  «xisttiit  entre  Taxe 
de  Ift  mÄche  et  celui  de  la  bulle.   Un  thermom^tre  pUe^  prts  dn 

nlveau,  mais  soustraU  par  l'orrnn  h  VnH'wn  de  \n  l-,impe,  et  un 
autre,  expose  directemriit  a  cette  action,  indicju  iient  dans  les  deni 
cas  les  meines  differeuce»  de  t^ni^eralure.  Apres  quatre  itiiiiutes, 
la  bulle  ne  s'^tait  deplac^e  que  d  uoe  diviäiou  et  uu  mid^rt.  *^ 

•  ,,£DfiD  j'ei  eolerd  le  liquide  en  bleu  k  Talde  du  sulfele  de 
cuivre  ammoDiacal ,  et  j*ai  dirige  pendant  cina  minutetii  la  chaicur 
de  la  lampe  sur  la  ro^me  extremite  de  la  bulle.  Au  bout  de  ce 
temp8,  j';ii  pu  voir,  en  m'aidant  de  la  loupc,  que  la  bulle  avait 
marche  de  huit  dixienies  de  division  au  plus.  Ainsi,  Teffet  produit 
par  la  chaleur  ae»i  iMs,  dans  ce  cas,  que  lea  trols  centidmes  de 
ce  qu  il  dtait  sur  le  Diveau  ordlnidre.'*. 

„Je  crois  doBC  devoir  eoneeiller  d*adapter  la  nodlficattoa  qut 
je  viens  d'indiquer  aux  niveauz  deednes  a  des  mesures  de  pr4k»> 
sion :  si  eile  rend  Tinstrumeiit  un  pen  j>lu8  lourd,  eile  a  l'avantage 
de  le  rendro  moins  fragile;  lorsqu  il  lui  arrivera  un  aceident,  pres- 
que  toiijours  la  tiole  sera  preservee,  ce  «era  l'enveloppe  uui  se 
brisera,  et  celle-ci  est  bien  faciieineDt  remplacee,  car  eile  n'a 
pas  besoin  d^aveir  ime  forme  eyliodriaae  parfaite/* 

,t3e  terminerai  en  recommandant  a  ceux  qui  ee  servent  da  nt- 
Teaa  comme  Instrument  de  precision^  noo-seulement  d'eviter  tpivm 
des  extremitäs  de  sa  bulle  soit  soimiise  h  une  temperature  supe- 
rieiire  ä  celle  de  l  autre,  mais  erx oro  do  ne  pas  i'employer  lors- 
'qu*il  vient  d'etre  trunsport^  d'un  iieu  cliaud  dans  un  lieu  Iroid  ou 
räciproquemeut.  J'ai  remarquö  en  effet  que  lorsque  Talcool  de  la 
iole  samt  des  dilatations  oa  dee.  contraetiena  rapides,  la  bulle 
^rait  ne  pas  se  contracter  ou  se  dUaler  ^galement  des  deux  cdUs 
a  partir  de  son  point  milieu,  en  Sorte  que  son  centre  est  reelle- 
nient  deplace;  et  ce  niouvemoTit  de  transport  de  la  bulle  continue 
ce  qu'elle  ait  acquis  une  lomnieur  eonstante.  J'attribue  ce 
i'ait  u  des  courants  interieurs  qui  s  etablisseot  daus  le  liquide  pen- 
dant qull  s'dchauffe  ou  qu'il  se  refroidit/ 

.  Anmerkung.  Aehiiliclic  £r«cheiniingcn  wie  die  vorher  besproche- 
nen ^aind  fibri^B  aueh  acl^on  tonst  beobnätet  und  an<A  ilinllclie  Mhtol 
wa  ihrer  Beseitig^ung  angewandt  worden.  M.  «.  z.  B.  die  Abhandlm^ 
von  C  A.  F.  Peters  uher  den  Frtpls<:hen  Vertikalkreis  der  Pulkowaer 
Sternwarte  in  dem  Bulletin  de  la  clossc  physico-mathematique  de  l'Aca- 
dteie  J.  de  St.  Petenbourg.  TM.  II.  1B44.  p.307.  G, 
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Andeutan^ef  I  zu  planlmetrlecheii  Auf- 

sabea  au^  der  CurTenlelire. 

Herm  J.  Katzfey, 

Dtreclor  dm  GjmiiwiiiiiM  m  Munsteretfcl. 


Bei  der  Stundenzahl,  worauf  das  Studium  der  Mathematik  au 
ilen  meisten  Gymnasien  beschränkt  ist  und  wegen  der  übrigen 
Lehrfödicr  boscnfffinkt  bleiben  mues»  ist  es  rathsam  und  bereits 
vielfiich  verwirklicht,  das«  der  iDhalt  diem  Lehrgegenstandes 

auf  sein  Minimum  reducirt  und  davon  ausgeschieden  bleibe,  was 
immer  ohne  Narhtheif  f!os  VrrstHndnisses  nnri  ohne  Verkümme- 
rung der  Alli^emeinbildung  ausfallen  kann.  Hiernach  ist  auch  die 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  der  Horbschule  zu  überlassen,  un- 

Seachtet  des  liedürfnisses  verschiedener  Sätze  dieser  Lehre  zur 
^  lehandlung  der  Physik.  Lassen  sich  nun  diese  Sätze  mit  den 
interessantesten  Eigenschaften  dieser  Curven  auf  rein  planimetri* 
Schern  Wege  und  leicht  fasslich  den  SehiUern  mlttheilen;  so  ist 
hiermit  fnr  die  Wissenschaft  viel  gewonnen.  Dass  und  wie  dieses 
geschehen  könne,  habe  ich  in  den  Abhandlungen  zu  unseru 
Herbstprogrammen  der  Jahre  1820,  1663  und  1840,  so  wie  in  meinem 
Ljehrbuche  der  Mathematik  gezeigt.  Einen  andern  Weg  hierzu 
bieten  die  nachstehenden  Anaeutungen,  nach  welchen  die  Prima- 
ner in  ihren  häuslichen  Aufgaben  zur  Kenntniss  der  Elemente  der 
Currenlehre  gebracht  und  die  Fleissigem  zu  einer  angenehmen 
iSell)stbeschäUigung  angezogen  werden  können. 


Genesis  und  Form  der  Curven  zweiter  Ordnung. 

S*  1.  Au  fg.  Man  soll  beliebig  viele  Punkte  einer  Linie  be- 
stimmen, welcne  einzeln  von  einem  Punkte  und  einer  Kreislinie 
oder  einer  geraden  Linie  in  Einer  Ebene  gleiche  Abstände  haben. 

Zur  Auflu snng.  Ister  Fall.  Der  gegebene  Punkt  ist 
in  der  Kreis-  oder  geraden  Linie.  Die  verlangten  Punkte  liegen 
In  der  geraden  Linie,  welehe  die  ,^egebene  Linie  unter  gleichen 
Winkeln  scbneldel.  (Die  Azenlinie). 
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2ter  Fall.  Der  gegebeue  Punkt  Ist  Afitlelpiinkt  des  gegeb^ 
pen  Kreises.  Die  verlangIeD  Punkte  liegen  in  einem  oonoentil- 
scfien  Kreise. 

ßeiiicrk.  Von  hier  ab  werde  die  gegebene  gerade  Llf^fl» 
Kreislinie  von  unendlicheni  Durchmesser  betrachtet  ^  ' 

3ter  Fall.    Der  gegebene  l'uukt  lii^ge  uu  Radius  oder  In  der 
Verlängerung  desselben.    Sei  der  Axe  ndurchjnesser 
y.  Fig.  %  3,  4.)  und  in  dem  Radius  gc  oder  in  dessen  Verlänge- 
rung der  gegebene  Pnukt  6.  Dann  erhält  man  zuerst  die  fiSehei« 
telpunkte      e  mittelst  qa^^ab.,' ge=^eh;  jeden  andern  der 
langten  Pmikte  mittelst  6r,  er,  fa=«r  und  ^  ^'y  'flmS 


Mittelst  yeriHngerung  der  Richtungs>inllB;>*^*iÄ«tt 
auf  der  andern  Seite  der  Axenlinie  den  Punkt     wo  6p=«d  im* 

6.  2.  Lehrs.  Wenn  der  feste  Punkt  6  (erster  Brenn- 
punkt) im  Radius  des  Bildungskreises  (Direktrix)  liogt 
(Tat.  V. Fig. 2.);  soliegendie  fraiilu  lion  Punkte  in  einer  Linie, welche 
in  sich  Kur&cldäuft  und  /\\  lsr]ioo  Ivreisen  eiiiLK's'M'^^^^f^n  ist,  TTfldie, 
um  den  ersten  Brennpunkt  h  und  um  den  IVlitt(  l|»iiiikt  der  Direktä» 
c  (zweiter  ßrennpuukt)  beschrieben,  «ich  in  a  berühreo* 

Bew.   Es  ist  ji, 

ÜH>fn  (Eiern.  L  19.);        -      -  ,v><»  n*l  ' 

fa>6a  (br>bs);  ....  ,.«,^rf^, 

lm>ba.  .^!,,  it^tUM 

iSomil  (m'^Ol.  (Wo  /  iSchueidcpuukt  i&i),  ,  .  ^,r.,\o  i'vfvfil« 
Femer  bt  -  v>h  foir. 

^  '     •  4^d4s» 

<rc.  -jfidj»n«dii»' 


Sei  daher  U  Schneidepunkt;  so  Ist  .  »V/^Md^ 

aber  "     '  -'^l^'^^^^ 

«t>  &c. 

Erkl.  Die  Linie,  in  welcher  &c*  Ist  eine  Ellipse. 

5.3.  Lehrs.  Wenn  der  erste  Brennpunkt  auf  der  Verlängerung 
des  liurcbmessers  des  Bildungskreises  liegt^  (Taf.  V' .  Fig.  *^«);  ^ 
Ueeen  die  firaglicben  Punkte  in  zwei  Linien,  welche  in  einer  WiD- 
kefebene  unendlich  fortgeheiid  sich  den  Schenkeln  des  Winloeb 
(Asymptoten)  allmälig  nShem»  ohne  dieselben  je  za  emiden. 

Bew.  Seien  o,  e  (Taf.  V.  Fig.  6.)  die  Scheitelpunkte,  6,  € 
die  Brennpunkte,  6d,^  bt  Tangenten  der  Direlrtrix;  ee  halhiie  m 
(die  Uauptaxe)  In  o  (der  CurtenmilteLp«nkt)  und 
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foo  o  8118  Lothe  zu  den  Taii^eiilitt»  4li«  Mich  beiden' iUchtuni^ii 
unendlich  forbi;etüetzt  wer<I<*n  können;  seien öd  in  i  und pqlfßL 
Danr»  llisst  sieh  zeisjen,  «las«  die  frut^licheu  Liuieri,  durch  «,  <?  i?e- 
hei)(l,  iiitierhall)  der  Winkel  foo,  pok  unendlich  fort<4eführt  Vier- 
den köoneii .  ohue  die  8vheiikel,  denen  sie  sich  aiiiualig  nähern» 
j«  m  erreichen. 

Zu  dtesM  Zwfck«  mhm  mo  auf  der  fk  eitieii  baUebigeii 
Ptakt  jr  HD«  dilM  «0«  rnkh^dle  DiMUrix  lo  r  aohaaide»  thifr»ds* 
N«D  kt 

Af^<lv  (Etcm.  L  4.); 

c^5>rs  (£l«ni*  HI  H.) 

Also  Ues^  der  dem  Radius  rc  entsprechende  Curvenpunkt  in 
der  Ehcne  des  Winkels  fog,  Sei  nun  die.ser  Punkt  n  und  fm  ge- 
zogen, so  ist  hn:^  rn  (§.  l. )  und  wenn  nzl^lrr,  so  ist  hz  —  zT\ 
80uiit  X  Darum  wird  die  bi  von  der  »z  geschnitten ,  und  zwar 
BBler  schiefen  Wipl^ein,  so  dasf  zii,  if^  über  n,  $  verlftngert,  con- 
TcvgireD. 

Wild  ooD  swiachen  re»  de  «Ib  lUdim  em  gezogen ,  deeeen 

Verlänprang  der  in  vor  dem  Begegnen  derselben  mit  if  begegne, 
^eschene  im  Punkte  v\  so  ist  erweislich^  dass  bD<^cw  ist,  also 
der  bezügliche  Curvenpunkt  zwischen  zv  und  if  liegt,  aomit  der  if 
fiÜket  ist  als  Punkt  n. 

Ebenso  verhalt  sich  s  in  Bezug  auf  die  oq  und  ahniich  iu  Be- 
zug auf  die  po  und  oU, 

Da  mm  beim  Fortrücken  dee  Panktee  $  anf  der  UDbeftreozten 
fk  die  BesthnmnDg  des  Punktes  n  möglich  bleibt  (well  €«|^acallel 
ß);  so  kann  die  iragliche  Linie  unendlich  fortgesetzt  ^erdeo*^ 

Kr  kl.    Die  Linie,  in  welcher  &c.  ist  eine  Hyperbel. 

§.  4.  Lehrs.  Wenn  die  Direktrix  eine  gerade  Linie  ist;  so 
lie<»en  die  Iragiichen  Punkte  in  einer  Linie,  welche  vom  Scheitel- 
punkte aus  zu  beiden  ^Seiten  der  Axenlinie  in  «tetiger  Aliweichuug 
Von  dieser  und  der  Direktrix  unendlich  fortgesetzt  werden  kann. 

Zum  Beweise  genffgt  das  A  bni.  (Taf.  V.  Flg.  4.) 

5.  Lehr 8.  Weoa  zwei  Kreise  azeeDtriscIi  In  einander  he* 
ichneben  aiod »  elme  sieh  zu  berflhren ;  so  lassen  sich  zwei  Ellip« 
MD  angehen,  deren  sSmittlelie  i^nakte  eiaaein  vpa  beiden  Kreisen 

gleiche  Abstände  halten. 

Bew.  Seien  />,  r  (Taf.  V.  Fig.  6.)  die  I^littelpunkte  der 
Kreise -welche  die  Axenlinie  in  i,  ky  f  und  f/  schneiden;  so  ziehe 
mm  einen  beliebigen  Radius  es  und  verlängere  denselben  um 
U=^ib,  Beschreibe  nun  mit  <;/  um  c  einen  Kreis  und  in  Bezug  anf 
denselben  die  .£lli|Nie»  dere«  en^er  Brennpunkt  ^  Ist 

Set  nun  n  ein  Punkt  dieser  Ellipse,  so  ziehe  h»,  welche  die 
Kieislinie  in  r  schneide. 

Dann  Ist 

bns=inl  (Gonstr.  g.  1.}, 

br^ls  (Ann.) 
rtt  =  w  &c. 
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Sieht  man  nun  dte  r«,  welche  TeHStigeft  die  Punkte  Uyt 

Steht;  dann  cz,  d«,  welche  tüher  u  Terlängert  die  f^z  in  e  trifft;  so 
it  wtf;^^^$ezc^snrocbruOJu9z  anch  v  ein  £ilipeeii{Rittkt  uiid 

iie=rr. 

Aus  demselben  Grunde  ist  6tt parallel  t*.v  und  hit:cs=bxi  car&c. 

Nun  begegne  hu  verlängert  dem  Kreitse  um  in  Dano 
ziehe  5m'  ,  w  elche  verlängert  die  Punkte  x' ,  r' ,  z',  gebe,  und  ieruer 
ziehe  z'c,  r'b,  welche  verlängert  der  es  in  ti'  begegne. 

Hiernach  let 


r'bxbu'^z'cies  (Radien/ 

und 

Winkel  rV6=z'ÄC  (Corresp.)» 

daher 

und 

6  parallel  x'c; 

somit 

• 

\r'n*scoz'cs. 

Folglich  -rVssii'«;  also  n!  von  beiden  Kreisen  gleich  weit  ab« 
stehend. 

Wird  min  noch  mit  einem  Radius  ^cs  —  t'b  um  b  elo  Krti» 
beschrieben,  der  die     in  l'  schneidet;  so  ist 

Folglich 

r'n' — r'Ä= n'*^ 

oder 

'  bn'^n'l. 

Also  n'  ein  EUipsenpunkt  fttr  die  Brennpunkte  b,  e  bezi%lieli 
auf  den  eben  beschriebenen  Kreis. 

Andererseit  der  Azenlinie  erhält  man  die  Punkte  e»  ff. 

Zus.  Wenn  die  Kreise  sich  berühren; '  so  geht  die  zweite 
Ellipse  in  die  fibuptaxe  über. 

6.  6.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  in  einer  Ebene 
besenrieben  sind,  ohne,  sich  zu  berühren;  so  lassen  sich  zw« 
Hyperbeln  angeben,  fo.  Alles  nach  Analogie  des  vor«  Paragraphet* 

Zus.  1.    Wenn  die  Kreise  sich  berfihren  &;c. 

Zus.  2.   Werden  die  Kreise  einander  gleich  genommen  &€. 

§.  7.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  in  einer  Cbenr 
sich  schneiden;  so  lässt  sich  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  an- 
geben, &€. 

^'Us.  Wenn  die  Kreise  einander  gleich  ^enommca  werdeuj 
so  &c. 
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.  8,  Lehr 6.^  Wenn  in  einer  Ebene  ein  Kreis  und  eine  gerade 
l^iftio  niiäserhalb  oder  Vrriihriwrt  ^||^iib8U"tfailg-*-iirir--Hiffftl^#lS>irfii» 


r 


'V«^-'    -M'illtri^'i   T«Jf             iTffM««  *tf}«^-«U';}^i»'  Willi'» 

f^titn: -IVf  .1.»'   H  rrrfTT^  .^n- 'inshnt  ulur. 


I       A  ,,1/  '  f-..       M  '  *       ■'■  t  f,  M  'I-.* 

Hisllßl*  die  Potenzen  mit  ImagpiAäreii 

Voa 

Herrn  L.  B all a uff, 

Lehrer  an  der  Bärgenchnle  in  Varel. 


k  etnem  frOhern  Au&atze^)  mchte  ich  die  verscliledeiien  Grund* 
Ugiife  der  allgemeinen  Arithmetik  auf  clneji  von  der  gewöhnli- 
chen abweichende  Weise  darzustellen,  Hess  aber  damals  die' Po- 
tenzen mit  imaginären  Exponenten  unherucksichtli^t.  Eine  mug- 
liehst  elementnre  Herleitun«;  des  Begriffs  die.ser  Potenzen  moÜ  den 
^««genstand  der  folgenden  Abhandlung  aiismarlien. 

Es  sei  a  eine  absolute«  rationale  oder  irrationale  Zaiil,  also 
cii  Zeichen,  welches  eine  solche  Behandlung  der  Einheit  vor- 
iditelbt«  welche  eich  fBom  oder  beliebig  aDseoäheit  auf  eine 
Theihing  und  Vervielföltigung  derselben  zurQckrahren  Iflset:  die 
Bedeutung  des  Zet<>hens  a*  lat  dann.  In  4er  erwähnten  Abband- 
lnn<^  für  den  Fall  erklärt,  diiss  x  eine  positive  oder  nej^ative,  la* 
tionale  oder  irrationale  Zahl  ist.  Die  dort  i^eirebene  Üelinitton  er- 
streckt sirh  aber  nicht  auf  den  Fall,  dass       eine  imaginäre  Zahl 

(von  der  Form  qp.  V -^1)  ist;  dieselbe  bedarf  also  filr  diesen  Fall  noch 
«Der  ErweiteriinfiT. 

Dieser  Erweiterun«;  stellt  Ii  aher  eine  eigenthffmliche  Schwie- 
rigkeit In  den  Weg.  In  «*  ist  nämlich  ^  kein  Zeichen,  welches 
munittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit  vorschreibt,  wie  a«  B«  in 
«i-«:  «ondern  ein  Zeichen»  welcbee  angiebt,  auf  ivelche  Wdae 


Tht  V.  Nr.  XDi.  S.  m 
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die  Einheit  nach  der  VorschrKIt  von  a  behandelt  werden  soll.  So 
schreibt  das  Zeichen  3  in  a'  nicht  vor,  dass  die  Einheit  3mal  ge- 
nommen werden  soll,  sondern  dass  die  durch  a  angezeis^te BehandluDg 
dreimal  wiederholt  werden  soll.  Man  sieht,  dass  sich  diese  Er- 
klärung unmittelbar  gar  nicht  auf  den  Fi^ll  ausdehnen  lässt,  dass 
der  Exponent  eine  imaginäre  Zahl  ist.  Es  entsteht  daher  die 
Aufgabe,  den  Ausdruck  a'  in  einen  andern  umzuformen,  in  wel- 
chem X  unmittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit  vorschreibt; 
dann  kann  die  Erweiterung  der  Definition  keiner  Schwierigkeit 
mehr  unterliegen.    Diese  Aufgabe  ist  durch  den  bekannten  Satz: 

a' =  lim.  (l+a  log«. or)*  gelöst,  in  welchem  Ausdrucke  log«  den  na- 
türlichen Logarithmus  von  a  bezeichnet.  Von  diesem  Satze  soll 
hier  zuerst  eine  einfache,  und  wie  mir  scheint,  recht  instruktive 
Herleitung  gegeben  werden. 

Es  sei  zuerst  a^l  und  8  eine  positive  Zahl.    Dann  ist  a^^l» 

also  a^==l-f-^,  wo  /I  eine  positive  Zahl  bezeichnet.  Da  ^  mit  6 
zugleich  0  wird ,  so  kann  man  J  =  b.d  setzen ,  wo  b  noch  von  d 
abhängt  und  erhält  dann: 

o^=l+Ä.5  .(1) 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  was  aus  b  wird,  wenn  ö  un- 
endlich klein  wird.  Aus  (1)  folgt:  | 

•     .  •   (2) 

und  es  fra^t  sich,  ob  sich  dieser  Ausdruck  für  8  =  0  einer  be- 
stimmten Gränze  nähert. 

•  «^Mi  ixi«  1  »is^uvwit.  m 

Man  setze  zuerst       — ,  wo  n   eine  uneodlichgrosswerdende 

a"  —  1 

ganze  Zahl  bezeichnet  und  — — =-Un»  Dann  ist 


« = a +^ )  "=  i+'^o-i^  ( 1  -  ^ )  •  «»'+2^  (1  -^).  (1-^)  «.'+■•• 

Man  sieht,  dass  in  dem  Ausdrucke  zur  rechten  Hand  alle 
Glieder  positiv  sind  und  dass  die  Anzahl  derselben ,  so  wie  die 
Koeffizienten  der  einzelnen  Glieder  um  so  grösser  werden,  je 
grösser  n  wird.  Da  aber  die  Summe  aller  Glieder  immer  =ia  ist, 
80  muss  Un  mit  wachsendem  n  immer  kleiner  werden.  Die  Glie- 
der der  unendlichen  Reihe:  . 

»it  n  »/;  tai    ,  Ii'  iit  iJ  I »'  . 

Ml ,     ?  '^39  •  •  •  Mfi  >  in  inf. 

»ind  alle  positiv  und  jedes  Glied  ist  kleiner  ab  das  Torherge- 
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hcnde ;  dl««e  ReiN  mm  dabw  «ine  positive  Giiii*  m  htrnMton, 

i- 

in=:lim  — r~ 

■    •  •  •  •     .  • 

fco  Jf^l 

m  ist  aber  zugleich  der  Werth  too  liia  --y- «  Um  sich  hier- 
voD  za  überzeageo,  überlege  inaD«  dam         eine  £i|yikü«pi  too  ü 


ist,  die  nur  für  d=0,  jeio  Fall  der  bei  unserer  Betrachtung  nicht 
▼«rkemmt,  eine  UoterbrecbiHif  der  KontinaltSt  erleiden  kann.  Für 

ein  unendlich  klein  werdendes  ö  kann  man  nun  —  so  wählen,  dass 

n 

der  Zahlwerjthyuo^— ^kletoer  ist  alajBd^aiigflblim  absoluteZabL 

JL 

Daou  kann  aber»  der  £rkläniDg  der  Kootinuität  genäas,, 

—  dem  Zahlwerthe  nach  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  ab- 
solute ZM  werdeo>  mid  maD  hat 

oder     *  .  ' 

Ä  i- 

lun  — j —  =  lim  — I — =iit. 

n 

Es  l«t  daher  y  lür  a>0  nod  ein  uoendlich  Ueloes,  positive«  3: 

* 

i*^=l+m.a,  wo  «=  to^f?^ 

nnd  eine  bestimmte  Zahl  ist.  Dieser  Satz  gilt  aber  auch  für  ein 
negatives  d  und  a<L  Denn  Ist  $  negativ  und  a-^d',  m  hat  maa 

wäist         eo  ist 

■ 

sil-fd«  IfaR  ^— ^ :  Hmoi'sl+d.  Kni  »1-m.d; 
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daher' 

Es  ist  daher  atreog  aUgemein  Ukt  jedes  absohite  «  und  jedes 
unendUich  kleine,  reelle  6s 

t  • 

I 

a^sl^m.d  (4 

wo  m  eine  bestimmte  Zahl  und 

f 


Ist* 

kt  w  eine  beliebige  reelle  Zahl  tmd  n  ^iie  imeiMlllBli  gmeee, 
gaasse  Zahl^  ao  iat  nach  (4) 


♦  « 

II 

daher; 


ii*=lim(l+m-)   (5) 

Ist  lim  — T — =1 ,  so  nennt  man  bekanntlich  e  die  Basi»  der 

0 

Datfiriichen  L^garithmeo«  £s  ist  dann  . 

e'sslim  (1+-)  ,  e=lim  *) 

Da 

^=,,.log.=l^(l+^^ii^)"....,..  (ft) 

8p  folgt  aus  der  Vergl^ichnng  mit  (5) 

}»==log,a. 

In  ((Q  Ist  mm  a».aiif  eine  solche  Weise  umgeformt,  dass  ia 
dem  Werthe  von  x  unmittelbar  eine  Behanifiimg  der  Einheit 
vorschreibt.  Die  Gleichung  (6)  giebt  dann  nnmiftelhar  folgeodff 
Erweiterung  der  Definition  der  Pmna« 

.  1  n 

«)  Der  Beweif,  dsM  0+^)    für  n  unendlich  «erdend  sidi  eiiff 

bettimmten  Gränze  nähert^  ist  schon  früher  InaArdilve  ThLI.Nr.XXTIlL 
S.  204.  Ihl.  III.  >r.  XWV].  S.  327.  gegeben.  Ich  kälte  es  daher 
überflöMlg  ihn  bicr  »  wiederholen. 
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£s  sei  a  eine  beliebige  absolute  Zahl,  x  elee. beliebige  reelle 
oder  imaginäre  Zahl  (^.t^-^l)^  so  bexelehnet  man 


Ihn mite». 

Es  muss  nun  noch  gezeigt  werden,   wie  die  durch        — ^ 
vorgeschriebene  BehuEKllunff  der  Einheit  an  einer  Grosse  wirklich ' 
ausgeführt  whd.  Es  sei  A  ein  Strahl,  der  von  dem  Aoiaogspunlite 
der  Koordinaten  aui»  nach  der  Richtung  der  ersten  positiven  Halb» 

achse  gezogen  ist.  Den  durch  Ar.(l -f- 2^^-!^^)  dargestellten  Strahl 

erhält  man,  wenn  man  in  dem  Endpunkte  ron  Xnach  der  einen  oder 
anderen  »Seite  bin,  je  nachdem  positiv  oder  negativ  ist,  eioeSeokrecbte 

errichtet»  dieselbe  =JL:}2i5L  macht,  und  den  Endpunkt  dieser 

Senkrechten  mit  dem  Anfangspunkte  der  Koordinaten  verbindet. 
ist  n  unendiicb  gross,  so  erhält  man  einen  Strahl,  weicher  der 
Ij&Dge  nach  sifist  und  mit  demselben  den  besefariebeaen  Winkel 

— — ^bildet.    X.a     =Ji.  Iini(l  +  ^-  ^ — )    erhält  man,  wenn 

fl  fi 

man  dieses  Verfahreh  »mal  wiederholt.  Obiger  Ausilruck  ist  da- 
her  ein  Strahl,  welcher  mit  X  gleiche  Länge  hat  und- mit  demsel- 
ben den  beschriebenen  Winkel  qploga  bildet. 

i/-— — 

a     —1  j^t  ajgQ  ejj,  ßehandlungszeichen ,  welches  vorschreibt, 
daas  ein  i$trabl  um  den  beschriebenen  Winkel  ^«logo.  gedreht 

werden  soll,  e^""*  schreibt  daher  eine  Drehung  um  den  be- 
schriebenen Winkel  <p  vor.  e^"^^  ist  also  gleich  demjenigen  Be- 
haodlungsaeicben ,  welches  Ich  In  mebem  frfiheni  Ausätze  mit  e 
hezetchnet  hatte.   

Hieraus   ergiebt   sich    auch   unmittelbar,   dass    X,  e^^""^ 
^ A  .  cos  (p  ^  A'.sin  q> .    — 1 ,   also  e9'V— l  =  cos  9  -4-  sin  9  V — J 

Ist.   Da  sich  nun  auf  bekannte  Weise  1iim(l+^V^^  'in  «u» 

n 

unendliche  Reihe  entv^ickeln  ISsst,  so  erhält  man  durch  Glelch- 
setzung  der  reellen  und  Imaginären  Theile  mit  Leichtigkeit  die 
bekannten  Aeihenf0r  cos  9  und  sinigp. 

Die  Definitioa  der  Potenz  lässt  ,sicft  nun  auch  auf  den  Fall 
enveitem,  daas  man  fiir  den  Espenenten  ein  beliebiges  Behaad« 

lungsaeiehen ,  wie  ^  etc.  setit*  Ist  J  ein  solches ^  so  hat  man : 

e-'rs  Um  (1+^) , 

wo  es  dann  freilich  noch  sweifelbaft  bleibt »  ob  dieses  Zeichen 
eine  bestimmte  Bedeutung  bat  oder  nicht.  Ffir  diese  Potenien 
lassen  sieh  dann  mit  Lelcfatiffkeit  diejenigen  Sätie  beweisen» 
ftlr  gewöhnliche  Potensen  gelten.  So  ist  s«  B. 
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.    «^^=ltai  (l+^)X  ) 

,    =ii»|(i+-).(i+-)|  _ 

ymmne^tzt  dass  nicht  ^.z/'  eioe  solche  Behandinns:  der  Einheit 
anzeiirt ,  X  dttrch  ckren  AnsfähniDg  eiiM  uneadUicli  .grosse  Grösse 

entsteht. 

Die  Erklärung  solcher  Potenzen,  wie  «"+"^"1, 

ist  thoils  schon  in  dem  Fn'ihcrij  enthalten  qder  muss  auf  die  ge- 
wöhnliche Weise  gegeben  werden. 

Die  Konstruktion  der  inmj^inaren  Zahlen  ist  bekanntlich  zuerst 
von  Gauss  creireben  worden.  So  [  i(  h  weiss,  ist  von  Gauss 
selbst  Nichts  darüber  im  Druck  erschienen  *).  Ich  kenne  diese  Un- 
tersuchungen nur  durch  eine  kurze  briefliche  Mlttbeiloug  eines 
Freuodes  (des  Herrn  Dr.  Wittsteio)  und  durch  die  Abhandlung 
des  vmtorbenenMijorsMfili^r  im  Archive  (ThI.  LS.  397).  Die  Idee» 

die  Zeichen-^,  Ax  u.  s.  w.  wie  Zahleu  zu  behandeln,  ist  von  dem 
dx 

verstorbenen  Doctor  Eichhorn  in  seinen  Principien  einer  all- 
gemeinen Funktionenrechnung  (Hannover  1834)  vielleicht  zuerst 
ausgesprochen.  Cauchy  hat  von  dieser  Idee  bekanntlich  glänzende 
AnweDOuoeen  auf  die  Theorie  des  Lichts  gemacht,  nennt  aber 
diese  Rechnungen  symbolische.  leb  glaube,  dass  dieselben  nicht 
mehr  oder  weniger  svmboliscb  sind,  als  die  Rechnungen  mit  nn- 
benannten  Zahlen, überhaupt 

*}  Die  Abhanclfiinj:;-  ThI.  VI.  Nr.  XXXV.  und  deren  Anhang  konnte 
Herr  BaKaaff  bei  AbtiiMuug  des  Torliegomieii  Auf  «atzet  nocli  nicht  kennea. 

G. 


N  • 
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IX 

Ueber  das  baUtetisd&e  ProU^n  *). 

.  -s  Von  dem 

Herrn  Doctor  Dippe, 

Oberlehrer  am  G^uuiftttiiiin  Fridericianam  su  ScJiwerio. 


In  dem  Proijnimm  des  Gymnasinin  Fridericiannm  in  Schwerin 
vom  Jahre  1843  haf)e  ich  eine  Ln<:iinir  des  hnüistisclien  Problems 
auf  die  Annahnu-  Li;os(utzt,  dass  der  Widerstand  der  Luft  der 
Geschwindigkeit  des  bewegen  Körpers  pronortinal  sei. 
<  Ich  hin  weit  davon  entfernt,  diese  Annahme  rar  richtiger  oder 
fiir  weniger  falsch  zu  halten,  als  die  gewöhnliche  Voraus*  ' 
Betznng;  allein  ich  glaube  doch,  dass  diese  Untersachnng  nicht 
ohne  einiges  theorefischo  Interesse  ist.  Indem  theils  das  Gesetz 
jene«  \\^derstandes  noch  gar  nicht  mit  hiniHnglicher  vSicherheit 
bekannt  ist,  theils  die  von  mir  zum  Grunde  gelegte  Annahme  die 
einzige  ist,  bei  welcher  man  zu  einer  voliständigen  Losung  des 
Problems  gelangen  kann.  Seibot  die  Praxis  scheint  hei  dieser  Auf- 
lösung nicht  ganz  leer  auszugehen,  wenn  man  nur  von  den  anlce- 
stellten  Formeln  nicht  mehr  verlangt ,  als  sie  bei  der  Unwahrschein' 
lichkeit,  dass  die  ihnen  su  Grunde  liegende  Annahme  richtig  sei» 
leisten  können.  ^ 

Der  Umstand ,  dass  von  unseru  Programmen  nur  wenige  Exem- 
plare die  GrSnzen  Mecklenburgs  überschreiten,  wird  mir  zur  Ent- 
schuldigung dienen,  dass  Ich  das 'Wesentlichste  aus  jener  Abband* 
hmg  hier  mitthe&le* 

h 

Dcf  beweffte  Korper  sei  ^ne  Kogel ,  and  die  beschlemilgtnd« 
Kraft  de«  Waerstandes  sei 

f ' 

*)  Ich  Imitü  m  für  meine  ScIi ii Idf t^lrif .  zu  bemerken^  dais  der  Ab- 
druck dieses  «chrm  seit  Ittneerer  Zeit  in  meinen  Händen  Iveflndlichen  Aof- 
■atsM  dqrdi  unvoriiergeMlieBe  HindemiMe  hk  jeisi  veniigert  worden 
kt,  glaube  aber,  da««  demelbe  aach  Hon  nicbl  sn  flfü  kMHft«  i^eSH 
auch  4m  QwgtmtM^i  mihU  nkh*  gm»  wn  In»  Q, 
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\vo  h  eine  durch  die  Erl^hninj?  zu  bestimmende  constante  (xe8cli\\  'i 
diiikeit  ist .  deren  Werth  von  der  Grösse  uud  Dichtigkeit  der  Ku^el, 
Howie  von  der  Dichtigkeit  und  besondern  Beschamilieit  dM  wider- 
stehenden Mittel«  abniingt,  wShmd  g  die  bemhlennigende  Kraft 
der  Schwere  in  dem  widerstehenden  Mittol  bedeutet,  v  aber  die 
Cveschwindigkeit  <les  bewegten  Korpers  ist.  Wenn  (m  die  beschleu- 
nigende Kraft  der  Schwere  im  leeren  Raum  ist,  aber  die  Dich- 
tiL'kelt  <1cs  Mittel»,  d  die  Dichtigkeit  der  Kugel  bedeutet,  80 
iiat  uiau 

£s  wird  tj  negativ,  freoi^  d>if  ist;  und  in  diesem  Falle  erhält 
aueh  k  einen  negativen  Werth,  damit  der  Quotient  ^  positiv  bleibe. 

Da  ferner  der  Widerstand  um  so  geringer  wird,  je  kleiner  jist,»*o 

8 

muss  der  Werth  von  k  in  der  Weise  von  ^  abhängen,  dass  k  un- 
endlich i;ross  \\\x{\,  wenn  ^  verschwindet,  also  wenn  die  Bewegung 

im  leeren  Kaume  erfolgt 

\}m.  die  Losung  des  Problems  zu  vereinfachen ,  nehmen  wir  an, 
dass  die  widerstehende  Flüssigkeit  keine  eigenthüniliche  Bewegung 
habe,  dass  ihre  Dichtigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Kti^el- 
liahn  constaut,  und  die  liicbtung  tler  Schwere  mit  dem  durch  eineu 
Punkt  A  der  Kugelbahn  gezogenen  Erdradimi  parallel  aei  Die 
Babn  dea  Kugelmiitelpnnktea  liegt  alsdann  b  einer  durch  Aß  gele^ 
ten  vertikalen  Ebene,  wenn  AB  die  Richtung  angiebt,  welche  die 
Kugel  im  Punkte  A  hat.  In  dieser  Ebene  le^^t  man  durch  A  die 
Abscissenachse  AX  horizontal  und  die  <>i diiiatenachise  AY  darauf 
senkrecht,  so  dass  die  Ordiuaten  in  ilt  r  litung  nach  oben  posi- 
tiv geuomnien  werden.  iNacb  Veriaui  der  Zeit  i  sei  die  Kugel  mit 
der  GesekwiDdigkeit  e  In  ekiera  Punkte  C  angelangt ,  deaaeii  Coor^ 
dinaten  x  und  y  sind ;  der  zwischen  A  und  V  liegende  Thell  ihrer 
Babn  sei  $,  und  in  C  bilde  die  Richtung  ihrer  Bewegung  mit  AX 
den  Winkel  9 :  dann  sind  nacb  bekannten  Gesetzen  der  Mechanik 

« 

4 

die  DifferentialglelchungeD',  aus  denen  die  Gesetze  der  Bewegung 

hergeleitet  werden.   ]\un  ist  bekauntiicb    =     >  cos9  =  -^,  sin  9 

r=         folglich  bat  man  die  Integration  der  Gleichungen 

di*-^  k' dt'       de^-^'^idt"^  . 

zu  bewerkstelligen,  und,  wenn  im  Pimkte  A  die  G  e  s  c  wi  n  d  ig- 
keit  =  a  ist,  und  mit  AX  den  Winkel  BAX^u  bildet,  die  Coo- 
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stanten  so  zu  beHtimmeii,  dass  {gleichzeitig  /=0,  x—0,  ^=0, 
1=0,  v=~^=:a,  ^  =  coscf,  ^  =  8ina,  mithin  die  horizontale 

Geschwindigkeit --7T=:acoßa,  die  vertikale  Geschwindig- 


dt 


k ei t -^=:a  sin  «  werde.  ^»^ 
Man  lindet  durch  Integration  der  Gleichungen  1)  und  2)*> 


-  .  '  ■  4)  g^aW«-f 
iLf  nl9in"t«»'i  *' «.'iul'«  v>u  yunc 


Aus  der  Gleichung  3)  erhält  man  durch  eine  neue  Integration 

-V    .     »  I         ^  aÄcosa 

5)  f  —  —  IOC.  nat.  —7  , 

"         aA:cosa — yx 

oder 

^                 oA'COS«  — 
iifn  *»uii  6)  ar  —  (1— c      ),  " 

wo  e  die  Basis  der  natiirlichen  Logarithmen  bedeutet.  ^^'jh 
Eben  so  erhalt  man  aus  4)  »•>  t>i>Ainn  Mii»  ^li.i 

7)  <=-log.  nat. 


Durch  Oombination  der  Gleichungen  3)  und  6)  findet  man  die 
horizontale  Geschwindigkeit : 

»d   <»(nt    ^/  \\(\\\\A  l»b  ff  .b 

und  aus  4)  und  8)  die  vertikale  Geschwindigkeit:   '  «' 

10)  +  «         <^  "  *  —fc. 

;  "Endlich  erhSlt  man  durch  Ver'bindüng  der  Gleichungen  5)'  und  7) 

a/rcosa  k-\-aB\\\a  lixhin  ti  ,  oujj 


dA'cosa — i/a:      ...         ffV       /   <  ..i  •    '  ♦ 
.»^4       A:  +  a  sin«— 7  —  , 

und  wenn  wir  aus  5)  für  t  seinen  Werth  setzen  und  gehörig  redu- 
ciren,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Kugelbahn: 

A*  +  asina  ,         ^       alc  cos  et 

11)  v  =  'X  log.  nat. —7——  9      •  ■ 

.  '  ^       acosn         g     °        nA'cosa — gx  .| 

Thea  VI.  '    .  «7 


4X8 

oder  noch  einfacher: 

12)  y= — !  ar  +  —  log.  nat.  (l  — ). 

Es  ist  also  die  Bahn  eine  ebene  Curve,  deren  Gleichung  in 
der  einfachen  Gestalt  ,  ^  -tiii«*. 

[  hm'  f  1«    y=pj:  +  ylog.  nat.  (1— r:r) 

erscheint,  wenn  man  die  constanten  Factoren  der  Reihe  nach  mit 
p*  g,  r  bezeichnet.     •  ,^  — »»...«»  .-w  ^c. 

V  .        -  .  fi.  2.       '     n  ^ 

Eine  n.Hhere  Untersuchung  der  obigen  Formeln  lehrt  nun  Fol- 
gendes. Die  Gleichung  (12)  reducirt  sich  für  lc=:(x>,  also  wenn  die 
Bewegung  im  leeren  Räume  erfolgt,  auf 

-    '  ».  .  -  V 

•       y=*^S°-^-2a'  cos'«' 

das  ist  die  Gleichung  der  Parabel,  welche  eine  mit  der  anfang- 
lichen Geschwindigkeit  a  unter  dem  Elevationswinkel  a  fortgeschleu- 
derte Kugel  im  leeren  Räume  beschreiben  würde. 

Für  die  vertikale  Geschwindigkeit  erhält  man  den  Werth 

dy  /•  -|-  ff  sin  cf 

dt         .     -  ^  aATcos« 

wenn  man  die  Formeln  (4),  (11),  (5)  in  §.  1.  combinirt  Dieser 
Werth  wird  Null,  wenn 


sin  2a 

1)  x,=  


2^(1+-^) 


k 

ist,  und  dieser  Werth  verwandelt  sich,  wenn  k=cD  ,  g=  G  wird, 
d.  h.  wenn  der  Körper  sich  im  leeren  Räume  bewegt,  in  die 
bekannte  Formel 

 sin  2a 

2G  ' 

Die  Ordinate  des  höchsten  Punktes  der  Kogelbahn  findet  man, 
wenn  man  den  Werth  (1)  in  die  Gleichung  (Iz)  des  §.  1.  snbsti- 
tuirt,  nämlich 

2)  Jfi  =  —  y—J  log-  nat  (1 +— j— ) J' 

Dieser  Werth  geht  für  k=icc  Über  in 

 a-  sin*« 

^'~~2G~' 


Google 
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Die  vertikale  Geschwindigkeit  erhält  von  diesem  Punkte  an 
einen  negativen  Werth  und  wird  immer  srosser ,  während  die  Ordi- 
nate abnimmt,  so  dass  die  Kugel  sich  der  durch  A  gelegten  hori- 
zontalen Ebene  wiederum  nähert  Sie  erreicht  dieselbe ,  wenn 
yssQ  wird;  die  4bseis«e  diesee  PunJctee  oder  die  Wurfweite 
«NIM  durch  AiiOdenng  der  traneecendenleo  Gleiclliing 

gefunden  werden.  '.    *     '  ^ 

Nim  bei  eiier.  die  Anflöeong  einer  tcaiwecendeiiteyi  CSeidning 
FOn'  der  Fotm 

•    •  por-f-^  log.  nat.  (1— *fa9)=sO 

keine  bedeutenden  Schwierigkeiten;  es  ist  also  die  Wurfweite  als 
bekannt  anzusehen  für  jeden  Elevationswinkel  a  und  für  lede  An- 
fangsgeschwindigkeit a,  sobald  der  Coefücient  k  bekannt  ist.  Die- 
ser Ooefficient  kann  aber  gefunden  werden,  wenn  man  bei  unverän- 
derter An&ngsgeediwlndlgkelt  unter  ▼eracbiedenen  Eletnieuewiakeln 
die  Wurfwe&n  beobaditet  .lint. 

Ferner  lehrt  die  Gleidrang  (3)  in  5.  1.,  dass  die  horizontale 
Geecbwindlgkeil  abninunt  und  lilr  die  AbeciMe 

aA;co8« 
0:-  =  ■ — 

verschwindet  Setzen  wir  a;>:i;a,  so  finden  wir  nach  (5)  in 
{•  1.  f(Br  t  einen  imaglnBren  Wcilh»  wilirend  #=;«oo  wird  flir  :^x^ ; 
zugleicli  erimnen  wir  aus  Gleichung  (6),  dass  mit  wacheendeui.l 
die  Abscisse  x  eicli  dm  Werthe  in  der  -Wctee  nShert,  daas 
der  ÜntfMchied  '    .    .  • 

• .    ■■     •  •  ,  • 

\  ak  cos  c 

k 

ge 

iL 

kleiner  wird,  als  jede  beliebig  kleine  Grvsse»  inde^  c unendUcb 
gross  wird. 

' .  Fotfflidi  lef  die  mit  der  O.rd In Menachee  parallele 
gerade  XUie 

a^ooe« 

eine  Asymptote  für  den  auf  der  positiven  Seite  der 
AbBcissen  abwärts  gehenden  Zweig  der  Curve.  Die 
Bew^rung  nähert  sich  also  immer  mehr  einer  geradlinic^en  verti- 
Icalen  oewegang ;  und  da.  der  Ausdruck  der  vertikalen  Geschwin- 
digkeit. (10)  in  §.  L)  eleli  dM  Wectlie  —  AmibepimenSheit» 
wenn  mto  <  m  GrXa»  00  waeiiieB  l&Mtd  Im  wird  «De  Bewegung 

immer  mehr  gleichförmig.    Von  dem  AugenbÜQ.ke  an,  ^ 

27* 
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._zO  uar.  nimmt  die  vertikale  (ie.scfnvlndlokeif  in  der  Rirfitimcr  von 
oben  na'  h  üoten  fortwährend  zu  .  ohn<»  den  Werth  — k  in  endlicher 
Zeit  zu  erreiehen  oder  jemals  üliersrhreiten  zu  können.  Wir 
scbiieäiseu  darau«» ,  da^ä  Adiegröi»8te  (ieHchwiadisLeit  ist, 
welche  die  Kugel  in  dem  wlderstehendeD  Mitfei  erlan* 
geo  kanii»  wetJD  sie  ohne  anfängllehe  Geschwindigkeit 
aiiter  dem  Eiofioeee  der  Scliwere  sicli  «eokreelit  ab- 
wärts bewegt. 

Eine  weitere  Untersuchung  der  (Gleichung  unserer  bailistischen 
Curve  zeigt  uns,  das«  der  auf  der  negativen  Seite  der 
Abscinsen  liegende  Zwei^  keine  Asymptote  hat. 

ZmrOrdenst  Dtalicli  Ist  keine  Tertikaie  Üoie  Asymptote/  weil 
y  für  einen  beliebig  groseen  negativen  Wertb  von  x  memats  ima- 
ginSr  wird.  Verbimlet  mao  aber,  die  ^ei^mg  der  geraden  Linie 


mit  der  Glttduu^  der  Cvitv^  (vergl.  (12)  in  §.  1.),  eo  erlum  mm 
für  —  nacb  gebOriger  BeeelCIgieii«  ider  iB.O><i»  Ik^endes 
Unbeeüwwilbelt  .  < . 


k-\-a»\n()i 


•  '       ■  oceair  * 


Wenn  also  der  auf  der  »Seite  der  negativen  Abscissen  liegende 
Theil  der  Curve  eine  geradlinige  Asymptote  hat ,      miiss  dieselbe 

der  geraden  Linie  «^-^^^^^^  paiallei  aein»  Setaen  wir  aber 

^  U  Cü8  CK  " 

•   Ä-f-asina 

*»*  acoe«  ^^-i  ... 

in  die  Gleichung  der  Curve.  so  finden  wir  für  a;=-^ao  aiicby:=:oD> 
d.  h,  es  ist  keine  Asymptote  vorhanden. 


§.  3. 

Da  unsere  Annahme  sich  von  dem  wahren  aber  unbekannten 
Gesetze  des  Widerstandes  noch  weiter  entfernt,  als  die  gewöhn- 
liche Voraussetzung:  8o  können  wir  nicht  erwarten,  dass  die 
gewonnenen  Formeln  die  Resultate  der  Beobachtung  darstellen  und 
uns  z.  B.  diewirklich  beobachtete  Wurfweite  eln^S'  Geschflt- 
aea  bei  dem  Elevatlonswinkel  geben  werden,  wenn  wir  filr  a  die 
wahre  Anfan  g8  gesch windigkeit  der  Kugel»  für  k  die  wir k- 
I  i  eh  e  g  r  u  s  8 1  e  (t  o  s  rh  n  i  n  d  i  k  o i  t  einsetzen  wollten  ,  welche 
diüKo  Kiigel  beim  Falle  in  der  Luft  erreichen  kann.  Es  bleibt  also 
nur  übrig,  zu  unterguchen .  oh  die  gewonnenen  Formeln 
nicht  zur  augenähei  ten  liorechnung  der  Wurfweiten 
fir  'b«li>ebigeEI«Tiitio«»wlnk«f  •Ines-iGeaeiilH'ee«  dia* 
.n:eik  können»  wenn  man  hei  demaelbew  Geschütze  mit 
HttverftDd«Her  Ladung  durch  Versnclie  die  Wurfweiten 
^^  .7^  und  die  Flugweiten  1f *  1f  für  die .Eleyatiooawinkel 
gefunden  hat. '  '  TuT},  ^    .    .  . 
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Mm  Idhui  ftusgeliM  vtn  den  GieidbaBgen 


welche  Dach  (6)  in  §.  1.  gebildet  sind.  BBemiis  eii^ebt  «ich  die 
PrögprfloD 

«':«*=co««'  (1— e    *  ):  cos    (t— « 
und  daranir  die  Gle^chpng 

3»'  COS  Oe"  T 

In  welcher  a  nicht  mehr  Torkeamit.  Es  sei  =*• 

Dann  hat  man^  um  k  zu  bestimmen  ^  die  Gleichung 

aulzulüsen.  Es  wird  hierbei  immer  geniigißn,  für  t'  und  i*' die  i Ii  neu 
zunächst  liegenden  ganzen  Zahlen  zu  setzen,  und  dann,  Fourier  s 

MXheriiiig8lüediöde''aDziiwenden. '  pä  ir=s's  'ist;  und  k  nicht  uii^' 
endlich  gioss  angenomnieir  w«deii  kann,  so  ist  t  Immer  teia* 
positiy^f  lichter  Bruch. '~ 

Nachdem  k  gefiinden  ist«  erhSlt  man  a  durch  eine  der  For< 
mein»  Yon  denen  wir  in  diesem  Paragraphen  ausgegangen  sind,. 

In  la  Fere  hat  man  1770  mit  einem  awulfzulligen  SiBrser,  des- 
sen Bombe  U2  Pfand  wog,  als  Ifittsi  ans  je  4  Wflrlen  folgende 
Werthe  erhaUen:  •  \ 

i=  50",  a:' = 2982  Pariser  Fuss ,  <'  ~  16  Secunden , 

Unsere  Gleichung  wird  lör  diese  Wertfae  ' 

»«•--3,1862* +.2,196=0, 

deren  Wurzel  ich  =0,96013  finde.  Setzt  man  nun  y=:  30,190  Pari- 
ser Fuss,  80  wild 

742,24. 

Darauf  erhSit  man  für  a!  die  Anfangsgeschwindigkeit  a==  304,46 
und  för     eben  so  a=d94^. 

Die  wahren  Anfangsgeschwindigkeiten  sind  wahrscheinlich  viel 
grOsssr  gewesen;  diese  sollen  aller  jetit  gar  nicht  ermittelt  wer* 
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den.  Nun  ist  nicht  zu  envarten ,  daKS  die  c^efnndenen  Werthe  Ton 
a  und  k  die  Gleichung  der  Kugelbahn  befriedigen  werden,  wenn 

man  in  derselben  y—0  und  x~^u^  ,  tr=^/|  setzt.  8ie  würden  das 

nicht  einmal  thun,  wenn  die  Theorie  richtig  wäre,  weil  sie  ans 
Gleichungen  bestimmt  sind,  in  denen  sie  von  der  beobachteten  Flug- 
zeit abhängig  sind.  Sollen  aber  a  und  k  so  bestimmt  werden ,  dass 
sie  die  Gleichungen 

acosa'   **'         ■"ö*"**'"V'     aA* cos a'^ 


k-\-aBma'   ,  ,  k* .        ^  gar'    ,  ^ 

T-^^TT  log-  nat.  (1  -  -A—j)  =  0, 


k-\-a  sin  a"         k^ .         '  ^ .         ga:"    ^  ^ 

—  :>/-  ^  +  —  log.  nat.  (1  — -j,) = 0 

acoscf'  ff  akcoscc'^ 

befriedigen ,  von  denen  wir  die  erste  mit  u'  —  O,  die  zweite  mit 
ti''  =  0  bezeichnen  wollen:  so  kann  man  die  vorhin  gefundenen 
Werthe  als  angenäherte  betrachten,  und  durch  Auflösung  der 
Gleichungen  ^  iw.^  ^. 

4  •  •  -  ^ 

Ja,  Jk  bestimmen,  so  dass  a-\-  da,  k-\-Jk  den  wahren  Wertben 
von  a  und  k  näher  kommen.  Man  kann  auch  k  als  genau  ansehen 

und  a  so  bestimmen,  dass  u'  -j-u"  möglichst  klein  werde;  ja  es 
wird  sogar  genügen  können,  k  als  genau  bestimmt  anzusehen,  und 
a  so  zu  bestimmen,  dass  entweder  u'  =  0  oder  u'*=0  wird. 

Wenn  u"=0  werden  soll,  so  wird  auch  ^u^^O;   sieht  man 

also  ^  u"  als  Function  von  a  an,  und  bezeichnet  man  dieselbe  durch 

f(a),  so  hftt  man 

und  die  Gleichung  /'(a)  =  0  ist  aufzuluseo. 

».        ,       0^'  <7a:"tang«"  ,  . , 

Man  setze  ^^^g^=p,   —  =  5r,  und  bild^  zugleich  die 

Differentialquotienten  von  f(a):   dann  ist 

■  /■(«)  =  ^+»+»<'gnat(l-f). 

r(o)=— ^— , 

a' 

p'(3-f)  V..> 


Googl^ 


m 

I 

.  In  dem  ,  Auadracke  vo0        arh&ll      oat.  (1— ^)ein«iiiflia- 

glBim  Werth,  weub^>i  geaetit  wird;  man  weiw  alse«  dato 

a>p  «eito  muM.  Daoo  beh&lt  aber  f''(a)  (ür  alle  Wertka»  die  man 
für  a  setzeo  darf,  immer  dasselbe  Vorzeichen,  kann  folglicli 
bei  der  Auflösung  der  transsbendenten  Gleichunc  ^(a)=0^  als  he- 
•timmende  Function  anffesehen  werden.  Die  von  Stern  in 
Crelle's  Journal  Band  XXli.  mitgetheilte  Methode,  transscen- 
dente  Gleichungen  aufzulösen,  ist  bei  unserer  Gleicbunc  äusserst 
einfadi.    Da  für  a=p  die  beiden  er«  teil  Glieder  ia  /  (a)  den  Werth 

l-f^  annehmen,  während  log.  (l  —  ^)  =  —  wird,  so  ist  för 
Werthe  von  a,  die  nur  wenls;  ^Osser  sind  als  »,  der  letzte  Theil 
übemiegend  und  f{<i)  ne^futiv;  für  einen  Werth  dagegen,  wel- 
cher i(r?J.sser  Ist  aU  die  \Vurzei  a  von  /'(o)  =  0,  wird  f(a)  positiv, 
wihrend  f  (a),  f(a)  ihre  Vorzeichen  nUM  ändw-  lüt  #M 
P<ti<,ß,  und  n^eich  a<,a<,ß,  «o  aind  dte  ZaldiannilMtf^ 

r(ä>  fiß)  f(a) 

-      +  + 

Dleob«re  Grlnze  or  ist  (^ann  wegen  dar  gleichen  Vorzei- 
dkan  vea  ^(n)  imd  f{u)  sa^eich  die  fiu^apra,  «nd  mm  iaftal^dia 
■HWB  Grloitn      ß'  dnrdi  dl«  Fonnaki 

Jan.  .•-•"'m'^r'^-^W' 
mWmna 

f,i  q[)^rb#^,jist  immer  ,  '  i.»     ,  ,  i 

ip  daKs  man  der  Wur/.e!  Immer  nSber  kommt. 

in   dem  gewähltcMi  Beispiele   seUen   wir  k^7i^.  wiÜirj|^<d 

■  '  /(376,25):=- 0,00001,  /  (376,27) =+(MWO(H. 

Da  nun  der  Werth  a=:r376,e7  die  Gleichung  f(ä)  =0  mich 
befnedljit,  wenn  man  r'  statt  ,  af*  substitiiirt,  so  ist  hin- 
'eichead  ftenau,  um  die  b^en  Veranehe  daraaatellen : 

1 


••'*         i  vi 


Soll  mm  die  Wur^eifö  b^iedfilnet  werden,  weMie  man  ralt 
üemseiben  Geschütze  und  deraelben  Ladung  bei  dem  Eievafluns 

wlakal  «  erhalten  wtirde,  aa  M  <ia»>jii«4er  Wiifbaagi(a>  in  ^  % 


iL 
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—  ar  +  —  loff.  Hat.  (1—  -7^ — -)  =  0 


I  acoö 


far  h  nnd  ä  die  eBen  gefundenen  Werthe  einzusetzen  und  dieselbe 
nach  X  aufzulösen.  Multiplicirt  man  den  Ausdruck  mit  f^,  und 
setzt  man 


q tanc  a 


jin*jÄ*»!»r  :Mion  >i'»i.i  oleosa —  ~ 
so  erhalt  man  , «  ,  , 

H'iilT.oVsH!  19b  (m  +  w')-2^  +  Iog.nat.(l  — mj:)=:0. 
J^^V'NiraSii  iiw  bezeichnet  man  den  Werth 


a  sin  ce 


1-f- — ,  dasistl  -|- — T —  mit  m,  so  hat  man  die  Gleichung 

7«(1 — 2) -|- log.  nat.  2=0 
aufzulösen,  und  findet  dann  die  Wurfweite  ^ 


i  1-2 

m 

*''^'lffan  wd  also  nach  folgenden  FoVmeln  zu  rechRan  haben: 

q  .  .  asina 

.  •  ^  .   -  öA*  cos  a  '  k 

*  (pQ2)  —  n(i  —  2) -f- log.  nat.  2, 

Die  Auflösung  der  Gleichung  g)(z)  =  0  hat  gar  keine  Schwie- 
rigkeit und  wird  noch  dadurch  erleichtert,  dass  z  nur  ein  jiositi- 
tiver  ächter  Bruch  sein  kann,  indem  2=1  —  inx  ist  und 
log.  (1  —  mx)  nicht  imaginär  werden  darf.      V  ^ 

Wenn  man  für  diejenigen  Winkel  die  Rechnung  ausführt,  för 
welche  in  la  Fere  im  Jahre  1770  Versuche  angestellt  sind  *)  ,  so 


erhält  man  folgende  Resultate : 


'4  t!  J:t  — 


Irl.  jffiu 


•  Elevation 
in  Graden. 

VV^urfweite  in  Par.Fuss 

Differenz. 
Rechn.  — 
Beob. 

berechnet 

beobachtet 

10 

1434 

1434 

0 

20 

2433 

2488 

—  51 

30 

3004 

2994 

+  10 

40 

3170 

340S 

—  238 

13 

3149 

314-4 

+  5 

45 

3117 

3090 

+  27 

50 

2982 

2982 

...iP  .rb 

.liin 


*)  Gehler,  Phys.  Wörterb.  I.,  p.  T58. 


HS»  ■ 

t 

Üie  Wurfweiten  fiir  10°  and  50"  sind  oben  benutzt,  um  die 
GoDstanteu  a  und  k  zu  beistimmen.  Für  die  Winkel  über  wer- 
dep  4ie  DlffereDzeii'.der  RedbniiQg  und  Pieoliachtimg  btedf inender« 

Es  scheint  hiernach  mOelich,  auf  dem  angezeigten 
Wege  die  Wurfweiten,  weTch,e'..den  zwischen  «i  und 
liegenden  Elevationswiakeln  .ziigifrhvVen»  -mit  hinrei- 
chend e  r  Sich  erh  v\  \  zu  bererhn  en,  ^ven  n  die  zu  den  W^in- 
Iceln  cfi ,  «2  gehörendiM)  W' ur  i  vv  eitea  durch  Versuche  ge- 
funden sind  und  die  iiilTerenz  tfi^a«  nicht  zu  gross  ist 


0. 


■I'  » 


Sollen  endlich  die  Gesetze  der  Bewe^ng  für  den  Fall  ermit- 
telt werden,  dass  die  Widerstand  leistende  Flüssigkeit  selbst  in 
lieweguQg  ist,  so  gehen  wir  von  der  Annahme  aus,  dass  unsere 
Kuget,  wenp  unter  ^  dem  Einüusse  einer  jglfrichlt^ijBen  Strl^ 
mung  von  der  Cfeschmndigheti  -T  festgehalten  ^hr»  aen^elbeip 
Widerstand  leiste,  den  sie  selbst  enahren  würde,  wenn  sie  in  der 
ruhenden  Flussi^^keit  sich  mit  der  Geschw  indigkeit  V  bewegte. 
Dann  ist  die  durch  die  Wirkung  dieser;  iStrumung  entstehende 

lieschieon^nde  Kraft  gleich  >p 

Die  Kucei  habe  in  einem  Punkte  A  die  Geschwindigkeit  C  und 
gelauj^e  nach  Verlauf  der  Zeit  t  zu  einem  Punkte  B.  I)ur(  Ii  A 
fege  man  die  drei  aul  einander  senkrechten  Coordinatenebeuen  XA  Y, 
JOiZf  TAZt  vfm  denen  dieerstere  .horizontal  sei.  Die  Abstände 
des  Punktes  B  von  diesen  ^Enenen  seien  der  Reihe  nach  y,  x\ 
der  Bogen  der  beschriebenen  .Curve  zwisrhen  A  und  B  sei  $  nnd 
die  Tan!^pnte  in  B  habe  die  Richturti^  BD,  In  der  Richtunj^  BD 
würde  der  Klirner  F?!rh  mit  der  Geschwindigkeit  v  weiter  bewegen, 
wenn  in  dem  üurch  t  bezeichneten  Au£^enb)icke  alle  Kräfte  zu  wir- 
ken aufhörten  und  der  Körper  nur  nacli  dem  Gesetze  der  Trägheit 
weiter  ginge. 

Nun  sei  während  der  Zeit  t  der  Kürper  einem  Winde  ausge- 
setzt, dessen  Geschwindigkeit  V  ist  und  dessen  Richtung  die  Linie 
BE  angiebt.  Man  ziehe  durch  B  die  Linien  BX' ,  BY',  BZ' 
parallel  mit  den  Achsen  AX,  AY,  AZ,  und  bezeichne  die  Win- 
kel DBX\  DBY',  DBZ'  der  Reihe  narh  mit  c^,  öi.  Vi,  sowie 
die  Winkel  EBX'y  EBY\  EBL'  durch  «2,  i?«,  y^.  Dann  sind 
die  Gesetze  der  Bewegung  herzoieitei}  aus  den  Gleichungen : 


^£=:|-(Pco8«^*-ecosc^);*  ' 

a^=|(Fcos/^a-i.cos/JA), 


(FcOTH-7r«wryi)U-^i 
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Nm  ist  aber  Mninitlleh  ^=t7>  2 

seeo«!^;  wir  erkalteo  also«  wenn  wir  zugleich  «2=^^  setzeo, 
WM  auo  auf  den  Fall  bcMhriiikeo«  dawte  Wliidlfiiii»iiifalw«lt: 


Die  Cenetuileii  der  IntemtleD  beetimmen  wir  ae,  data  an 

dx 

gteicheK:  ^eittl»  ^»      f  iStiU  werden >  während  rasTS;;  £7  co8«=<i, 

^=  Ccos/S  =  6,  ^=  Ccos  y  =  c  sein  soll.     Der   Kürze  wegen 

Kctzfti  \sir  Fcos(Y2  — KcosjS2=:6'.  Wir  erhalten  dann  dufch 
jÄtegrajÜQU  ,4^r,  t4eic|imigfp;  (l),  X2>^  (3)  loig^^  jesm^W 


(     1  ;  '. ;      < ir.itfjM  r.'i.TT^^       L^»^  .  i'-  r  /  ;i!  >r,i(  <i 

.  <  i .  j"  'f  :'>il  -Iruii^-  ''-,»'  ?  U''  •'>  r  *  'f^Jf  '•  '  «"'1^»  Cli;i 
»J-m.i  •*  I  i-    1  T*-J  »' <  !-•;!  ••>  iv^'-'l'i       I  :.=  itii  /  ..Xlv  l 

welche  mit  Leichtigkeit  in  folgende  umgewandelt  werden': 

7)  ;;,7=sa'— («^-ra)«.  • 

Durch  neue  Integration  ieUeo  wir  hieraus  her : 

9  ' 
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1-2)  ,=  -(A+c)|l-«  *!-*<•  .  -"  '^^ 

ff 

Durch  Gleichsctzung  der  Werthe  von  t  aus  den  Formeln  (4) 
und  (6)  erhält  man 

g — q   fc-j-c  , 

H->ll 

woraus  eich  ergiebt  iia/.    -»ijui/»        ii*i^-.iMjr/.ii>»«'»?lf  lil» 

(«'  - «)  + ar-    + «'"^ 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration: 

13)  (o'  — a)2  +  (Ä:  +  c)a:— (aA:  +  a'<?)<=0. 
Eben  so  erhalten  wir  aus  (5)  und  (6) 

U)  (6'-6)2  +  (A:  +  c)y-(6/:+Ä'c)teO. 
und  aus  (4)  und  (5) 

15)  (a'  — a)y— (6'  — 6)a:— (6a'-.a6')<=0. 

Jetzt  sind  wir  so  weit  vorgenchntten ,  dass  wir  die  Gleichun- 
gen der  Projectionen  unserer  Kugelbahn  erhalten  können.  Wenn 
wir  nämlich  aus  den  Gleichungen  (13) ,  (14) ,  (15)  die  drei  Werthe 
von  t  nehmen  und  den  ersten  substituiren  in  (10)  oder  (12),  den 
'  zweiten  in  (11)  oder  (12),  den  dritten  in  (10)  oder  (11):  so  erhal- 
ten wir  die  Gleichungen  der  drei  Projectionen  auf  die  Cordinaten- 
Ebenen,  nämlich: 

>  (o^-a)»-Kfc-hc)jr 

16)  a's  +  Ätr=  11  — c  .    ^  j, 

17)  6.,+Ay=*(**±«:£),i_;^-^TO^,. 

9 

18)  a'y  —  b'x^—  ^{1  — c  I.  , 

Bringen  wir  die  Exponentlalfunction  in  jeder  dieser  Gleichun- 
gen auf  eine  Seite  allein  und  gehen  wir  dann  zu  den  natürlichen 
Loeari 


>garithmen  über,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  der  Projec 
tionen  unter  folgender  Form:  .i. 

19)  '  =  ^'^-  ^(a-a')  '»«•  """TT":  5^'  ' 
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Aus  den  eewonneneu  Formeln  ergeben  sich  die  ElgenthäiaUdi 
kelten  dieser  Bewegung  ohne  grosse  Schwierigkeit  Es  ist  ferner 
leicht»  die  Gleichung  der  ebenen  Curve  herzuleiten^  welche  beschrie 
ben  wird,  wenn  die  Richtung  des  Windes  und  die  Rieh  tu  der 
Geschwindigkeit  im  Purtkte  A  in  eine  vertikale  Ebene  fallen.  End- 
lich gelangt  m;in  /m  der  Gleichung  (12)  in  §•  1«  zurück»  weou  man 
die  Geschwindigkeit  des  Windes  INuil  setzt. 


1  ■ 

I 


Ihn!  «•  M  'ub  Iii.'  ri.f  I»    ,  .  iWW^'Wifi^  f  f>^  ilff  hiilK  l^t^l. 

l^ortra«  der  liClire  \oii  der  Aiiihösuns 
der  Olelehimgen  des  dritten,  ^^ra^k^^ 

(Thl.  VI.  Nr.  L  S.  1.) 

Von  '  ^ 

'  dem  Herauflyg^ber. 


In  dem  vorher  genannten  Aufsatze  habe  ic^h  ganz  absichtlich 

mein  Auj^enmerk  vorzuir^wel^e  auf  die  reellen  Wurzeln  der  cubi- 
Ächeii  G!eiehii[)L,eri  nerichtet.  Weil  jedoch  dieser  Aufsatz  nach 
einicjeri  mir  /ugekmimienen  freundschaltlichen  Mittheilungen  nicht 
gan£  ohne  Heachtung  geblieben  und  hin  und  wieder  bei'iii  Untei^ 
richte  benutzt  worden  ist,  so  erlaube  ich  mb  uMieni  «frafaeraa 
Enbvickelungen  jetzt  noch  die  folgenden  wenigei^  Bemerkungen 
üher  -die  imaginären  Wimelu  hinzuzufilgen. 

'Die  imaginSren 'Wurzeln  erhält  man«  wenn  man  von  der  Vor- 
ausseteuog  ausgeht,  dass  in  den  früher  gebrauchten  Bezeichnun- 
gen nicht  ly-f^^y,  =0  sei.  Dann  hat  man  zur  Bestimmung  der 
Grös'ieTi  p,,  q,  fiy,  nach  2.  bloss  die  vier  folgenden  Glei* 
chungeu: 
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All«  der  zwelteo  dieser  vier  Gleichnngea  folgt  ' 

Miiftiplicirt  man  die  erste  der  vier  In  (le^e  «teheDden  Giei- 
cbungeu  mit     so  erhält  mao  '  ' 

♦ 

also  wegen  der  Gleichung  2):  > 


^^^MnlttpHcift  UMO  die  dritte  der  GleldiaBgeii  1)  mH  f*>  so 


und  folglich,  weil  wegen  der  Gleichung  2), 


Multiplicirt  man  die  vierte  der  Oleidiingeo  1)  mit  q^,  so  er- 
hält man 

und  folglich,  weil  wegen  der  GleichuDg  2) 

ist:. 

5)    {q--^p-)  (q'  +  q^  )=ü.  '  • 

Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  nicht  ^-|-yi=0»  d.  i  nicht 
q=:  —  r/^  i^t.  «50  ist  iiirh  nicht  q^~^a^*,  d.  U  Dicht  ^•+jr|'=0, 
und  wegen  der  Gleichung  5)  ist  folglicD  ,  '  - 
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-  •  • 

6)  ^^^*^0 

•  ^ 

Daher  haben  wir  zwischen  den  diei  GrOneen  Pß  J«bi 
die  diei  folgenden  Gleichnngen: 

■ 


Aus  der  dritten  Gleichung  In  diesem  Systeme  folgt 
also  • 

und  uacli  den  zwei  ersten  der  Gleichungen  7}  haben  wir  tfalirdi» 
beiden  folgenden  Gleidiungen: 

oder 

Ans  diesen  Gleichnngen  ergeben  sich  die  beiden  folgenden: 
aV^^-l'T^Sp«^,*»  216(6-f8p*}pV=1738p'9i*; 
also  dnrch  Addition: 

Ist  nun  nicht  ^=0»  eo  Ist 

■1  >     •  ■ 

U)  o»+216(6+8p»)p*=0. 


d«  L 


LSat  man  iH|»b  Glrichnng  wie  «in«  qnadcttiMhe  auf,  m 


13)  |,»=_Al6i:V«C-SPj, 
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t 

Noch  der  dritten  der  GleicbuDgen  7)  isi 


und  weil  »m  naeh  dem  Obigen 


—  pyi  _         —  " 


Ist;  80  laal  man  die  folgendeo  AnflSeiingeii: 


—  f— 7-  5  iL 


•  -r-       •  »  • 

Pi= — ;   >  «''=x  » 

I 

uod 

o'  1.  tt   

Weil  nun  bekannÜich 

ist,  30  ist 
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4SS 


■ 

"  g  ,   — — ~= 


i 


2 


2, 


und 

17)  :r=-ii/A±Z^S'_  JL 
'  2   "  » 


s    •  •• 


Üuricli  letcihte  Rechminp  übenmigt  man  cnsh«  das« 

* 

ist,  woraus  man  ferner  ohne  alle  Schwierij^keit  ?;rhliesst,  dass  die 
beiden  letzten  Wertbe  von  x  von  <len  beiden  ersten  nicht  verschie^ 
|len  sind,  und  man  ako,  wie  e«  erl'orderiich  ihi,  für  x  onr  zwei 
Werthe  erhält.  '         ^  ^ 

Auch  ers^iebt  sich  leicht ,  das8  man  diese  WeiÜMi^  von  x  auT 
folgende  Art  ausdrücken  kafin:       ,  -  — ;  -  

,   3  "       /nif- Ift»"^' 

oder  .  ' 


■  Digitized  by  Google 
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Wenn  yi=r0,lslt,  öo  ist  weisen  der  dritten  tlec  Gleichungen  7) 
auch  ö~0,  und  wegen  der  ersten  der  Gleirbimgen  1)  also  a=:0. 
,  Die  dritte  und  vierte  der  GieichuDgea  1)  werden  in  diesem  Falle 

P. (!».' -3v,. 9.  («'»•-3/'.')-a 

Weil  nun  aber  nach  Uer  Vormuttlümg.  Miofat  ^-f  ^^=0  M, 
so  ist  nicht  fi^O»  und  folglich 

Fahrt  man  diesen  Werth  vpi       in  die  erste  der  beiden  vor* 
hMgehenden  Gletchongen  ein»  so  erhält  man 

Bild  folgUcli  '        .    •  ,      ,  : 

Also  ist  in  diesem  Falle 


#  « 


oder         *  '        ' '  .  •  .      .  .    <i  * 

Ganz  denselben  Ausdniclc  von  x  erhält  man  z.  B.  nus  18), 
wenn  man  a=0  setzt,  und  sipfit  also,  dass  die  Gleichung  18),  so 
wie  eben  so  jede  der  (lieichuu^eii  10),  17),  19),  ganz  aligemein 
gfllti&r  Ist,  d.  h.  för  jedes  reelle  a,  auch  für  a—Q^  gilt. 

Dass  sich  die  vothergehenden  Ausdrücke  auch  aus  der  Glei- 
i^nng  6)  iftliheinent  icilheren  Anfestae'ierieiten  fasffen  milaeen, 
▼ersteht  sich  von  selbst,  was  aber  fägllch  dem  Leser  Überlassen 
werden  Itann.  Meine  Absicht  im  Vorhergeheoden  war  nur»  die 
in  dem  früheren  Aufsatze  bei  der  ßestiiumung  der  reellen  WurzcTn 
angeuandte  IMethode  noch  etwas  weiter  zu  verfolgen,  aus  welchem 
Gesichtspunkte  man  allein  das  Vorli^fgefif  pde  zu  betrachten  hat. 


Thcil  VI. 


I 
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liOJ.  ' 

IJelier  bestimmte  Inte^ale. 

Von 

^    Herrn  F.  Arndt;  ^'"^ 

Mi  Ij     .    I  V   *  Lehrer  am  Gymnaftiiim  «u  Stralsund.'  »»iia  Ii»»// 


Durch  gewöhnliche  Division  erhält  man  die  identische  Gleichung 


^  ii=n  j:«+"4-* 


1  V 


Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  durch  da;,  und  integrirt  m 
bis  arnzl,  so  entsteht  •  ^  * 


J^Hx-^        ^oa+l+n  +  ^      ^  ^o 

Differenziirt  man  nun  diese  Gleichung  nach  a,  die  resultirewle 
Gleichung  wieder  nach  a  u.  s.  f. ,  so  erhält  man  nach  und  nach 

iihfiiiyU»;  ./^M   .(T;  l+Ä  '«  «J» 


x^+^^Uxdx 


J*^xHlx)Mx 


=-(-i)..2.3^,(^^+(-i)-+'y„  — 1+^' 


m 

al(pfiii«lo* 


oder 

'rfjt       I.V..  • 


Untersuchen  wir  nun  zunächst  cLie  Gr^nzp,  welfher  «jch  das 
aul  der  Rechten  angehätif^tr»  lntes?ral  nahi^H,  wenn  ins  Unend- 
liehe  xuDimint    Zu  dem  Kode  wende  man  auf  daMeibe  den  be- 

faumten  Sate  an  J ^ f(x)4»A{ß^ti)f{a^^{p^a)\,  wo  O 
awUcheo  0  und  1  liegt.    Jn  Bezug  auf  unfieqi,,Eall  igt  dann 

Jo   TF^  T=— rp:  ,  Viid4ie«^rAiMdrackw. 

Virschwindet  oiTeDbar  für  7^=00,  wenn  ui^ht  etwa  ^  seihet  ver- 
schwindet Fftnde  diesisi  Statt»  so  hfitte  die  Grenze  von 
0ir  da«  uDewUioh  abaebmende  >^  a«  emitteln  ,  nnd 
nach  bekannten  Principien  über  die  Auffindung  der  GrenjLWertbt 
^f^ürde  man  Null  als  Grenze  jener  Quantität  finden.  Das  obige  In- 
tegral verschwindet  also  stets  i)Br  ein  unendlich^  «, 

-TT  betrifft,  so  con- 

»1=0 

vergirt  sie  jyaijh  4en  Pr^ocipien  übei; j||U,e  IDopaergenz  der ^ße^hen  gegen 
•ine  bestimmte  Gienxe,  welohe  doich  (—1)»  "3^*  ^- 


leichnet  werden  kann.  ^ 
Nach  dem  Obigen  ist  dahet  ^ 


•  1 


Ciani  fthnficbe  B«timd}tungaii  ergel^ep  tle  (Sleichung 

In  dieser  Relafioa. darf  aher  |i  n^clht  1  sein  ,  weiA  dann  die 
WUM  anf  der  Rechten  uneadllen  wifd.  In  1}  kauu  aber  p  die- 
M  Werth  haben»  indem  die  betidbnde  §imime  eM|klk^fsl&* 

28* 
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Setzt  man  — für  Ix,  so  gehen  die  enlwickelteii  Gleidw- 
gen  Aber  in  die  folgenden: 

Lassen  wir  nnn  a  sich  der  INuil  aähera,  und  gehMndci 
Grenzen  über,  so  ^ird  .  -  ' 

*>.  ±3...(p-i)J„      1+ar  *^4o- (<+«)'' 

,  ^  .        "       ..        M.  .  '      *.  .      .  '         .  .  . 

Die  GMchimg  i)  ivird, ffir        folgende :        '     ''    '  ^ 

f  ^a^äx_   

Setzt  man  hieiln  a?^tang9^  cm»  ftidct  nrnii  nnch  einigen  leich 
^  IMiMStioiieil  : 

Nimmt  maih'  hierin  f&t  a  d^r  Reihe  nach  0;  2, '4,  6,  etc.,  so 
eigiebteich':      «  .  i'}  ii.   ^  >i'»  , 


.1 


allgemein     \  \    •  ' 

Pl7t^         -    ,  1  1      .       1  , 
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J ^    tang        =  1 — J  ^, 


Auf  gaDi  Sholicbe  Art  wird»  wmm  ipan  filr  n  aoee.  1«3, 5»  7> 
«tc.  setzt;  ^   }  '  .1    ,^  ' 

In  beid«D  Formel«  Ist  q  eine  positive  ganze  Zabl;  man  crhllt 
dieselben  auch  durch  Anwendung  von  Ri^uc^enfifornpieln. 


Setzt  man  flberbanpt  in  der  GleichuDg  1)  x—tang^*,  so  «iit- 
stebt  Bach  ein&cheo  Keductionen 

I 

uod  weuu  luiia  a  sich  der  INull  nähere  lässt: 

^    ^  «so 

Setzt  man  in  der  Gleichung  ^  a:=sui9'''»  so  entsteht  nach 
cmlacben  Reductionen  *  ^  *  | 

411^     (-^)'^'  ir4>>einy°(^ain»)»r'<ljc> 
2.3...(/?-l)Jo  .C0S9.\  ; 


und  wenn  man  a  sich  der  INuU  nähern  lääät: 


Digitized 


1^  t 

IV. 


Die  Summeo  in  d^n  Gleichungen  5),  6),  13)  lassen  sidi  Im* 
kauotlich  dmch  Bernoollisclie  ZFähf eD  Josdrücken,  weniip 
eine  gerade  Zahl  ist.  Weiss  man  den  Ausdruck  für  die  SimiK 
in  se  kunnen  die  Ausdrücke  üBr  die  «brigenugedachlSB  Smmm 
daians  abgeleitet  werden«  Diess  sa  zeigen*  sei 

•■- ' ;  ^»=»  1^  _  1  ,  1  "j:: . ■ ,"' 

.  1      _  1       1  .  J_  . 

,  •  '     '    •  t 

Man  findet  leicht  die  Relationen  ä  |  .ri=2a,  *— «i=gpi' 
naa  denen  sich  ergiebt  o    ~2aF-^^^  ^ — *'  liemnacn  W» 


indem  ^  die  ^te  Bernouiüsche  Zahl  bedeutet. 

Somit  haben  wir  st^d^r  Gleidiuiieen  5)»B),  13)  die  folgeodeo. 

I  t/o        1+*  *y  i>  •*  • 

15)  }  r»#>^==2;^' 


cos  9  2*2^ 
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V. 


Die  SuDune  In  dir  GMcbmg  11)  Ist  «Id  {(6eaateiieo«lllci«nl, 
wiBQ  p  MDgerad«  ist»  denn  nifn  weiss,  das« 

2««^«.  ..1 


R0Mkliiitt  man  also  dm  (q4^)^  SM^^jtoneiMffieifntoii  dm 


16)   #      (/taDgy)*ydyaB >"     ^-^a  '  ^v'^ »ti^^^^afi 

■  TTT  ■'     ^   X5^')V'  ti 

..M/.  tijimusfvi^  it>U  iXC         \0{.  ü^iJj  ' 


1       "'i»:  ,^\ 


■  > 
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.•|«H»*'*0  O-.'.'l  .i'H    J'M'     l'  I  •»  *t    T»!«  •Iii     •  ■ 


HTachtrag*  zu  der  Abhandlung 

(Tbl.  VI.  Nr.  X.  S.  62.), 

*  ■ 

Von 

dem  Ueraasgeber* 


Ueber  ein  Paar  der  in  meiner  vorher  genannten  Afjliaiiilluiig  i 
bewiesenen  Formeln  erlaube  ich  mir  in  dem  vorliegenden  kurzen  ^ 
Aufsatze  noch  einige^na^htragirche  Bemerkungen  zu  machen. 

Setzen  wir  der  K$rae  wegen       '     »  \' 

HO  haben  wir  nach  56)  oder  57)  der  genauDten  Abbandlong  dDt 
GieichuDg 

2)  (p(  M — Fiii)  CpiW         ) = (jr«)»* 

Hat  jnau  nun  aber  überhaupt  eine  Gleichung  von  der  Form 

(a?— «)(y— 6)=«S 

«o  1888t  sich  dieselbe  nach  einer  wohl  von  Mi^bias  zuerst  gemacb' 
len  Bemerkung  immer  auf  die  Form 

— L_  +  — »_=* 

oder  aui  die  Forui  >. 

bringen ;  was  sich  leicht  durcii  ganz  einfache  Rechnung  beiveisea 
Hast.  Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichung  2)  an,  so  erhalten  irir 
die  beiden  fol|[^nden  Gleichungen: 
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1     .  i  1 

8etieo'  wir  dno 

und  "  —  ^  i.» 

und  /  ' 

MTonns  leieht  mit  Hfilfe  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Go^sr«] 
diimtto,  eloeni  Jeden  die  eigep^cke  0edeutun|:  der  GH)»$en  PC*), 
P,W  und  J7(»).  TTiCO  erhelle«' ^i4j....$0  4|hftil9ni.4ie 
3)  und  4)  folgende  Gestalt:  '^.|. 


und 


1  ' "    •*  1'  *  l  ' 


För  /^*)  unendlich  i^ird  Pi(»'^=:J'\  um\  eben  so  wird  iiir  P.(*) 
uuendlich  P(»)=A'>.  Für  11(0  wieniiUch  wird  JL(0  =— 
mid  eben  w  wird  fiKr  17,(0  unendlich  17(0=: -«/O).  Weiter» 
Mgei^iij|^d>aiw4ea(lKidM  voriMiPf(eliei^  insii^hen, 
gehört  hier  um  so  weniger  zu  meinem  Zweck,  weil dieselhen  eines 
Theils  schon  aus  den  Arbeiten  anderer  Mathematiker  hinreichend 
bekannt  sind,  andern  Theils  ich  selbst  bald  ein  grosseres  selbst- 
ständi^es  Werk  über  diese  ^egenstända  zu  vei^ffeotlicheo  beab- 
sichtige. 

in  Betreff  der  Gleichung  66)  in  meiner  oben  gedachten  Abband- 
bng,  nändich  der  Ghiicbung  '  " 

,  3i(*>4-3^i(')(/>(^)-/l>)) 
9i  (0    ^"^  ^    •  m')  Me)  Mi^)  itfC*) . . .  üfCO ' 

osmerke  lehr,  was  früher  mit  Unrecht  unterlassen  Wörden  ist,  dass 
dieselbe  sich  noch  wesentlich  vereinfachen  ^fisst,  M^enn  'dUHi  statt 

der  Grossp  f[^)  die  Grösse  FC«)  einföhrt. 

Weil  nämlich  nach  37)  und  64)  meiner  früheren  Abhandlung 

Äl*>—    •      ••  .  •     '    r.   •  ,(. 


Digitized 


■ 

und 

•  «»CO  -  m-  (jffoy 

3i(0 + SRiC)  (p«  -  fi}) ) = 3>i(')  (i»(»)-ltO)V 

ako  nach  dem  Obigen  ."H  +  "^.-'»'4  t= (T 

•    ^  ^  ft(0~"^""^    - ÜC*) JÜC«) iM[*) Ji[^>< . .  JKO 

folgt. 

Nach  den  beiden  GleichangM  53)  meiner  TralMim  Abhandlnng, 
In  Verbindung  mit  Mm  Cleiehwig«»  62),  «riiitt  mam  die  folgwito 
deichuitgen: 

3(*)=30)iVr(*)^S(?)(^a)*,  -  '■ 

n  HtVitfgleioht  miA  >litiii4iMä  €H«iiBiMiiieiii 
wiitiitwaiiMfiitiBhMiigcp :>v  X  a  ^  s'-n-  ^-v  OK  mn 

9^ie)  =  $n,(3)iV(3)-9)i(a)(ilf(3))«,  «bilimu. 

ÜKiergidbt  aich.  auf  der  Stelle  ,0  ]  i!^*^  'mII^^ 

alao  allgemein  , 

Weil  nun  aber  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  53)  ,90^ 
früheren  Abbaodlung      ^' ' 

M     M\i  3(<- »)=»(') 

ist,  80<lil*9P(b1i 


m 

13)  31,(0=91(0, 
nnd  man  kaim  aUo  die  GWchniur  11>  Wfeh  «nf  f«riKiniiB''Aiki  tUis 

.......  j„  I.,. 


1 » 


oder 


u^  '/(')_,  3('-')(p(')-r(0 


-F(OJ  


:  ilü-/    4W_.  9>(0(p(')-f(0) 


4< 


lieber  eine  üTethode  zur  Bestlmmiuiff 

;  J|^|l^el|iiiiii9  der  i^i^er  dureli 

die  Wttnnek 


dem  HerBHsgetier. 


rtrt 


All  die  eioe  Waejschale  einer  genauen  Wage,  deren  Wag- 
echaien  auf  gewühnliche  Weise  unten  mit  Häkchen  versehen  sind, 
hänge  man  mittßißt  eines  feiqep  Fadens  einen, festen  Körper,  senke 
denselbeo  in  eine{iiii  iiMt  aiiflttaie«ito^'FHl8^g|k«il  *bei  drai  mSg- 
licbst  von  einander  verschiedenen  Temperaturen  tu  tzt^h»  hei 
jedem  der  <lrei  Versuche  mit  einem  genauen  Thermometer  bestimmt  - 
werden  müssen,  ein,  und  les^e  jedesmn!  in  die  andere  Wafff^chal« 
so  viele  Gewicht©  f!^  ,  G^^,  dass  die  Wage  im  Gleichß^ewrhte 
steht,  l^eachte  auph,  d^sä  bei  jedem-  der  drei  Yei^cb«  ein  gleich 

S'oMer  Aeii  des  Fadens»  aA  welehenl  der  fes^e  Kurpp  hängt,  in 
e  Flüssigkeit  ein^etanefat  wird.  '  ' 

Bezeichnen  wir  mm  das  Gewicht  einer  Volmviepeinheit  der  , 
Flüssigkeit  bei  der  Tamperafur  0  durch  I\  iipd  die  ctihist^he  Aus- 
*  dehnuD^  der  Flüssigkeit  für  jeden  Grad  des  Thermometers  durch 
9C;  so  sind,  wie  leicht  erhellen  ^vird,  die  Gewichte  einer  Volumen- 
einheit  der  Flüssigkeit  bei  den  Temperaturen  ti,  t^^  ^  respective 

Bezeichnen  wir  also  f^^rner  die  Volumina  des  . in  die  Flüssig- 
keit eingetaachteo  fbaleni  K'&tftmi  M  deo  Temperaturen  ig,  t^, 


Digitized  by  Google 


444 

JB.  J~  X 


respective  dii^ch  Vi,  V^,  ;  so  sind  die  Gewichte  der  bei  den 
drei  Versuchen  von  dem  eingetauchten  Körper  aus  der  Stelle  ver- 
triebenen Flüssigkeitsvolumina : 


,v  rr,    rr,  rr, 


3 


und  wenn  wir  nun  das  Gewicht  des  Fadens  durch  den  Gewichts- 
verlust des  in  die  Fiilssiglceit  eingetauchten  Theils  desselben  in 
der  Flüssigkeit,  welchen  wir  wenigsten*  mit  grosser  Annäherung 
bei  allen  arei  V^ersuchen  werden  als  gleich  annehmen  können,  durch 
y  bezeichnen ;    so  sind  offenbar 

rv 
rv 
rv 


nac'h  einem  bekannten  hydrostatischen  Satze  drei  Ausdrücke  für 
das  wirkliche  Gewicht  des  in  die  Flüssigkeit  eingetauchten  festen 
Körpers,  wodurch  wir  die  Gleichungen 


•>iifrti^i         'f*^  r'j'^j»  ''*^  j'ip^ '  )*t  rv^ 

vr^i  ml.  t.      +         =     + =  Ca  +  jqp^ 

erharten.  Bezeichnen  wir  nun  aber  die  cubische  Ausdehnung  un- 
ser« losten  Körpers  für  jeden  Grad  des  Thermometers  durch  fi, 
und  dessen  Volumen  bei  «ler  Temperatur  0  durch  V,  so  ist 

'•:>'-'l-  p,=(l         F,  p-j=(H-pt,)  V,  F,=(l  +  ^t,)  V; 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden        jthiii^ostno  )*oilyia»*i/ 
»•il>  /i'>iiM -Mt  i  j  .  ,»  I  '«5  4  ,    #  '••1>   ''UJ'   'li''-  i    #    '  ' 

d->iid>  Svi;.ir|.«ik.'  ^^ti.TH^d 

u'iif'i 'f.  /       ■•  x^'/.,        *'  .'.'^"^  «ji//  ,b 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich       -rh  l^yM'i  i^ 


{ 


»\         « ,N  (/•: !  .11..*         *    .j.    V^^+X^i      1  lof*  ij|ij.J'j;jill<j 
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aUo 

Lt?^         -  ^«  _(t     1^^  )  (1  -f  X<>)  -  (1  -I-  X<, )  (1  +  fi/a) 

1  +     •     -  6',  -  (l  f      (1  +      -  (1  +  x^i)  (l  +  ^i/a)  ; 
al0o,  wie  inan  Dftcli  l«ichtijr  iSiotwifMiii^  fioflet: 

l+ir%  Ci-<ir,_^-^. 

Gl  r"  d-r-i' 

Au  di«Mr  Bur  Hi*  el'ni«^  'iidUk«in£i  'GrOaM  n  MthaltoadM 
«Mtfaug  «hilt  nai»  «UmvScIiwtM^llMik .  ' 

1)  -  -     (<i - *^     -  o»)-(ti  - <.) (tfi - g»)  " 

•dir  ■'  •).-•.•••..     h  • 

mittelst  welcher  Formel  also  k  fr^rfclinet  werden  kanh.  '  ' 
Nimmt  man  statt  des  Fadens^/  an  wdchem  der  bei  den  Ter- 


siidieD  eebrauchte  Kffrper  anfgeUngt  wurde,  einen  feinen 

Dnht,  fegt  den  ifesteii  Körper,  nactiaem'iniin  »  bestimmt  hat,  in 
die  Wagschale ,  an  welcher  derselbe  vorher  ^  aufgehän^  mirde« 
ISast  den  Draht  wieder  eben  ao'weit  wie  bei  (fen' ersten  Versuchen 
in  die  Flüssigkeit  hineinhängeo  und  legt  nun  in  die  andere  Wag- 
schale so  viele  Gewichte  &,  bis  die  Wage  im  Gleichgewichte 
steht,  80  ist,  insofern  man,  wertn  der  Körper  nur  klein  ist,  seinen 
Gewichtsverlust  iu  .der  Luft  als  unmerklich  veruachiässigen  kann» 
•tb  wirkliches  CUiwicht  6(repbar*0--(^---v),  ond  wir  haben 
dihfr  nach  dem  Ol^igeii  dw^dref  folgenden  C^eichnngen: 

• '                    -4  ff' 
»*  :  t  .  I      iMH»":«  1  •»  IUI.  »  /  -      »  ♦T-nWi»*  •   •»  ,   „  i  * 

•    '  *  I.*   .  .     V'*  '    '*  .1  iMiH    ,:  ■  « 

rv 

C-(tf-y)=C,+j^-(i,-y); 

•Im.  wenn  man  für  Fn  V%,  Fi  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
Aüdilcke  Mtitt 
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oder 


• 

Cr  —  (^B* 

1  + 

—  Ca'  ..' 

also 


3) 


_  _    (l  +  «^)(6?-Gi)-(H-»<,)(C?-Ca) 

*a(l+x<i)(<;-G,)-<i(H-«<j)(G-(;j)'  . 

(l  +  «<i)(G-Gi)-(l  +  «^)(G-G3) 
^,(l+«y(G-C,)-^t,(H-«fc,)(G-G4)' 


Hat  man  bei  irgend  einer  bestimmten  Temperatur  r  das  Vo- 
lumen 9}  des  bei  den  Versuchen  angewandteo  Testen  Körpers  durch 
wiri^licbe  Abmessungen  ermittelt,  so  ist    ,;, .  .  , 

I";   ,-«;=(i+,r)r,aisorw^;-  ; 

folglich  nach  dem  ,phigeii,  wie  man  leicht  findet:  '] 


-  ...  if    •  i  " •  •  ■ .    *!   : ' ' 


■  I 


wodurch  also  auch  das  Gewicht  einer  Volumeneinheit  der  Flüssig- 
keit bei  der  Temperatur  0  bestimmt  ist. 

Wie  man  ans  der  cubischen  Ausdehnung  die  lineare  findet, 
braucht  hier  nicht  weiter  erörtert  zu  werden. 


^  *       .  Google 


M7 


*  • 


I 


f"?        -'■»         .  -  >  j 


■  if.'t  I  'f 


Weno  die  GrSssen  R,  g>,  9,ua  den  drei  GleichiiDmi  A~ 
BtMfpeoa  sin  9}  coe  ^  C=^/^  sin  'tf;  bestimmt  wirrden 

sollen^  so  wird  dabei  gewohnlich  nech  die  Erfüllung  der  Bedingung 
verlangt,  dass  R  positiv  werde.  Soll  diese  BedinijiinG:  erfftllt  wer- 
den, so  T11U8S  man  die  Winkel  q>y  -^f  auf  eine  bet»tiin]|ite  Weine 
nehmen.  Da  sichere  liegeiii  hierfür  gemeiniglich  nicht  gegeben 
werden,  so  wollen  wir  dieselben  hier  einmal  im  Folgenden  zusam- 
nensteilen ,  indem  wir  dabei  zugleich  von  der  Annahme  ausgehen, 
daw  m  Immer  positiv  und  toiI  v  bis  -M^^  dagegen  poeit^  und 
BMraAnry  aber  rfidulclitlich  seines  abaolaten  W4iirtl#,  njir  von  0  bis 
Kr  genommen  werden  soll«  Wollte  man  auch  ^  stets  positiv  and 
von  0  bis  360^  nehmen ,  so  w  ürden  die  ReS;cln  anders  ausfalten. 
Werden  sich  aber,  nach  Anleitimg  des  Folgenden ,  immer  leicht 
aufsteilen  lassen,  was  auch  zu  zwerkm rissigen  Uebuhgen  ixn 
Gebrauche  der  Zeichen  beim  trigonometrischen  Unterrichte  Veran» 
lassung  geben  kaon.  *  ' 

Zur  Bestinmiuiig  von  9  hat  man  die  Formel  ^ 

»••*''•  •  i   •    tang  ip  fr=  I    It    -i.iij,/     !  .'iiV 

,  .<  ^    I  < 

Zur  Bestiomiung  von  1/;  hat  man 

c    ^  c 

.  tang  cos    s  jl  sin  9, 


und  Ü  ergisbt  sieh  mittelst  der  Foipfl« 


Ä  = 


A  L  C 


cos  9  cos  ^  .  jsiujf^oss  fi»  >)  Mmfp!i Ii  I » 


Soll  DiDi  R  positiT  weideii«.somllss0D  die  Winkel  w,  ^  onter 
dsn  obeD  gemachtsQ  Vorsassetsiuigen  anf  folgende  Art  gouNii- 


Mn  werden 


i 
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Noch  •iiii*r  Henierkun^  de«  Herro  J.  A.  Ser ret  in  Liouvil* 
I # ' H  J II  u r  II a  1  de  M a t  h  ^ rn a t  i  q  a  e 8.  T.  IX.  p.  436.  kann  das 
im  Archiv.  ThI.  IV.  8.  llö.  hesprochene  bestimmte  Integral 


  .  .      /  nij'^) 


9  • 


dx 

1**i«*ht  nuf  folgende  Art  gefunden  werden.?    •  ' 
llaii  i^eUe  or^' tang^,  so  ist  9:=  Arctang:r^  and  folglich 

I      ,     I    I '  '..*;•  .«  •   •  I     I  '   '   < >  •• 

•  II  .   •  dx  ...*••••  I 


^   «-^  .  !.•   tl!   .t  1'   iv^w  'l'»!.  .11,:  I.' 


f  /  I   K        »  •  VI"  " 

Ii- I  dy+l  .,jQo^(,\?f*'ff)d(p-i  ,lcQSipdffi. 

erhalten.        I*  ®  v\  ® 

sers  festen  der  bestimmten  Integrale  erhellet  aber  sehr 

uud  dessen  v  ' 


folglich  nach  dem  \   '*^f^=  I      /90s  (J»— 9) «/^^ 


•  •  • 


./ii  Alis  diesen  Gleichungen    Vi'  p 


XiterarisclLcr  Berlclit 


Vebor  naüieiitafliiselie  M^liode. 


Untersurh«nt?en  ilher  die  wissenschaftliche  Me- 
thode mit  besoiifterer  Anwondnng  auf  die  Mathematik, 
von  lir.  Aloys  Mayr,  öffentlichem  ordentlichem  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Astronomie  an  der  Julius- 
Maximlliaiis  -  Universität  zvl  Wflrzburg^  Würzburg. 
1845.  8.  1  Thin  12  ggr. 

In  den  nachfolgenden  Untersuchungen  >  sagt  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede,  habe  ich  die  wesentlichsten  Fragen  über  die  wissen- 
schaftliche Methode  erürt<^rt .  dl*»  Fragen  über  die  Hilfsmittel  des 
Denkens,  über  die  Detiuitioneu  und  Zeichensprachen,  liber  die 
Axiome  und  Beweise,  über  die  Aufünduog  der  JLehri>aUe  und 
über  die  Eleroentafisftnine  und  Ordonng  aller  M^issenscbaften. 
BIfobrere  dieser  Fragen  hane  ich  von  einem  neuen  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet,  wie  die  Lehren  über  die  Zeichen  und  Axiome;  für 
andere,  wie  für  die  l^ehren  über  die  Analogie  und  IrKliK.tion,  habe 
ich  bestiiniiite  jund  unabänderlitlu"  Gesetze  festzustellen  gesucht. 
Ich  war  bemüht,  die  Beweise,  souobl  die  ditecten  als  die  indi- 
recten,  ihrem  innersten  Wesen  nach  aus  einander  zu  setzen,  und 
gleichsam  zu  zergliediem,  und  den  ganzen  Vorgang ,  wie  er  in  allem 
Denken  stattfindet»  und  immerdar  stattfinden  wird,  zu  enthüllen 
und  aufzudecken.  Vor  allem  wünsche  ich  aber,  dass  die  Unter- 
suchungen  über  die  bestimmten ,  der  IVfathematik  rf)ordinirten,  Ver- 
nunft-Wissenschaften beachtet,  und  einer  ernsten  Prüfung  unter- 
worfen werden  mOgeo.  ich  habe  die  Lehren  über  die  Metbode 
mit  beständiger  Racksleht  auf  die  Uathemalik  untersucht  und  vor- 
getragen, und -die  eefondenen  Resultate  in  dieser  sichersten  und 
am  meisten  vorgescnrittenen  Wissenschaft  zu  erproben  gesucht, 
einmal  weil  in  ihr  die  meisten  Aussichten  auf  einen  günstigen 
Erfüll^  ijei^eben  sind,  \\m\  dann,  weil  es  besser  ist,  soirlelch  zu 
bestimmten  Untersucbuni^en  überzugehen,  und  die  strengen  For- 
derungen der  Metliode  au  sich  selber  zu  stellen^  anstatt  die  Un- 
tersucnungen  im  Allgemeinen  zu  halten,  und  Forderungen  an  An- 
dere zu  machen  9  die  man  vorher  nicht  an  sich  selber  gemacht  hat. 
Endlich  kann  es  für  eine  allgemeine  Methodenlehre  nur  erwünscht 
sein,  wenn  die  Probe  einer  wirklichen  Wissenschaft  mishalten 
kann.  Uebrigens  biti  i(  h  bemüht  gewesen,  die  («esetze  in  solcher 
Allgemeinheit  zu  entwickeln,  dass  sie  nicht  für  die  Matiiematih, 
allein,  sonderu  für  alle  "Wissenschaften  geltea  mögen. 
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Ueber  diese  vorzogswelse  ein   ph'dosoplitfcfce«  Interesse  io 
\— fiiiii  h  nehmende  .Schrift,  dereo  eisentlicbe  Tendenz  vorher  i 
aMcfatlich  mit  den  eigeoeo  Worten  des  Herrn        aageeeben  wor- 
den ist.  ein  bestimmtes  Urtheil  auszasprecheo ,  daif  «cb  der  Un- 
terzeichnete nicht  anmaasseo .  weil  strwse  2TB»dliAe  ■■ifassendere 
philosophische  Studien  ihm  seit  längerer  Zeit  ferwer  l^c^en  habeo. 
Al>er  so  riel  darf  derselbe  versieberu,  dass  iba  bei  der  Leetüre 
dieser  Schrift  die  nüchterne  uml  detitlirhe.  mebr      ältere  philoso- 
phische Schulen  erinnernde,  ein  vases  philos^jphisches  Räsonoe- 
ment  überall  verschmähende  Darstellung  ««»hithueod  aiige»rochen, 
und  er  selbst  aus  dersell^en  manche  Belehrung  geschöpft  hat.  Er 
u-ünscht  daher  auch,  dass  diese  Schrift  insbcMMlere  auch  von 
Lehrern  der  .Mathematik  &■  hübero  L  nterrickli—  tiHen  nicbt  ganz 
uobeachtet  bleiben  möge,   uelrhes  öfters   das  unverdiente  Leos 
solcher  die  Philosophie  mit  der  .Mathematik  io  Verbindung  brin- 
geoden  oder  die  erstere  auf  die  letztere  anweodeodeo  Schriften  zu 
sein  pflegt.    Auch  glaubt  derselbe,  da>is  die  Mathematiker  b  der 
Torliegenden  Schrift  mehr  für  ihre  Wissenscfcaft  wirklich  Erspriess- 
licbes  finden  werden,  als  io  maoc:heo  aedero  la  seiner  Kenntniss 
gekommenen  Schriften  voo  ahnndier  Teodeoz.  so  sehr  dieselben 
anch  oft  auf  einem  hohen  Kothurn  einberschreifen  niügen. 


Geschicbte  der  Sfatliematik.  ■ 


Storia  della  scienze  matematiche  in  Itafia.  di  Guglielmo  Libri. 
Versione  di  Luigi  Masicri  dotlore  in  fisica  e  uiatematica. —  Milano 
1813—44.    Puntata  V  e  VI.   In  8.   1.  % 

(M.  s.  Literar.  Bericht  Nr.  XV  IL  S.  -öT.) 


Systeme,  jLehr-  und  Worterbficber. 


Rost,  F.  M.,  die  Elemente  der  Zahlen  und  Raumgrössen- 
lehre.  I.  Band.  Arithmetik  und  ebene  Geometrie.  2te  vermehrte 
Aufl.  mit  3  Piguren tafeln,   gr.  8.    Berlin  1845.    1  Thlr.  16  ggr. 

Lehmus.  Dr.  D.  C.  L.,  die  reine  Mathematik  und  die  raecha- 
nischen  \Vissenschaften.  —  Zum  Leitfaden  für  den  Lehrer,  rar 
Ergänzung  für  den  Schüler  bearbeitet.  Mit  einer  Figureotafct 
gr.  8.   Berlin  1845.   1  Thlr.  U  ggr. 

R eyn au d,  Baron ,  Tratte  eleraentaire  de  inathematiques  et 
de  physicpe  suivi  de  notions  sur  la  chimie  et  sur  l  astroDomie. 
4eme  edition.    Tom.  1.    Paris  1815.   7  fr.  50  c. 
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Christie,  S.  II.,  Elomentary  Course  of Mathematics,  for  the 
UBe  of  the  Royal  iVliiitary  Academy,  aud  for  iStudents  in  genial« 
Vol.  I.  Arithmetic  aud  Algebra.  8vo.  London  1845.  21  s. 

■ 

Klenienti  di  iiiatenmtira  ,  rontinenti  l  aritmetica ,  la  geonietria 
8olida  e  piana  e  la  tri^oiiuiiietria  piaiia  e  sferia.    rVapuii.  Quattro 

▼olumi  lo  8.  11.  aO. 

*  1 


Arltlimetlk. 


PelHat,  A.  Examen  critique  de  l'arithinietique  et  expositioD 
de  la  theorie  rationelle  de  cette  science.  Memoire  ad resse  alacad. 
des  scIences.   Paris  1815.   4.   40  cent. 

Ohm,  Dr.  Martin,  Kurzes ^  gründliches  und  leicbtfassliches 
RechDeobuch ,  brauchbar  ib  alltnnü'r^er-,  Gewerbe-  und  Milifoir* 
'  Schulen  9  besonders  aber  ati  lateini.s(  Schulen  und  Gymiiasien. 
Nebst  einem  Anbange,  Tabellen  zur  Vergleichung  der  Maasse  und 
Gewichte  verschiedener  Länder  und  namentlich  der  Zollvereins* 
Staaten  enthaltend.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage* 
Erlangen  lii45.  gr,  8.   10  ggr. 

« 

Emerson*s  Ünterricht  im  Kopfrechnen ,  für  deutsche  Schu- 
len bearbeitet  tod  Dr.  Bassler.  Sro.  Leipzig  1845.  6  ggf. 

Francoeur,  L.  ß.    Traite  d'arithmetique  uppliquee  a  la 
banque«  au  commerce,  k  l'industrie  etc.  In  8.  Paris  1845.    4  fr. 

Exercises  in  Arithiuettc«  .after  the  Method  of  Pestalozzi.  Lon- 

doo  1Ö44.   1  s.  0  d. 

Lfibsca,  H.  B.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 

Algebra,  zum  SelhstuTitrrrirht  und  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke 
des  prakt.  Lebens  bearbeitet.  2te  verb.  und  venu.  Aufl.  gr.  8. 
Qldenburg  löUo.   1  tblr.  8  ggr. 

liefebure  de  Fourcy,  Lecons  d'alg^bre.  ClDOoltoie  ^i- 
tion.  In  8.  Paris  1844.  7  fr.  50.  c. 

Young,  J.  R.  An  Eleiuentary  Treatise  on  Alsebra,  Theore- 
fical  and  Practical;  with  an  Appendix  on  Probabuities  and  Life 
Annulties.  4.  edit,  conslderably  eniarged.  12mo.  Lond.  44.  6  8li. 

Atndt,  J.  A. ,  Beispiele  und  Aufgaben  ans  allen  Theilen  der 
Arithmetik  und  Algebra.  2.  Aufl.  gr.8.  Leipzig  1845.  1  thlr.  b  ggr. 

,   Die  erste  Auflage  dir^scr  ixx  cm |i fehlenden  AufgabCMiHimfany  ift  ini 
Litersnschea  Bericht,  ^r.  U.  &  23.  augeseigt. 
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PoioBot/M.»  ReflexioDs  sur  les  urtncipes  foDdanidotaiix  dt 
Iii  tb^orie  des  nombres.  (Aiia  LioottUe  s  Jonrnat) 

Theorie  der  independeiitcn  iJarstellunirder  hühero 
Differeatialquoti enteo.  Vou  lieloliold  Ui^ppe.  Leip- 
zig. 1845.  .8.   1  thlr. 

'  Es  ist  in  dem  Archive  Öfters  darauf  hingewiesen  Worden,  wiesehr 
in  der  Analysis  noch  eine  ToUständigere  Ausführung  der  Lehre  von 
den  höhern  Di ffereotial Quotienten ,  namentlich  eine  Darstellung 
derselben  für  die  verschiedenen  Functionsformen  in  altgeiiieinen 
Formeln  zu  uurischen  Denn  wenn  auch  für  die  ältere  Aua- 

lysis  diese  Lehre  von  geringerer  Bedeutung  war,  weil  bei  den 
Keiheoentwickelungea  durch  den  31aclauriu*schen  8atz  die  Unter 
suchung  der  CoDver&enz  oder  Dlvergens  der  Reihe  aqf  eine  miYer- 
zeihliche  Weise  bei  Seite  ^setzt  wurde,  und  deshalb  bloss  die 
Warthe  der  Differentialquoti enteo  von  den  versciüedenen  Graden 
Cur  den  spedellen  Werni  Null  der  unabhängigen  verämieilidran 
Grösse  zur  Anwendimj^  kamen,  so  erfordert  dach  d-is  £r**2:ennär- 
tige  strengere  Verfahren  der  neueren  Analysis  hei  <lt  i  nicht  mehr 
zu  iini£jelienden  Eutwickelung  des  so<?enannten  liest  es  der  Maclan* 
rin'sclien  Keihe  durchaus^  die  Kenntniss  des  allgemeirien  wten  Dif- 
fercutiaiuiiotienten  der  betreffenden  Function  in  seiner  allgemelosteo 
Gestalt  für  jeden  Werth  der  unahhSogigeo  veränderlichen  CtrCsse 
Xf  oder  die  allgemeine  Darstellung  dieses  Uten  0ilFerentialquo- 
tienten  in  independenter  Form  als  Function  von  j*.  Uebrigens 
aber  ist  die  Kenntniss  der  allgemeinen  Werthe  der  hohem  l>iie- 
rentialquotienten  auch  noch  für  manche  andere  Geschäfte  der  Ana- 
lysis von  Wichtigkeit.  Daher  halten  wir  es  für  ein  verdienst- 
hches  üuternehmen,  dass  der  Herr  Vf.  der  vorlie<jenden  Schrift 
in  derselben  die  Theorie  der  independenten  Darstellung  der  hohem 
Dlfferentialquotienten  in  einer  solchen  Ausfuhrfichkeif  im  Zusam- 
menhange zu  entwickeln  Tersncht  hat,  wie  dies  frfiher  noth.  niekt 
geschehen  ist.  Das  mssenschaftliche  Interesse  dieser  voift  doi 
mathematischen  Scharfsinne  des  Herrn  Yfs.  und  seiner  Gewandt- 
heit  in  anah*tischeti  Entwickelnngen ,  namentlich  anrh  in  der  Zu- 
rückführung  sehr  zusamnieniresetzter  Ausdrucke  auf  einfachere 
Formen,  theilweise  durch  Einführung  zweckraässmer  Bezeichnun- 
gen, ein  recht  erfreuliches  Zeugniss  ablegenden  iSchrift  wird  aber 
jedenfalls  besonders  noch  dadurch  erhöhet,  dass  es  demselben 

felungen  ist,  eine  allgemeine  Methode  zur  Herleitons  allgemehMr 
Lusdrücke  für  die  hOhern  Differentialquotienten  zu  finden«  und  die- 
ses ganze  Geschäft,  mehr  als  dies  bisher  geschehen  ist>  auf  aH' 
gemeine  Principienzurückzufiihren  und^  gewissermassen  weni^tens, 
zu  einer  eigenthümlichen  Rechnungsmethode  abzumndcn  ,  worüher 
hier  nach  dem  Zwecke  und  der  ganzen  Anlage  dieser  Literariscbeo 
Berichte  leider  etwas  Näheres  nicht  beigebracht  werden  kaoo, 
sondern  auf  die  Schrift  seihst  venviesen  werden  muss.  Nur  8ß 
viel  wollen  wir  bemerken,  dass  in  der  Einleitung  die  Theorie  des 
Summeozeichens  snsftlbrtich  entwickelt,  und  A*  von  den  ein&chcs 
Summen;  JB,  von  den  Doppelsummen;  C.  von  den  vielfachen  Sma* 
men;  D.  von  der  Anwendung  des  Summenzeichens  auf  Summen 
unendlicher  Reihen;  E.  von  der  Anwendung  des  Sumroenzeicheoi 
zur  MuUipiication  der  Reiben » gehandelt  worden  ist  Ausser  dce 
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ihm  eigenthumlichen  Untersuchungeo  hat  der  Herr  Vf.  auch  die 
mehr  vereinzelt  stehenden  Arbeiten  seiner  Vorgänger  nicht  unbe- 
rücksichtigtgelassen, und  besonders  im  letzten  (vierundzwanzigsten) 
Kapitel  von  denselben  gehandelt,  wenn  wir  auch  der  Meinung 
sein  müssen,  dass  er  in  dieser  Beziehung  noch  etwas  mehr  hätte 
thun  können,  was  aber  wohl  zum  Theil  in  einer  besonders  bei  jün- 

geren  Gelehrten  leicht  zu  entschuldigenden,  nicht  vollständigen 
[enntniss  der  betreffenden  Literatur  seinen  Grund  haben  mag. 

Ausser  wegen  ihres  vorher  hervorgehobenen  allgemein  wissen- 
schaftlichen Interesses  glauben  wir  die  vorliegende  Schrift  auch 
allen  den  Studirenden,  welche,  nachdem  sie  einen  Cursus  der 
Differentialrechnung  gehört  haben ,  sich  in  diesem  wichtigen  Theile 
der  höheren  Analysis  noch  mehr  festsetzen  und  üebung  in  allge- 
meinen analytischen  Entwickelungen  erwerben  wollen,  aus  üeber- 
zeugiing  empfehlen  zu  dürfen,  indem  sie  aus  dem  auf  verständige 
"Weise  betriebenen  Studium  derselben  gewiss  einen  weit  grösseren 
und  weit  reellem  Gewinn  für  ihre  weitere  Ausbildung  schöpfen 
werden ,  als  aus  den  gewöhnlichen  Beispielsammlungen ,  weshalb 
wir  wünschen ,  dass  diese  Schrift  in  die  Hände  recht  vieler  solcher 
Studirender  kommen  möge. 

Zugleich  haben  wir  durch  die  vorhergehende  etwas  ausführ- 
lichere Anzeige  dem  Herrn  Vf.  das  Interesse,  mit  welchem  wir 
seine  Schrift  gelesen  haben,  an  den  Tag  legen  wollen. 

Thomas  Täte,  Treatise  on  Factorial  Analysis,  with  the 
iSummation  of  Series ;  containing  New  Developments  of  Functions 
etc.    London  1845.   4  sh. 

In  der  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nachrichten  (No 
529.  Bd.XXllI.  S.  1.)  empfiehlt  Herr  Geheimerath  Bessel  als  die 
besten  jetzt  existirenden  logarithmischen  und  trigonometrischen 
Tafeln  unter  denen,  welche  die  trigonometrischen  Linien  von  Se- 
cunde  zu  Secunde  bis  auf  sieben  Deciinalen  enthalten ,  die  kürz- 
lich von  dem  in  Diensten  der  Ostindischen  Compagnie  stehenden 
Capitain  Herrn  Shortrede  herausgegebenen,  schon  im  Lite- 
rarischen Berichte  Nr.  XIX.  S.  291.  kurz  angezeigten,  Tafeln.  So 
bald  ich  selbst  diese  Tafeln  erhalten  habe ,  werde  ich  von  den- 
selben eine  ausführlichere  Anzeige  in  dem  Literarischen  Berichte 
liefern.   .  G. 

J.  A.  Hansen,  (Onderwyzer  in  de  Wiskunde  te  Deventer.) 
Tafeis  ten  dienste  bij  het  meetkunstig  rekenen,  bevattende  de  Kwa- 
draten  en  Kubieken ,  de  Kwadraat  -  en  Kubiekwortels ,  en  de  Loga- 
rithmen der  getallen  van  1  tot  1000;  benevens  de  Logarithmus- 
Sinus  en  Tangen,  voor  de  vijf  eerste  of  laatste  graden  voor  elke 
miuuut,  overigens  van  10  tot  10  minuten;  kl.  8vo.  Te  Deventer, 
bij  J.  P.  Brinkgreve.    1844.   f  0,40. 

Böhm,  J.   G. ,  logarithmißch  -  trigonometrisches  Handbuch, 
gr.  8.    Innsbruck,  1845.   14  ggr. 
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Ci  e  ometi'i  e. 

K 

Elemente  der  Geometrie,  .oder  theoretische  und 

praktische  Planimetrie,  von  Dr.  Constant  Wurzbach, 
vormals  Oflulor  in  der  k.  k.  Armee,  irei^euw  ärtii?  Uni- 
versitäts-Biblidtbeks-Scriptor  uud  Mitglied  der  phi-  * 
losophischeu  1  acultät  au  der  k.  k.  Franzens  Universi- 
tät zu  Lemberg.  Mit  352  Figuren  auf  19  Taieiu.  Lem- 
berg 1846.  8.   1  thir.  12  ggr. 

Diefle  zunächst  für  den  Gebrauch  solcher  Zugünge,  irelcbe 
sich  zum  Eiotritt  in's  Miütair  vorbereiten ,  bestimmte  Schrift  ent- 
hält, ohne  irgend  eine  besondere  Eigenthümlichkeit,  die  gewöhDÜ- 
chen  FIpmonte  der  ebenen  Geometrie  und  die  ersten  An fangsgründe 
des  Fcldmesseus ,  so  ueit  dabei  trigononietrisclH'  Kenntnisse  nicht 
in  Ani>pruch  genommen  werden,  in  leicht  verständlicher  Darstellung. 
Ausser  den  gewöhnlichen  Messinstnimenten  sind  in  der  jLehre  vom 
Feidmesseo  auch  einige  andere  kleine,  aber  zweckmässig  eingerich- 
tete Inetnimente  beschrieben,  wie  z.  B.der  sogenannte  Katopter  znra 
Abstecken  senkrechter  Ordinaten  auf  einer  gegebenen  Abscissen- 
linie,  welcher  bekanntlich  aus  nichts  weiter  afs  aus  einem  gegen 
eine  bestininite  Visirlinie  nnter  einem  Winkel  von  -15^  geoeigten 
ebenen  Spieirel  besteht  und  hiernach  gewiss  leicht  von  einem  Jedeo 
seihst  constinirt  werden  kann,  aher  allerdings  allgemeiner  als 
bisher  eingetührt  zu  werden  verdient  ,  da  er  die  Stelle  des 
Winkelkreuzes  oder  der  Kreuzscheihe  vertreten  kann ,  und  vor 
letzterer  jeden&Us'  den  Vortheil  det  weit  leichteren  Transportahili« 
tät  besitzt,  da  man  ihn  in  der  Tasche  bei  sich  tragen  kann.  Ge- 
wiss wird  übrigens  die  Genauigkeit  dieses  kleinen  sehr  zweckroäs» 
sigen  Instruments  erhöhet  werden,  wenn  man  es  mit  einem  kleineo 
Fernrohre  versieht  und  die  nöthis^e  VornclitTin^jr  zur  Correction  der 
Lage  des  Spiegels  gegen  die  Visirlinie  auzubriugeQ  nicht  verc^umt, 
Alles  oaturüch  auf  die  eiuiacbste  Weise. 

Die  harmonischen  Verhältnisse.  Ein  Beitrap^  zur 
neueren  Geometrie  von  C.  Adams  (i^ e Ii rer  der  jVI a t he- 
matik  an  der  G  ewerbssch  nie  zu  Wi  nter  thur).  Erster 
TheiK  Mit  4  Kupfertafeln.  Winterthur  1845.  8. 

Seiner  Lehre  von  den  Transversalen,  welche  die  Leser  des 
Archivs  aus  Nr.  XV.  des  Literarischen  Berichts.  S.  230.  kennen^ 
lässt  der  Herr  Vf.  jetzt  die  vorliegende  Schrift  über  die  harmoni- 
schen Verhaltnisse  folgen,  deren  erster Theil  den  folrrcnden  Inhalt 
hat:  Erster  Al)>ir!initt.  Die  Verhältnisse  und  Strahlenhffschel: 
a)  da»  har[n()nis<  he  Verhnitniss ;  I»)  das  anharmonischc  \  erhaltniss ; 
e)  die  luvolntion.  Z\>eiter  AhscJinitt.  Anwendung  der  harnu^rii- 
schen  Verhältnisse  auf  geometrische  Eiguren :  a)  geradlinige  Figu- 
ren ;  b)  der  Kreis.  —  Der  zweite  künftig  erscheinende  Tfiell  vnid 
die  harmonischen  Verhältnisse  des  körperlichen  Raumes,  und  eine 
ausführliche  Theorie  der  Kegelschnitte,,  der  dritte  (vielleicht 
noch  erscheinende  Theil)  die  Theorie  der  Flächen  des  zweiten 
Grades  enthalten.  Der  Herr  Vf.  bezeichnet  in  der  sehr  lesenswer- 


Digitized  by  Google 


351 

I 

» 

V«ffiede,  in  wakhet  «  djus  Verhlttoisa  der  lUtereii  und  neue- 
ran  (Beonetrie  su  einander  auf  eine,  wie  es  uns  «eMBl,  seiir 

liehlige  Weise  würdigt  >  dieses  Werk  im  Allgemeinen  als  einen 
Versuch,  in  einem  einzelnen  Zweij;e  die  neuere  Geometrie  so  mit 

ihr  alten  zu  vetschruelzen  ,  dass  jene  ihren  Charakter  der  Al!«i;e- 
iiieiiiheit,  diese  ihre  olilbet^nindete  Streni^e  der  Form  beibehält, 
und  dennoch  beide  ein  eng  verbundene«,  abgeschlossenes  und  or- 
gallisches  Ganze  bilden,  wobei  sich  von  selbst  verstehe,  dass  er 
nie  vorhandenen  ihm  zugtänglichen  Uülfsquelien  benutzt  habe,  dass 
aber  manche  Partieen,  wie  z.  B.  die  Collineation,  in  ganz  neuer« 
rein  eeometriseher ,  Darstellung  erscheinen.  Wir  können  diesem 
Zwecke,  welchen  der  Herr  Vf.  sich  bei  dem  Torliegenden  Werke» 
und  auch  schon  früher  bei  seiner  Lehre  von  den  Transversalen 
vorgesetzt  hat,  nicht  bloss  unsern  vollkommenen  Beifall  geben, 
«ondern  haben  von  jeher  seihst  die  Ueberzeugung  gehabt,  dass 
eine  solche  Verschmelzung  der  sogenannten  neueren  Geometrie 
mit  der  alten  diiüijeiid  JNoth  thue,  wenn  erstere  wahrhaft  frucht- 
brio^end  wirken  eoU»  weshalb  wir  der  Meinung  sind,  dass- die 
vorliegende  >  Ton  uns  freudig  begrüsste  Schrift einem  wahren  Be- 
dflrfoiese  theilweise  abhelfe,  und  der  Herr  Vf.  alle  Ermunterung 
verdiene,  auf  dem  betretenen  Wege  rüstig,  vorwärts  zu  schreiten. 
Zugleich  wird  er  dann  sehr  dankenswertne  Vorarbeiten  zn  einem 
«las  garjze  Feld  der  Wissenschaft  umfassenden  ,  vrdlig  consequent 
flurchireführten  Lein  ^cbimtle  der  (ieoinetrle  liefern,  welches  frei- 
lich immer  nocli  ein  sehr  fühlbares  Bcdürfniss  bleibt,  wie  der 
Hfrr  Vf.  auch  selbst  in  der  Vorrede  angedeutet  hat.  Dass  die 
rechte  Zeit  zur  Herauif^abe  eines  solchen  grossen  Werks  aber 
noch  nicht  gekommen  Ist»  davon  sind  wir  ebenfalls  vollkommen  ' 
überzeugt. 

Die  Darstellung  in  der  vorliegenden  Schrift  ist  sehr  deutlich, 
einfach  und  streng,  und  dass  dabei  überall  die  euklidische 
Methode,  welche  ihr  altes  wohlbegründetes  Ans,  In  n.  so  viel  man 
(lasselKe  auch  zu  sclimälern  sich  von  niaiu  Iumi  vSeilen  her  bemühen 
mag,  doch  gewiss  niemals  verlieren  wird,  befolgt  worden  ist,  ver- 
dient besondere  Aaerknoming ,  und  wird  gewiss  zur  Erhöhung  des 
Nutzens,  welchen  der  Herr  Vf.  durch  diese  Schrift  zu  stiften  beab- 
sichtigt und  ge\viss  auch  stiften  wird,  wesentlich  beitragen.  Eben 
«f>  war  es  der  Tendenz  derselben  vrdlig  angemessen,  dass  analyti- 
sche oder  vielmehr  sich  algelnaiscber  Hüifsniitfel  bedienende  ne- 
trachtungeii  ganz  ausgeschlossen  wurden  sind,  und  die  Darstellung 
durch  Proportionen  nach  der  Weise  der  Alten  consequent  durch- 
geführt worden  ist.  Dass  endlich  auch  manches  IVeue  in  dieser 
sich  auch  durch  ihre  äussere  Ausstattung  sehr  emfrfehlenden  Schrift 
enthalten  ist,  haben  wir  schon  oben  angedeutet. 

Wir  glauben  daher,  dass  diese  Schrift  in  jeder  Beziehung  den 
Liebhabern  der  feineren  Geometrie  emufohlen  zu  werden  verdient^ 
und  auch  wegen  ihrer  grossen  DeutlicliKeit  von  gründlich  vorberei 
teten  Srhülern  zu  ihrer  Aveitern  geometrischen  Ausbildung  juit 
grossem  Vortheil  benutzt  werden  kann,  eben  so  wie  des  Herr u 
Vfs.  früher  erschienene  Lehre  von  den  Transversalen. 

Lentherir,  Cours  de  gf^om^trie  theorique  et  pratique«  Mont^ 
pellier  1845.    In  8.   Avec  9  planches.   4  fr. 

Dtoonstration  g^om^trique  de  la  fausset^  de  ce  principe: 
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Dans  tout  triaiigle  les  aiigles  esjaux  sont  oppos^s  k  des  cAt^s 
^aitt,  et  r^ciprocinonient,  sur  lequel  reposent  nonibreux  th^oremes. 
Aver  lifijures.  Keforme  de  la  i^eometiie.  Premier  age.  lo  8. 
Tours  ihU, 

L.  Diipin,  Stereometrie,  ou  Decomposition  du  cube  eo  po- 
Iv^dres  regulier«,  irreguÜers  et  corps  ronds  formant  entre  eux  plus 
de  120  polyedre«,  amiliques  a  1  etude  de  la  geometrie,  etc.  In  12, 
avec  12  pl.    Paris  1844. 

G.P.  Dandeliu,  Memoire  sur  quelques  poiots  de  metaphy- 
sique  geometrique  presente  ä  Tacad.  le  3.  Dec.  Bruxelles  1842. 
4.  mit  3  Taf.  (Auch  im  17.  Bande  der  „Nouveaux  memoires  de 
l'acad.  de  J3rux.'*  abgedruckt).  ' 

Giiiot^'^Auguste,  Elemens  de  perspective  lineaire,  corapre- 
n.int  la  theorie  et  les  procedes  pratiques  de  cette  science,  etc. 
Iii  8.  plus  un  atlas  iu  4.  oblong  dun  quart  de  feuille  et  37  pl. 
Paris  1845.   15  Fr.  # 

Th  o  m s o n !*  J.!  FiVsi*^?x  and  the  Eleventh  and  Twelfth  Books 
of  Endid's  Elements,  witb  Notsand  Illiistrations ,  the  Elements 
ol'  Plane  Trigoiiometry,  and  an  Appendix;  in  Four  Books.  3d  edi- 
tion.  Part  1.  containing  the  First  Six  Books  of  Euclid ,  and  the 
Elements  of  Plaue  Trigonometry.  12.  London  1844.    3  s. 

.  The  Elements*'of'Eticfid*;'(^^^  the  First  Six  Books,  and 

i\ie  First  Twentv-one  Propositions  of  "the  Eleventh  Books.  With 
the  Planes  Shaded.   From  the  Text  of  Dr.  Simson.  12.  Cambridge 

^^i.^      .  .    il'-(l1v.--   r  ..»ir.A'tni.  /  Vit. 

W.  Rutherford  SU  S.  Fenwick,  elementar^- Propositions  in 
the  geometry  of  Coordiiiates,  both  of  two  and  three  dimensions. 
London.  1815.    2  sh.  6  d. 

'  •  D  i  e  t  r  i  c  h ,  C  a  r  I ,  analytische  Geometrie  auf  der  Kugel,  gr.  8. 
mit  1  Figurentafel.  Beriin  1845.    8  ggr.  »        • .  : 

A  Treatise  on  the  Application  of  Analysis  to  Solid  Geo- 
mctr\',  bv  J).  F.  Gregory  and  \V.  Wal  ton.  London  1845. 
cloth.  lO's.  6  d.        /  J 

Lucas,  S.  P.  A.,  (auteur  de  la  „Quadrature  du  cercle") 
traite  d'a]>plication  des  traces  geometriques  aux  lignes  et  aux  sur- 
iaces  du  oeuxieme  degre.    Tome  1.   4.    Paris  1844.  i 

Anger  delaLoriais,  Traite  des  lignes  du  second  ordre. 
2  Bde.  Paris  1845.    Mit  47  Tafeln.  vntii  tf^yt^n  a 

.  -i"  '    '.  777.    t   Mriiioiil  »mo  f 
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'  filltel,  complete  treatise  on  practical  Geometry  aod  mensu- 
vatloii  with  muneroiw  exeroleMk       Edioburgli  IStö*  5  «fa. 

Ellioi,  Key  to  it   6  «Ii, 

BoDajuto  Del-Vecch 
fleraofc  &  Mit  12  Tiif.  3^  1. 


BoDajuto  Del-Vecchiu,  lirevi  cenui  geomeirico*uratici. 


Ii  u  mm  er.  F.,  Lehrhuch  der  ebenen  Trigonometrie  nebst  eioer 
Sanunlung  von  Aufeaben.  Als  Anlianff  zu  dessen  Lefarbnch  der 
Geometrie.  Mit  2  Figurentafeln.  8.   Heldelberg  1845.  9  ggrl 

Mazurc  et  Bellissant,  Tablog  frijronometriques,  donnant 
pour  touts  les  angle8  de  quart  de  cerclc  caicule«  de  5  en  5  miniiteH 
centesimales  et  applique»  ä  toutes  les  bypotenuses  possibles>  ies 
sinos,  cosinns  ou  seemeots  des  bases  sivec  des  d^iniales»  ainsl 

3ue  l#8  compl^ments  ae  touts  les  angles ;  servant  de  table  des  cor- 
es  et 'propres  h  ramener  a  ThorizoDt  les  ligne«  et  surfaces  Incll- 
nees,  etc.  Paris  1844.  In  8.  6  f. 


BtecItanlK. 


DeoBler,  L.,  Theoretische  Ablianflliinir  fibcr  t\.  Fliiü;bahn  d. 
CJe>-rh(>sse.  Nebst  ei?ieni  Anhaue;,  eiitli.  verschiedene  dem  Artll- 
lerieoiiirier  unentbehrliclre  matheraat.  Notizen.  Mit  25  Figuren 
auf  2  Taleiü.   Zürich  1845.   10  ggr. 


Praktische  Meclianik. 


(i  e  r  s  t  n  e  r ,  Franz  Joseph,  U Itter  von,  Handbuch  der  Me- 
chanik, mit  Beitr<ä!^en  vun  neuern  engUscheii  Constructionen  ver- 
mehrt und  herausgegeben  von  F.  A.  Ritter  von  Gecstner.  gr.  4. 
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3  Bik.  (L  Bd.  s:?  BoMo,  II.  Bd.  I>^»  nn<:^u  u.  III.  Bd.  72  Bogeo), 
Mit  109  KuplerMüeia  to  gr-  'i^   >Vi4»o  1644.   24  tbir. 

De  mm  «9  der  praktische  MaechiDenbauer«  Ein  Hand- 
buch für  niaachioenbauer,  Mechaniker,  Kunstdrechsler  und 
Fabrikbesitzer.  Nach  den  besten  Werken  Cilwr  diesen  Gegenstand 
bearbeitet,   la  Lief.  Mit  31  Taf.  Mbildiugeii.      2  tbir.  10  ggr. 

Denini^>  der.  praktische  Maschinenbauer.  19.  Liefenmg«  8. 
Mit  24  Tafeln  Abbildungen.   Quedlinburg  1845.  2  thlr.  12  ggr. 

Poncelet,  J.  V.,  Traite  de  nuVaiiMnie  mdustrielle,  exposant 
les  (lifferentes   inetbodes   pour  detcrm'nier  et  in^surer  les  forces 
motrices  aiiisi  uue   le  travail  niecaniiiue  des  forces.  BruxeÜe«». 
Avec  beaucoup  tic  pluiiches.    1844.   18  tr. 

DePambour,  Theorie  des  macliine»  ^^Srapeur«  suivl^ün 
appendice,  c-onfenant  etc.  2me  editien*  in  4.  avec  tm  atinf  1fi  ^ 
Paris  1844.  äO  fr. 

Eieh.sti  om,  1.,  i'rai»lni?t lie  DarisUlluiig  des  i^iiuies  der  Pia: 
nkeu  im  J.  1845.  Ein  B^aU  gr.  Imp.  Fol  Iffit  ei^kv^^r^^^ 
Ina  Stuttgart  1845.  12  g^r. '  i^'^^J?^, 

Le  Hon,  Manuel  d'astronomie,  de  meteoroloi^ie  et  de  ^eolo- 

Fle,  ä  l  u*iage  des  gens  du  nionde,  accompagne  de  plaoches  pour 
iuteiligence  du  texte,  in  8.   Bruxelles  1844.   1  thlr.  12  ggr. 

Blunt,  C.  F,,  The  Beavty  of  the  Heavens,  a  ptactical  Dis- 
play of  the  Astronomical  Phenoraena  of  the  Universe  ,  exhibited 
in  lOt  Srff^es ,  arrompangine  and  illustratir)<r  n  (amiliat  Lecture  on 
Astrouüiiiy ,  Iroin  oriirinai  Drawinj^s,  Paiiitiiij^s  and  Observatory 
6t(tdies.   New  edit.   Loudon  1845.   2  sb«   colorirt  28  sb. 

Pra<  li(;il  Astrononiy  and  Geodesy.  By  John  Narrien,  Pro- 
fessor et' Matliematics  in  the  Royal  SlUitar\'  College,  Sandhurst. 
Bein''^  the  Third  Volume  of  tfae  8andburst  College  Text  Book«.  8vo. 
LoudoQ  1845.   14  ah. 

Coonalssance  des  temps  ou  des  mouvemens  Celestes,  k  rosac» 
des  astronomes  et  des  navigatenrs»  pour  Tan  1847;  publiee  par  le 
Imreau  des  longitiides  (avec  des  additioos).  In  8.  Paris  184&. 
Avec  additions.  8  fr.  50  c;  sans  additioos.  5  fr. 

F.  Kaiser,  De  »Sterrenhemel«  verklaard.   Amsterdam  1845. 

•    ^    I    *    ■  !     ,    '  • 
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Pouiliet,  Elemeos  d«  physioue  exueriiueutaie  et  de  metei^ 
rologiew  4.  MiCiea.  ^ol.  8.  Paris  1814.  16  A-. 

• 

Archives  de  la  Society  mafiiötique  de  CambraUr -Vol,  1.  ^io  H. 
Cambrai  1845.  24  ür. 

Sabioe,  Observations  made  a  tbe  Magnetical  and  Metereolo- 
sieal  Observator^  at  Toronto,  in  Caoada.    Printed  hy  Order  of  ^ 
Her  Majt  sfv's  Governement ,  underibe  superinteodence  of  Lieut.- 
Coi.  £di^.  ^ioe.  Vol.  1.  London  1840.  4L  42.  4.  2  L  2  sb. 

.  Hopkins,  T.,  Oii  the  Atmosphenc  Chauges  uhi<!)  produce 
Hain,  Wind,  Storms,  and  the  1  luctuatious  of  the  ßutonieter. 
miandiester  1845.  8.  4  s. 


The  Cambridge  Mathemati  cai  Journal.  Nr.  XXI» 
Mai  1844.  L  Oo  a  Law  existlnff  in  tbe  Succivssive  Approxima- 
tions  to  a  Oontlimed  Fraction.  —  II.  Notes  on  Conic  Sections.  — 
III.  On  the  Theory  of  Algebraic  Curves.  —  IV.  The  Polar  Equa- 
tion  to  the  Tangents  to  a  Conic  Section.  — -  V.  Demonstration  of 
a  Proposition  in  Pbysical  Optica.  —  VI.  On  a  Multiple  Definitb 
Integral«  VII.  Chapters  in  the  Analytical  Geometry  of  (n)  Di- 
meosions.  —  Vlll.  On  a  Question  in  the  Theory  of  I  rohabilities. 
—  IX.  On  the  Balance  of  the  Chronometer.  —  A.  On  a  Problem 
in  Precession  and  iVutation.  ^  XI.  Note»  on  Magnetism«  Nr.  II. 

XII.  Mathematicai  Note. 

Nr.  XXII.  November  1844.  h  Memoir  of  the  late  P.  F. 

Gregory,  M.  A.,  Fellow  of  Trinity  College ,  Cambridge.  ^  II.  On 
the  Partial  Differential  Equafions  to  a .  Family  of  Envelopn.  — > 
III.  On  tbe  Axis  of  Spontaneons  Rotation.  —  TV.  On  Brianchon's 

Hexagon.  —  V.  IVfites  on  LliH'ar  Translorm^ition«  —  VI.  On  a 
Probien»  in  (  entral  Forces.  —  \  II.  INote  on  1  liu  .Spontaneons  Axis 
of  liütatkin.  —  VIII.  Applications  of  the  ^J\Tnl)olical  Form  ot  Mu- 

claurin's  Theorem.  — •  IX.  On  the  use  of  the  Symbol  e  in 
certain  Transformations.  —  X.  Note  on  Orthogonal  Isolhermal 
Surfaces.  —  XI.  On  the  Solution  of  E(|uatioos  in  Finita  Differen- 
ces.  ^  XII.  Note  on  Geometrieal  Disoontinnitv.  ^  XIII.  Note 
on  the  Law  of  Gravity  at  the  Surface  of  a  Revomne  Homomeons 
Finid.      XIV«  Mathematicai  Note. 

The  Mathematician.  £dided  by  Thomas  Stephens 
Davies,  F.  R.  S.  L.  et  Ed.  F.  S.  A.;  William  Rutherford, 
F*  R.  A.  S«;  and  Stephen  F«nwick.  London  1844 
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Number  1.  Prospeetq^*  '4^q  CMflitional  CoefBcteiite,  aad 
OD  seine  Elemeotaiy  Exi)ansions.  —  On  the  letersection  ot  hrn 
Cnrvcs  of  tli<*  vSccond  JJfi^ree,  —  Properties  of  ihe  Assnriated 
Spherical  Triaiii^les.  —  On  the  Determination  of  the  Maiiiiitiule 
and  Position  of  a  »S|)here  Tangeiit  to  tour  given  Spheres  in  nmtual 
contact.  —  On  the  8aine.  —  Od  the  Theory  and  ApDÜcatioD  of 
Lagrange  8  Metfaod  of  Bfulfiplien.  — ■  Od  Coniueato  DianieteTg 
LiDes  aDd  Svrfiices  of  the  secoDd  order.  —  MatiienuittiCDl  Exerd- 
ces.  ^  On  the  Algebraical  Analysis  of  Porisnis. 

Number  II.  On  the  Algebraical  Analysis  of  Porisms  (coo- 
rliTflpfl).  —  Ceometricai  Propositinns.  -  Solutions  of  a  Prnbipm 
reiatlng  to  Attrartion.  - — ■  AnnK  ticai  Dmunistration  of  a  Oeoinetri- 
Ca!  Theorem.  Interesting  Applicaton  ol  th<'  precefÜnij  Theorcjii. — 
On  Homer's  8ynthetic  I)ivision.  —  On  the  Ntniight  Line  of 
Quiekest  Descent.  — t  Propertles  of  the  Parahola.  —    Od  the 

JrfinsfonDation  of  Algebralc  fibttiitlons  »  DemoDstration  of  the 
oür  Fundamental  Fomiulas  of  rrigonometry.  ■ —  Solutions  of  ÜA^ 
thematical  Exerctces  (continued).  —  A  Locus:  from  Lhuilter*8  Po* 
lygonometrie.  —  On  the  (Jonditions  of  Equilihrium  of  Forces  acting 
on  Four  8tiheres  in  mutual  contact.  —  i\lath*MTiritical  NoteiU  — 
Horner  on  Algebraic  Transformation  (to  he  contipued)« 
r  Preis  der  Nmumor  3  s.  0  d.). 

Auch  von  dieser  neuen  englischen  mathematischen  Zeitschrift 
wird  das  Archiv  Dicht  bloss  fortlaufend  den  Inhalt,  sondern  auch 
AasMüge,  insofern  dieselben  für  das  betreffende  Publikom  vons§ih 
weis«  Ton  besonderem  Interesse  sind,  liefern.  '  .  -^m 

Anniiaire  pour  l'an  1845.  Prf'5;ontö  au  Roi  par  ie  boreau  de» 
longitudes.   In  18.   Paris.  tSsLm  notices.  1  Ir. 


JBeriehtigmig;. 


In  dem  Ausdrucke  lies  ^orlf  txten  Intep^rals  auf  S.  191.  (  Z.  €,  f.  n.} 
Im  2t(»f  Hfifte  des  «eckten  I  heiU  scUt;  man  logb(:im— 1)  für  Iog2(2iu)*. 
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Guy»  M«  P.:  La  divisioti  abrä^ee,  <m  Methode  rigoniieiM 
et  facile  poor  slmplifier  cette  op^ratioa  de  Taritiim^tique*  Iii  & 
1  pl.   Paria  1845.  1  fr.  50  c. 

Lehrbuch  der  Mathematik  ffir  den  SrTiTiI-  und 
Selbstunterricht  von  Dr.  W.  A.  Wilde,  Professor  am 
Gymnasium  zu  Stargard.  Erster  Band.  Auch  unter 
dem  Titel:  Lehrbuch  dar  Arithmetik  fttr  den  Schul* 
and  Selbatunterricht*  Erster  fiand«  Die  aeeha  Grand* 
rechnungeo.  Le  fps  ig  1845.  16  ggr. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  Mathematik  ist  auf  vier  Bände 
berechnet»  von  denen  die  lielden  ersten  der  Arithmetik,  die  bei- 
den andern  der  Geometrie  gewidmet  sein  werden.    Es  soll  die 

Elemcntar-Mathematik  mit  EinKchluss  der  Kpirplsrhnitte  enthalten, 
und  jedes  Bündchen  soll  ein  für  sich  abgeschlossenes  Ganze  bil- 
den,  nurh  einzeln  ausgegeben  werden,  was  dem  zweckmässigen 
Gebrauche  des  Buchs  beim  Unterrichte  offenbar  nur  förderlich  sein 
kann.  Der  vorliegende  erste  arithmetische  liieil  enthält  nach  einer 
Einleitung  in  die  Mathematik  überhaupt  In  nean  Abschnitten ;  die 
Lehre  von  der  Zahlenbildung  im  Allgemeinen  (Anhang:  Von  Zah- 
lensystomoii  im  Allgemeinen);  die  Addition  und  »Subtraction;  die 
negative  Zahl;  die  MTiltipfimfion  und  Division;  unbestimmte  Divi- 
sion oder  von  der  Theilbarkeit  «Icr  Zahlen  im  Alliromrinen ;  die 
fTobrochene  Zahl ;  den  Decimulbriich ;  Potenziatidu  und  liadication; 
die  irrationale  Zahl  (Anhaue:    die  imaginäre  Zahl). 

Schon  in  dieser  AafzähluDg  wird  man  ein  Streben  nach  syste-. 
matiacher  Anerdnang  hemerfcen«  Die  Beweise  sind  überall  voll* 
stftiidis:  gegeben ,  da  der  Vf. ,  der  Vorrede  sufolge>  es  aas  ntthr^ 
ren  triftigen  Gründen  nicht  billi^jen  Imnn,  wenn  In  den  meisten 
jLabffllfichern  die  leichtem  HeweiKe  iranz  ausgelassen  und  viele 
Ändere  nur  kurz  nnt'^'dfMitet  werden.  Die  Methode  der  Darstellung 
iisst  mit  He  llt  die  euklidiMche .  und  überhaupt  haben  wir,  ko  wcMt 
wiT  um  bis  jetzt  mit  dorn  lfu<  he  bekannt  (gemacht  haben,  iStmi^o 
und  Deutliclikeit  oirgiffMU  vermisst.    Au  eiuer  bioreichendeii  Au- 
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zahl  von  erläuternden  Beispielen  fehlt  es  gleichfalls  Dicht,  und dit 
Arbeit  kann  daher  überhaupt  als  eine  wohlgetungene  bezeichoet 
-  werden«  Das  baldige  Erschetnen.der  übrigen  Theile  ist  zuwönseiia 

'  Encyklüjiii (Ii sehe  Darstellung  der  Theorie  der Zak- 
len  und  einiger  anderer  damit  in  Ve r bind ung  stehen* 
der  Gegenstände ;  zur  Beförderung  und  ailgemeioereB 
Verbreitung  des  Studiums  dler  "Sah  lenl ehre  durch  den 
öffentlichen  nnd  Selbe t-ünte rri di  t  elementar  nod 
fasslich  vorgetragen  von  A.  L.  Crelle.  (liesondfrs  ab- 
gedruckt au  s  dessen  Journal  für  die  reine  undapge 
wandte  Mathematik,  Bd.  XXVII,  XXVlll  und  XXll) 
Erster  Band.    Berlin  lb4ä.    4.  ithlr. 

Nachdem  der  geehrte  Herr  Vf.  in  der  V  orrede  dieses  ausiühr« 
liehen  Werks  über  die  Zahlenlehre  oder  Theorie  der  Zahlen 
deren  Besriff  und  Verhältuiss  zu  deo  übri|^n  Theilen  der  Ihthe* 
matik  eenOrig  festgesteill,-  «lob  ifbe»  iea  Nutzen  dieser  grussteD* 
theils  der  neueren  Zeit  angehörenden  Wissenseliaft  ansgesprodiei 
und  endlich  aucli  darauf  hin  gewiesen  hat,  dass  dieselbe  noch 
weit  weniger  allgemein  bekannt  und  verbreitet  sei  als  die  mei- 
sten übrigen  Theile  der  Mathematik,  spricht  er  sich  voq  S.  XI. 
an  liher  den  eigentlichen  Zweck  und  die  £iuricfatang  seines  Werks 
bestiniiiiter  auf  folgende  Art  aus.       '  j 

„Aus  diesen  Erwägungen"  sagt  er  licht  nun  hervor,  ^ 
es  vielleicht  ein  nützliches  Bemühen  sein  dürite,  zii  versuchen, 
•ob  sich  nicht  dazu  beitragen  lasse  ^  die  Theorie  der  Zahlen  mcb 
JEiüft  Gemein  gnt  sn  BUHshen;  und  von  dieaem  Bemfiheo  gebt 
die  folgende  jSammlung  von  Sätzen  aus«,  Ihrer  EinricbtuW  ^ 
Anordnung  iiegen  foigend^  Betracbtiiqgev  zum  Grunde.'' 

,,Damit  Wakriieiten,  deren  Eil^enntniss  die  UrtNiiskisft  in 
Anspruch  nimmt,  recht  Vielen  von  verschiedener  Fassungskraft, 
und  selbst  Personen  im  jugendlichen  Alter,  zugänglich  werden 
mögen,  dürfte  es  vor  Allem  nr»tliig  sein,  sie  so  aus  einander  zu 
setzen,  dass  das  UrtheU  bei  den  Sätzen  und  Beweisen  auf 
Schritt  um  Schritt  dem  Vortrage  folgen  darf,  um  zum  Ziele 
an  gelangen.  Alle  einlachen  Schlussfolgen  müssen,  scheint  es» 
angegeben,  keine  darf  lilierspuanf^n  werden;  denn,  an  sage«, 
welche  Scynaafolgea  und  wie  sie  an  einander  au  fUgea  sioi 
öder  felilende  au  ergänzen ,  kann  nicht  eine  Aufgabe  l%r  den  tSdiü* 
ler  sptri ,  da  selbst  öfters  über  das  Erste  die  Xieiirer  nicht  einig 
sind  iint]  das  Hechte  und  Beste  verfehlen  können,  wie  es  -«clioii 
der  Umstand  zu  erkennen  giebt,  dass  gar  viele  Vor*i(  hiede»' 
heit  in  der  Anordnung  und  A^teinanderlolge  der  Sätze  und  io  <1^' 
Art  und  Anordnung  der  Beweise  möglich  ist." 

„Sodann  wird  sich  das  vorliegende  Buch  der  äuss erste» 
Dentlichkeit,  nicht  bloss  durch  Vollständigkeit  der  Bevdlt 
mid  ErfSrtemngen^  sondern  auch  dwnh  die  Art  tlnvr  Daikp^ 
befleissigen.«' 

„So  tian,  von  der  Ansicbit  ausgebend,  dass  ^mai  alles 

Mögliche  geschehen  sollte,  um  den  Lernenden  mit  der  möglichstet 
Leichtigkeit  auf  den  Standpunkt  der  vollendeten  Deutlich^ 
und  Einsicht  zu  führen,  hat  sich  der  Vf.  es  hier  znr  Ue?^* 
gemacht»  nie  einen  Scblusa  zu  überspringen»  wäluwnd  ec  ^j^' 
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wohl  8ich   bemühte,  Alles  so  zu^anmieiizudrSngeii  und  M 
wenigen  Worten  zu  satten,  als  e«  ihm  möglich  war." 

„Der  Vf.  wird  ferner  überall  bemüht  nein,  nicht  sowohl  dem 
Leroeud^n  recht  viele  Resultate  und  pikante  ^»ätze  mitzu- 
tMlflD^  .dmn  vitti»  in  4er  Zableolelm  wirküclf»  w«oig9teiis  dem 
Schein«  aacb»  an  sich  selbst  fast  nur  Ontiosa  sin4»  wftlii*end  sie 
freilich  in  der  That  Icostbare  Samenkörner  für  die  weitere  Est- 
Wickelung  darbieteD  :  er  wird,  vielmehr  trachten ,  ihm  die  Sätie 
als  Ge^enstÜndo  aafzustellen,  an  welchen  das  Urtheil  zu  üben 
sei ;  denn  das  ist,  wie  oben  bemerkt,  gecäde  von  der  Zahknthsorie 
iosbesomlere  der  Nutzen. 

„Die  üui^sere  Form,  welche  der  Vf.  seiner  Schrift  gegeben 
hat«  Demiich  die  Form  einer  blossen  Sammlung  von  Sätzen, 
ehns  fafestiiiimte  TheUong  in  grOsssvs  und  Usinere  Abschnitte, 
bann  ' sondetbar  zw  sein  scheinen*  Allein  der  Vf*  hatte  sie  an 
vrfihlen  mehrere  Gründe/' 

„Zuerst  neoilich  ist  es  nach  seiner  Ueberzeugung  bei  dem 
gegenwärtigen  Zustande  der  Zahlentheorie  noch  gar  nicht  möglich, 
ein  consequeutes  System  davon  aufzustellen.'' 

Sodann  hat  der  Vf.  gar  nicht  die  Absicht,  jeden  Lernen- 
den,  der  sich  seines  Buches  bedienen  will,  zu  einem  Kenner  der 
gesasunlen  Zahlenthserie  zu  machen,  sondsm  er  welltt  jnnr  his« 
Msondeie  Jedem  Material  aar  Uebung  seines  UrtheilsvermOgeBs 
darbieten.  *' 

M Endlich  hatte  der  Vf.  zn  der  Wahl  der  Form  seiner  Schriflt 
auch  einen  persönlichen  Grund.  Er  ist  nemlich  in  einem  jetzt 
schon  vorgerückten  Alter  und  mit  einer  gänzlich  zerrütteten 
Gesundheit ,  der  Beendigung  keiner  Arbeit ,  die  er  unternimmt^ 
mehr  sicher.  Begann  er  nun  eine  Schrift  nach  irgend  einem  weit 
ausgreifenden  System,  so  wfirde  jede  Unterbrediung  das,  vras 
fertig  wiirde,  zum  8tfickwerk  voo  geringem  Nutsen  machen«  Sei 
wie  die  Schrift  jetzt  sein  wird,  schadet  ihr  eine  Unterbrechnng 
nichts  weiter,  us  dass  daSj  was  noch  kommen  enlUe,  wenn  es 
überhaupt  etwas  werth  war,  fehlt.  Was  da  ist,  behält  immer 
seinen  verhältnissmässigen  Antheil  am  Zweck.  Auch  kann  mau, 
wenn  man  etwa  insbesondere  irgend  etwas  ausheben  will,  dies 
recht  gut  thun.  Man  darf  nur  die  vorausgehenden  Sätze,  welche 
sich  angegeben  Huden,  aufsuchen  und  durchgehen;  die  übrigen 
bleibe«  djuin      Seite  liegen.«« 

Indem  ich  Uemit  diese  Anszüce  ans  der  in  mehreren  Beaie- 
Irangen  lesenswerthen  Vorrede  schiiesse,  bemerke  ich  nur,  das^ 
mir  gerade  in  dem  von  dem  Herrn  Vf.  selbst  zuletzt  angegebenen 
Umstände,  niindich  in  der  äussern  Form  des  Werk^,  eine  beson- 
dere Eigcnthümlichkeit  in  Rozug  auf  dessen  allgemeine  Gestaltung 
zu  liegen  scheint,  weshalb  ich  auch  auf  denselben  die  Leser  des 
Archivs  besonders  hinweise,  ßei  den  Bezeichnungen  hat  sich  der 
Herr  Vf.  an  seine  Vorgänger  nicht  sciavlsch  gebunden,  und  auch 
nldbt  selten  neue,  so  Tiel  als  möglich,  deutsche  Benennunsen 
.  gebildet.  Eine  ausfuhrliche  Angabe  des  Inlalts  des  vorliegenden 
ersten  Bandes  erlaubt  hier  leider  der  Raum  nicht,  und  ich 
bemerke  daher  in  dieser  ßeziohnnp^,  ohne  zn  glauben,  damit  gani 
das  Richtige  getroffen  zu  haben ,  jjanz  in  der  Kürze  und  bloss  im 
Allgemeinen  nur  so  viel,  dass  in  diesem  ersten  Bande  haupt- 
sächlich .diejemgen  Lehren  der  Zahleutheorie  enthalten  sind, 
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welche  wenigstens  nicht  nnm ittelbar  und  anhe dingt  die 
eigentliche  Auflösung  der  unbestimmten  Aufgaben  oder  die  soge- 
nannte unbestimmte  Analytik  in  Anspruch  nehmen ,  womit  ich 
des  Gegenstandes  kundigen  Lesern  genug,  wenn  auch  freilich  io 
siemlich  unbestimmter  Welse,  gesagt  zu  habea  glaube ,  dessci» 
ongeacbtet  aber  noeb  blosuAlffe,  dam  natHrlicb  die  Tbeilbarkett 
der  Zahlen y  die  Reste,  das  Fermat'sche  und  Wilson*sche  Theo* 
rem  in  ihren  verschiedenen  Gestalten,  das  Keciprocitäts- Gesell 
II«  s.  w.  eine  Hauptrolle  in  diesem  ersten  Bande  spielen. 

Ein  bestimmtes  Urtheil  über  das  vorlieijende  Werk  zu  fällen, 
muss  ich  mich  gänzlich  enthalten,  weil  jedes  Urtheil  über  eio 
Werk  den  yon  •  mir  bochVtBrebrteq  Herrn  Vfe. ,  wie  es  auch 
beecbaffen  sein  rabebtey  tob  meiner  Seite  nur  befangeD  erschei-^ 
Den  mtlsste.  Wie  yiele  Andm  fühle  auch  ich  mich  demselben  in 
nicht  wenigen  Beziehungen  personlicli  zu  dem  innigsten  Danke 
vernliichtet ,  ein  Gefühl,  weiches,  wenn  ich  auch  «elbst  nicht 
menr  zu  den  Jüns:lingen  zu  zählen  bin,  da  ich  im  nächsten  Jahre 
bereits  auf  eine  fünf  und  zwanzigjährige  amtliche  Wirksamkeit  als 
Lebier  Im  Staatsdi^Dete  znra^kMlekeii  faam,  doeb  Blehln  mm  9ik> 
ner  Mb^lM' WSnae  verloren  hat  und  nie  etwas  verll^reD  wird. 
Ohne  das  geringste.  In  jetziger  Zeit  nicht  selten  herrortretende 
Haschen  nach  sogenannten  glänzenden  rrfoiixeii  hat  der  Herr  Vf. 
eine  lange  Reihe  von  Jahren  mit  der  reinsten  und  uneigennötzig:- 
sten  gänzlichen  Hingebung  dem  Dienste  der  Wissenschaft  geweiht, 
und  mit  Anfopferungen  mancherlei  Art  zu  deren  weitern  und  all- 
gerarinem  Verbr^tung  und  xur  grösseren  Aosblldung  und  boeserw 
Begrfindmig  mehrerer  einzelner  DisctpHnen  nicht  wenig  beigetra- 
gen, von  welchem  Bestrdben  auch  das  vorliegende  Werk  sowohl 
im  Allgemeinen  als  auch  in  seiner  ausführlichen  Vorrede  der  reinste 
Spiegel  ist,  welche  letztere  wir  daher  auch  insbesondere  jüngeren 
Gelehrten  zur  Beherzigung  empfehlen  möchten.  Jedenfalls  isi 
tfkwes  Werk,  so  weit  es  in  seinem  ersten  Bande  vorliegt,  dif 
Toilflttndignte  Snmmhnig,  weilir  ancb  der  Herr  Vf.  nelkist  dev 
Namen  eines  eonsequent  durcbgeßihrten  SvstMs  ablehnt,  doeh 
keineswegs  ohne  systetuatischen  Zusammenhang  an  einander  g«" 
reiheter  Sätze  der  Zahlenlehre ,  welches  wir  bis  jetzt  besitzen, 
und  wird  daher  hinfüro  in  keiner  mathematischen  Bil^liothek  fehlen 
dürfen,  von  keinem,  der  sieh  iiir  die  Fortschritte  dieses  so  höchst 
interesnanlen  Tbelle  d«r  Mathematik,  dessen  Wichtigkeit  Htt  dtai 
ganze  Wlenenschaft  sich  bis  jetzt  noch  gar  nScbt  a&ehen  läs«t 
entbehrt  werden  können.  Ich  schliesse  mit  dem  innigste« 
Wunsche,  dass  die  V^orsehung  dem  Herrn  Vf.  Kraft  schenken 
möge,  dieses  angefangene  Werk  in  möglichst  kprier  Frist  zu  voll- 
enden. '  .   G.  »  \.  '-^ 


dreometrle. 


Fischer,  J.,  Elements  of  Geometry  for  Naval  Schoo!«« 
PvUiebed  by  eider  ef  theLorda  of  tfae Adminlity^  London  1015»  tö. 
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Geoiue irifidic  Aufgaben'  nach  der  Methode  der 
Alt«o>  für  Schule«  bearheitet  von  Dr.ff Luke^  Ober* 
lehrer  am  Gymnasium  zu  Culm.  Erster  Theih  Plani- 
metrische  Aufgraben.   Tliorn  1845.  8.   1  thlr*  4  ggr. 

Der  vorliegende  erste  Theii  dieser  Sanmiluns^  enthält  100  üla- 
niroetrische  Aufgaben.  Jeder  Aufgabe  ist  die  Analysis,  die  Con- 
etruction ,  die  Deterniinatioo  und  der  Beweis  beigegeben,  ganz  der 
Methode  der  alten  Geonieter  gemäss.  Ein  Verxeicliniss  der  beban- 
dejten  A«%abeB:ist  viirKednickt*  Wenn  Mich,  glefieb  an  fthsHchen 
Büchern  kein  sehr  fühlbarer  Mangel  ist,  so  niuss  doch  der  geo- 
metrische Unterricht  nach  euklidischer  Metbode  nach  unserer 
festen  üeberzei!?rnnf^  immer  die  Hauptgrundiaire  des  ganzen  mathe- 
matischen Unterrichts  bleiben,  und  jedes  Belörderungsmittel  des- 
selben nach  dieser  Richtung  bin  muss,  neun  es  nur  seinen  Zweck 
richtis  erkannt  hat,  dankbar  aufgenommen  werden.  IVir  sind  da- 
her Oberzeegt,  da«i  auch  die  yorliegeode  Aufgabensammlung  mao- 

Shem  Lehrer  der  MaAtematik  bei  seinem  Unterrichte  ein  jgates 
[ülfsmittel  sein  wird.  Dass  die  Anzahl  der  neuen  Aufgaben  nicht 
frross  sein  kann,  ist  bei  einem  schon  so  vielfach  nehnndelten 
Gegenstände  nicht  anders  zu  er^varten.  Indess  konunt  es  hierbei 
haupij^äc blich  auf  die  Methode  an,  und  diese,  scheint  uns,  hat  der  - 
HejBT  y£  meist  richtig  getroffen.  In  welcher  Beziehung  daher  lUwli 
die  Schrift  vorzugsTreise  von  •  uns  der  Beachtung  der  Lehrer  an 
fieberen  Untenicbts-Ansiaiten  empfohlen  wlrd< 

<  Mayr^  Dr.  A»,  Die  tangirendeu  Flächen  erster  und  swelfer 
Oidmug«  f  Wdrdrai«  1645:  gi». 

♦  - 

Trlffonometrle. 


Delatouche,  Gustave,  Trigonometrie  rectiligne  ä  lusage 
des  el^ves  qui  se  destinent  aux  ecoles  du  gouvernement.  Avec 
8  plSncbes.  Poris  1845. 

Summarium  der  Goniometrie .  en  der  res^tly oige  eo  sphaerische 
Trigonometrie, /  dienende  ids  hiindieiding ,  bij  bet  volgeu  Tan  Aca- 
demische  Lessen  over  deze  deelen  der  Meetkunde;  gr.  8vo.  Te 
Leiden  1845.  fl^OO. 

£erste  Beglnetfen  der  Mtknasl  (let  aas  d#  vlafcken)  en  Drie- 
beeksmellng,  ten  gdiruike  voor  het  middelhaar  en  privaat  Onder- 
wHs;  kL  ^o.  Te  Retterdam.  bij  H.  A  Kramers.  f  1,20. 


'  Schrieben,  W.  E.  A. ,  VoUständiges  Hand-  und  Lehrbuch 
der  gedämmten  niederen  Messkuode.    3te  gänzlich  umgearbeitete 
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umi  Btark  vermeFirte  Aufl. ,  zum  8eUj8Uinterrtcht<»  bear!>eitet  m 
J.B.Mootag.  MU4bFigureBta&io.  8.  Quedlioburg  1545.  Ithir.ÖggL 


Blee  Ha  Ulk« 


Langsdorf,  G.  W.  tod,  Lehrbuch  d«r  filcomlir-AiM» 
nik.  gr.  a  Stuttgart  1845.  21  ggr. 


' '  Arago,  Le^ons  d*astrono]nle  profess^es  ä  Fobservatoire  royal. 

par  uD  de  ses  ^löves«  4^iiie  edit*  Paris  1845.  3«  fr. 

"  Jeaii^,  H.  W. ,  Rules  for  fioding  the  names  and  positious  of 
aii  the  »Starii  of  the  First  aod  Secood  Magoitude.    iioyal  8vo. 
«  Londoa  1846^  eloth.  3  s.  6  d. 

Der  Merlvunlurchgang  durch  die  Sonnenscheibe  am  8.  Mai  18i3 
nhd  die  Sonneuiiosteroiss  d.  6.  Mai  lS4j  in  ihrea  verschiedenes 
Umständen  heschrieheii.  N^st  doer  kurzen  Erfclimng  der  %c- 
Inars-  umi  Venusdurcbgänge,  sowie  der  SonneDfiiiateniiflse 'fiher- 
haupt  Mit  1  Tafel  AbbU&ngeB.  a  Leipiig  1845.  8  Ngiw 

Hansen,  M^oire  sor  la  d^termination  des  perturbatioDs 
abselues  dans  les  ellipses  d'uoe  ezcentrlcit^  «et  d^uoe  iocUiitiioe 
quelcooques.  Traduit  de  TaUemaDd  ^ar  M.  Victor  Maavaii. 
Id  8.  Paris  1845.  .      .  * . 


P  It  y  s  1  ]&. 

Baumgartner,  A.,  die  INaturlelire  iii  ihrem  gesreowärti^efl 
Zustande,  mit  Rfickslcht  auf  mathematische  BegründuDs.  8.  vecii. 
un4  ^mgearh.  Äntf.  2.  Ah  All  gr.  H.  Wieh  1^.  P^s  VäK 
Ahtheilungen  4  thtr«  (Vergl.  'Lltefar.  Ber.  Nr.  XX(.  9.  325.}. 

■  '  '1 

I 

Vermteelite  Setaritt^i« 


The  Cambridge  Mathematicäl  Journal.  Nr«  XXIIL 
Februarv  1845.  L  On  the  Theory  of  Linear  TraiuiformatiM^ 
(A.  Cayley).  —  IL  On  Magic  Sc  {uares  (R.  Moon).  —  IlL  On  ihe 

Theory  of  Developments.  Part.  i.  (O.  Boole).  —  IV.  ÜeraoB^tn 
tion  of  a  Fiindameotal  Proposition  In  the  Meph  inu  ai  The«>r\  '^1 
Electricity  (W.  Thomson).  —   V,    On  the  lieduction  of  the  Ge- 
neral Equation  of  Surfaces  of  the  8econd  Order  (W.  Thomson K  — 

Od  C4vtain  IntegTal  Transiekmations  (B.  Bronwin).  —  \  IL 
4Malft  4]fmtiDM  Aicti  w  (tooiM  KrastV  •  • . 
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Boltetin  de  la  classe  physico -inathematimie  de  lacad.  imper. 
des  Sciences  de  St.  PeterHbourc.  Tome  iV..  iNf.  I-^d.  or.  4.  ^ 
Petcraboiu^  1845.   Comp!.  2  thir. 


Anzeige  eines  herauszugebenden  Werkes. 

Der  Zweck«  de«isen  Bnticjhiiuis  der  (Jaftaiteichnete  bei  dieser 

Arbeit  im  Aii^e  gehabt,  war  im  AIIii:einoinen  erstenn :  die  Stei* 
ner  sehe  iMeikode  als  solche  im  8inne  ihres  Ertinders  weiter  aus- 
zubilden; zweitens:  den  Umfans;  ihres  Gebietes,  sowohl  von  Sei'  ^ 
ten  der  Allgenieii)heit  als  auch  der  Individualität  und  insbesondere 
der  quaotitativeu  Form  der  geoimetrischen  Ideen  zu  zeigen,  und 
mttenfti  dbrdl  btidm  sngleieli  die.  Uebmeogung  an  vmduiiMi» 
dm  die  neuere  GeoMtiie,  in  iS|euMl''e  Wenie  behandelt«  nichtß 
Mhr  und  nichts  weniger  als  die  consequente  p  diireb  die  firweite- 
ning  der  Wisfienschalt  überhaujit  notliweMUg  >gewof«leiie  F^^rtbU* 
dung  der  Geometrie  der  Alten  ist. 

Ich  habe  daher  nur  solche  Eigenschailen  behandelt,  welche 
rein  aus  dem  Wesen  der  Projektivitat  hervorgehen,  und  kaum 
unmittelbare  Folgerungen  aus  der  Coogrueuz.  der  JJfreiecke  und 
dem  pythasorlwIieD  hehwU^  mir  erlaubt;  das  Ifrincip  der  Invo- 
ItttioBen  iai  als  besooderer  Fall  i)rojektiviecher  Gebilde,  nndzwar, 
um  den  Gegenstand  in  seinen  allgemeinsten  und  besondersten  Be- 
ziehungen zu  umfassen,  nach  allen  don  Seiten  und  Fällen,  welche 
<1urcU  Steiners  umsichtsvolle  Diskussion  des  allgemeineren  Prin- 
cips  gegeben  waren,  chirgestellt.  —  Während  aber  die  Entwicke- 
lung  des  Princips  vom  Allgemeinen  zum  Besonderen  fortschreitet, 
nimmt  die  Anwendung  auf  die  Eigenschaften  der  Figuren  den  um- 
gekehrten Gang,  80  dass  im  letzten  Kapitel  über  die  doppelte 
mrfffarung  des  Kegelsebnitt»  -liMit.  «lle  verhetgohendsn  Sftte*  iu4 
Aufgabma  ihren  allgemeinsten  udd  meistens  auch  ^ren  ein* 
fselistem  Ausdruck  «»alten.  Andererseits  9km  sind  gerade  dicd» 
nlgsn  Higenschaften ,  welche ,  wie  die  der  zug.  Durchmesser,  der 
Brenn un k te ,  der  Oskulation  und  der  doppelten  Berührung,  nach 
Stein  ers  Ausdrucke  bisher  als  etwas  Eigenthümliches  und  „Wun- 
derbares'' dastanden,  mit  Vorliebe  behandelt  und  ihr  Zusammen- 
hanff  mit  allgemeineren  Eigenschaften  nachgewiesen  worden» 
In  «nr  tnisiw  Darstellung  habe  Ich,  so  ▼Im  als  das  Wesen  des 
nsfteien  Geometife  yerstattete,  in  den  GrtBdsätzen  .der  Beliwli» 
tunc  selbst  aber  durchaus  mir  die  Alten  zum  Muster  genonmien« 
Daher  iat  jeder  Aufgabe  ihr  yollständiger  Beweis  und  den  schwie* 
rigeren  auch  die  Analysis  beigefügt,  und  die  Begründung  der  Lehr- 
sätze unterscheidet  sich  nur  insofern  von  der  gewühnlicnen  Weise, 
als  sie  denselben  voran-  statt  nachgeschickt  ist.  Die  Betrachtung 
bewegt  sich  fortAvähreod  ini  reellen ,  d.  h.  durch  Konstruktion  gege- 
kenen  Vorstellungen;  dm  sog.  Gesetz  der  Continuität  «wird  nir- 
sends  in  Anspruch  genommen ,  and  es  werden  dl*  gen*lnseiMd]b^ 
liehen  Eigenschaften  der  als  reelle  nnd  Idssls  nnleischiedeoe» 
Linien  nnd  Punkte  weder  durch  Uebertragnng  von  der  primitiven 
Snf  die  correlative  Figur,  noch  durch  besondere  Betrarntiincr  bei- 
der für  sich ,  sondern  in  Einem  zugleich  aus  ihrer  gemeinsciiaft- 
lichen  Deünition  entwickelt.  Vor  Allem  aber  habe  ich  mich, 
worin  ein  eisjenthünilicher  Vorzug  der  neueren  Geometrie  vor  der 
der  Alt^n  besteht,  eines  einiadien^H  ungekünstelten,  bloss  der  Natur 
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(t^t  Sache  folge&deo  Idoongangcs^  Yieflissen  und  JA  diMem  Zweckt 
daa  Ganze  wiederholenUich  umgearbeitet. 

Den  Inhalt  betreffend,  hoffe  ich  i^ianches  Neue  darzubieten, 
wohin  ich  unter  Anderem  die  Satze  über  die  zugeordneteti  Ach- 
senpunkte und  Brennsehnen^  mehrere  flb«  OqkolfitiQii  und  dep- 

Siltt  Berührung  und  sSnuntttche  KoostaVtloDeo  der  Ke^eieclniiln 
tttele  imagtttlirer  Bedingungen  oder  mittels  solcber  uoa  m  esksr 
IbeDder  oder  doppelt  z«  berührender  Kegelschnitte  rechne,  abee- 
sehen  Ton  den  »htzen ,  welrhe  durch  Veraiigemeiaefttiig'  bdunimr 
£igenschatlten  8irh  ergeben  haben. 

Der  vollständii^'e  Titel  des  Werks  Ist  „Das  Wesen  der  Invo- 
lutionen Ton  Punkten  und  Strahlen,  als  gemeinschaftliches  Priucip 
individueller  Eieencfchaften  der  Figuren,  namentlich  der  ein-  nod 
der  umgeeehrMeoev  Vielecke*  der  barmoBieoheii  Pole  and  Pehnw« 
di^  tugeordneteü*  Dnt^lmwweer  and  Aclisenpunkte ,  -der  Btmm* 
punkte  und  Brennsehnen ,  der  gemeinschalUichen  Sekanten  -  und 
Tangentendurchschnitte,  der  Oskulatton,  der  doppelten  Ben'ihning 
nnd  sfimmtlirher  Konstruktionen  der  Kegelschnitte  mittels  so«ie- 
nannter  reeller  und  imaginärer  Bedingungen  —  im  Zusammenhange 
mit  Jak.  Steiner«  Geometrie  —  dargestellt." 
'  Franz  Seydewitz,  *  '  ' 

Lehrer  der  I^lathematik  und  Physik  am  Königlichen 
Gymnasium  zu  Heiilgenstadt.      '   •  •  n-  ^ 

Der  Herr  Verfasser  des  vorher  angekündigten  Werks  hat 
durch  mehrere  in  dem  Archiv  allgedruckte  umfanprreiehere  Abhand- 
lungen sich  nicht  bloss  als  einen  ausgezeichneten  Kenner  der  so- 
genannten neueren  Geometrie  gezeigt,  sondern  auch  den  hinrei- 
chenden Beweis  geliefert,  dass  er  nicht  nur  das  bereits  Bekannte 
auf  eine  ansprechende  Weise  wieder  zu  geben ,  sondern  vielmehr 
sieh  aaeh  neae  Wege  m  bahnen  und  den  bemltn  gewonnene 
Umkreis  der  Wissenschaft  nicht  unwesentlfeh  nt  enreitern  ver- 
siehe* Daher  lässt^  sieh  ton  den  Terher  angezeigten  Werice  ia 
wissenschaftlicher  Hinsicht  nur  etwas  Vorzügliches  erwarten,  «wl 
dass  das  mathematische  Publikum  überhaupt,  namentlich  alter 
auch  die  Lehrer  der  Mathematik  an  höheren  Unterrichts-Aostalten, 
lebhaften  Antheil  an  demselben  nehmen  werden,  darf  eben  80 
wenig  bezweifelt  werden,  weil  die  sogenannte  neuere  Geometrie., 
woimaf  edMU  nehrmnia  in  dem  Areäir  hingeiviesen  wmrden  is^ 
jedenfalle  ein  fSr  die  Immer  grdseere  Beftrdcvnng  de«  Gedeihen 
dee  mathematischen  Unteifioilta  aehr  wesentKehes  und  MchtiM 
Hdlfsmittei  nicht  bloss  zu  werden  verspricht,  sondern  schon  vmI* 
fach  geworden  ist,  wofür  die  in  dem  Archive  abgedruckfon  Ab- 
handlungen mehrerer  höchst  achtbarer  Lehrer  der  matbematik  und 
einige  neuerlich  erschienene,  in  den  literarischen  Berichten  ange- 
zeigte Schriften  da^i  voli^ltigste  Zeugniss  ablegen.  Sowohl  io 
dieser  Rttcksidit,  als  ancn  wegen  der  Neuheit  seines,  die  Wiif 
MOBclmft  eiweiternden  Gi^nn&ides  ist  ee  datier  aelir  mi  wii^ 
sehen;  dass  dem  Herrn  Verfasser  reoht  bald  eine  geeignete  Gele* 
cenheit  zur  Herausgabe  seines  verdienstlichen  Werken  in  einir 
3cm  Gegenstande  würdigen  Ansstattnng  gebeten  werden  al%e. 

•  .  Greifewald,  im  Aiai  1845.  GrnncrtMli 
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Sj^s^teme^.  Lehr- Wörterbücher« 


;  J«hn,  G.  A.:  Würterbach  (Irr  angewaBdlen  Al«tlienMi|ik*  gr«  & 
/  :  (Wird  uäcUteiu  aus,tultrlicüer  imge;ieigt  iirejr|^en,)  ^ 


Kries,  Fr. :  tetiirbttcb '  dW''reiiiiii''llaÄra  Tte  Anfl.  MU 
225  HolzMhtiUteiD.  JeDa.  1844.   1  Tblr.  IS  ggr. 

Die  Elemente  der  Arithmetik,  Al^rrtirn  und  rechnenden  Opomm. 

Montferrier,  A.  S.  tle:  Dictioouuire  des  scieoces  mallieiualicjnes 
ourea  et  upuliqu^es.  Deuxi^me  ISItibili'  ^Troi»  voliil^ts  in  4.  uUn 
WpUiicliAI-tiirli.'-'  1844:'"8d;fr.-,  '  ' . l'",. 
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'     "  Arithmetik  '  '  '  '  ' 
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,.      1  '1 


Schenkel:  praktisrlies  Kechenhiich  fiir  Schiller  in  A  olksscfauleti 
und  in  den  nntereu  lülai^äeu  der  Reuläciiuleu.  A'eh^t  llegulUilen.  8  , 

Sclienkel,  J. :  Elementare  Arithmetik,  theoretisch  und  pnktiicli 
dargB9iMt  für  Lehrer.  Braaoschweig.  1844.  8.  14  ggr. 

Banschild,  J.  W.:  die  Arithmetik.  £in  Handbuch  für  alle  Stände 
Nordbausen.    1844,  8  ggr. 

VI.  .2» 
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Sass,  J.  B.:  Proportionen  und  kanfminniscbes  Rechnen.  Erste 
Abtheilnng  der  Fortsetzung^  des  „Recbenbaeha  lür  Volkuebolen". 
8.   AUoniu   1S44.  ^  Tbir. 

Derselbe:  Resultate  dazu,  Tblr. 

HumpoUz,  L. :  Haodbucb  der  Arithmetik  in  einer  grundllehen 
und  leichtfassHcben  Dnrstellnng,  mit  ' vorzüglicher  Rücksicht  anf 
praktische  Anwendung.   Prag.   1844.   gr.  8.   1  Thlr.  12  ggr. 

Preyssing^r»  P.: 'Leitfaden  zum  Unterricht  io  der  niedrrcn, 
reinen  nnd  angewandten  ArithmeHk.  2te  Aufl.  gr.  8.  Ulm.  IM, 
18  ggr. 

Hartmann,  Dr.  F.  F.  ii.:  aritbmetiscber  Knrtu»  die  oberen 
Gymnasial- Klahäeti,  eutbaltend  die  Grund-,  Rang-  und  OrdnongB- 
operationen  mit  vielen  Uehnngsanfguben.  *  Iste  ^tb«:  Die  Graad- 
Operationen.  2te  Abth.:  Die  Raugoperationeli«  o.  1844.  Bildes- 
heim.  H  Thlr. 

Anleitung,  leichtfassliche ,  zum  Gebrauch  dos  Rrcbrnstabes  bei 
Miiltipliration ,  Division,  verkehrter  und  gerader  RpLrel  de  tri,  Ge- 
sellschattsrecbnuug,  Quadrireo,  VVurzelauszlciirti ,  IJestimmuncr  de« 
geometr.  Mittels,  VerwandluDg"  von  Vierecken  und  Dreiecken,  kreis 
umfangs-  und  FiäcbeurecbDUDgeo ,  Cllij^äea,  KugeloUcrfläcbeu ,  Be- 
fecbnungen  4ee  freien  Fatfes,  dann  der  Ki^rperinhake  von  Würfeln» 
Prismen,  Cjlindern,  Kugeln,  Pyramiden  und  Kegeln,  eadlici^  der 
Auflösung  rechtwinkeliger  Dreiecke.  Eingerichtet  fiir  Solche,  wel* 
che  nur  im  Besitze  der  gewöhnlicheq  SHemeutarkenntniase  sind.  & 
Wien.-  1844.  ^  Thlr.'  ^ 

Lehrbuch  der  Arithmetik  von  J.  G.  Urchmer,  Doctor 
der  Philosophie,  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Phy- 
sik am  Pädagogium  zu  Putbus  auf  Uügeu.  htraisuDi 
1844.   8.        '  ^  •  '  : 

Der  Teifl^sier  hat  sieh  in  dieear  Sehnft;  Torj^ügliob  aine  abasg 
^tematische  Entwickelung  der  Arithmotik  aua  einem  PriMipi^ 
nämlich  aus  dem  Principe  des  Zählens,  welches  der  Verfasser  ab 
besonderes  oder  determinirtes  Princip  der  Arithmetik  bezeichnet, 
heraus  zur  Auf(2:abe  gemacht,  weshalb  in  derselben  auch  das  Stre- 
ben nach  einer  philosophischen  Behandlung  der  Arithmetik  sehr 
deutlich  hervortritt,  worin  daher  auch  ihre  Eigeothümlichkeit  vor* 
zügUch  zu  suchen  s^in  dürft«. 

Nach  einer  Einleitung  in  die  gesammte  Mathematik  wird  S.  12 
die  folgende  Erklärung  der  Arithmetik  gegeben: 

jSef  Geg^astand  der  Arithmetik  ist  die  ZallgrüfSl^  Uuc  Pöscv 
das  2ählcih  wlSches  sich  sofort  als  Zuzählen  oder  Wegaäklen  <U^ 
stellt;  die  Arithmetik  ist  die  Wissenschaft  von  der  diaereteo  Ter« 
änderung  einer  Zahl(2:rösse  und  deren  Folgen,  sie  untersucht  1)  die 
disrreten  Veränderungen  selbsf,  welcheu,  eine  Zahlgrt)s<^  untcrHpErt, 
betrachtet  2)  das  in  Folge  solcher  Veranderuncfen  immer  nulgUcb« 
Verhältniss  zwischen  zwei  oder  mehreren  gegebenen  Grössen,  unti 
bestiuinit  3J  die  Zah]grus»se>  welche  zu  eiu^oc  gPff^b^Ufn  ^tUiUj^töss« 
ein  gegebenes  Terhäftniss  hat«  ,  t 
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,,rMe  Verättderiuigi  wetclM  mit  einer  Zafalgröue  vorgenoutmeu 
wW»  Mm*  fmk  «mm  Oputati«*  oder  Eeeknung.**  < 

JkuiH.  14  wM  JtMNMf  die  foJgeade  Delaraieht  4m  gwMii  Sy- 
itfvi  gegeben: 

Kittes  Bueb.    Brste  Zäblstufe.  ,  ,  . 

.  ,  Cap.  1.  Erste  0|>er«tioDSBtafe. 
"iy.i-i      Ciip.  2.    Erste  Verhältnissstufe. 

Cup.  3.    Erste  algebraische  Stufe.  •  ,. 

<  Zweites  Bucb.    Zweite  Zaiilstufe.  ; 

Cap.  4.    Zweite  Operationsstufe. 
-    C8|i.      Zweite  VenbälteiMtnfik 

Cap.  Ii.  Zweite  olgebraische  8tale.<       '  r  :  i. 

Drittes  Buch.   Dritte  Zäblstufe.  ,     '  ' 

Cap.  7.    Dritte  Operationsstufe. 

Cap.  8.    Dritte  Verhäitnissstufe.  v,  :  •• 

Cap.  9.    Dritte  algebraische  Stufe. 
^[^f        Anhaog.  Beweis,  data,  nie bt  mebr  Zäblstufeo  mögltdi  aiod. 
.   ,  Viertes  Bucb.    Verhältoiase  zwtscben  mebrereu  Grössen. 

Cap.  10.   Diese  Verbältniaae  nach  der  ersten  Zablatpfe. 

Cap.  11.  Desgleieheo  Dach  der  sweiten  Zähtatafe. 

Cap.  13.  JpesgleioheB  eedi  der  dfitteo  Käbbtnfe^ 
Das  Weitere  ftber  dieae  für  aicb  freilicb  nicht  gans  yerilted* 
liehe  Eintbeilung  moaa  man  in  dem  Bucbe  selbst  Daebleaaiiy  de  une 
im  weiteren  ErlBUtcrnnQ:en  hier  leider  der  Raum  fohlt. 

Jedenfalls  verdient  das,  so  wie  iu  dieser,  auch  in  mehreren 
anderem  neueren  Schriften,  deutlich  hervortreteude  Streben  nach 
einer  strenfjf  ßjBtematiscljen  Entwickelung  der  Aritbmetik  aus  ei- 
nem Principe,  wozu  ditäelbe  unter  den  mathemati^cbeu  Diüciplinea 
verevfiaweiae  geeignet  ist,  alle  AeeriteeDunff.  Ilehrigeea  eher  kdn« 
neo  wir  den  I^eso  dea  Archivs  die  VeraieheraDg  geben,  dees  die 
vorliegende  Schrift  sich  keineswegs,  wie  manche  andeie  Teniltf* 
lieh  nach  einer  sogenannten  philosophischen  Derateliung  strebende 
älcbriftcu,  in  ein  mystisches  Dunkel  biilft,  Rondern  Tielmehr  Überall 
sich  eiue'vöUig  klare  und  deutliche  Darstellung  zur  besondern  Auf- 
gabe tnacbt,  weshalb  deren  Inhalt  auch  unter  der  Lieitung*  eines 
geschickten  Lehrers  Scbtilern  an  höhern  Unterrichtsanstalten  ohne 
alle  äiciiwierigkeit  recht  wohl  zu  völligem  Verätanduiss  wird  ge- 
hracht  werden  iKdnnen.  Zugleich  ist,  elme  nioh  irgendwo  auf  ein 
iiloaaea  vegea  philoaeeliiaehea  Reiee—ament  elMvleaieD,  wia  nn» ' 
meotlicb  bei  dem  vMtbeoMUischen  ÜDleariehte  euf  Schulen  eehr  ge- 
fährlich.  sein  würde,  fiherall  41*  strenge  mathematische  Form  der 
Beweise  festgehalten,  und  eine  hinreichende  Anzahl  erläuternder 
Beispiele  beigegehen  worden»  was  der  Sehiift  ehenüslla  nnr  ^nx 
Empfehlung  gereicben  kann.  .  •  '^^^ 

Lehrbuch  der  Arithmeiik  mitEiuscblusa  der  Algebra. 
Für  höhere  Lehranatelten  und  zum  Selbstunterricht.  Von 
4>r.  KtrCL  Aeiieehle»  Profeee#r  am  (vymiiaiitim  nu  Stntt- 

fart*  Erater  Tkerl:  AritJimeÜk.  Stvfttgart.  1844.  $. 
Thlr.  3  ggr.  ... 

Bei  der  Abfassung  dieses  deutlich  geschriebenen  Lehrbuchs  bat 
sich  der  Verfasser  vorzüglich  an  Ohm  gehalten,  und  stellt  als  lei- 
tende Grundsätze  seiner  Bebandluog  in  der  Vorrede  die  drei  fol- 
genden auf:  1}  die  Zahl  ist  keine  Grösse i  /i)  alles  Rechnen  ist 

29« 


Digitized  by  Google 


316 


•öderes,  ale  ein  fieforateii  reu  Zahleorerbindonsr^D;  S)  alle 
Zalitf ovei biuduDireu  komicen  lelzlick  auf  sieben  Artea  zororfc.  zwei 
Z«ijleB  Bit  eioaoder  ru  vcrbioden.  rebricTos  bat  sich  der  Verfasser 
keiueitwecrs  sklitvibcb  an  seiu  Vorbild  gebaiten.  soDdern  ist  ia  mehr- 
facbeu  Hvzivhuu^en  seiueo  ei^'oea  Wes*  e'efrüDC'en.  Ob  es  öbrig^ens 
nicbt  bio  uud  «leder  zur  Abkiirzuos^  und  Deutlicbkeit  der  Beweise 
beigetragreu  babeu  «ürde^  vreon  der  Gebrauch  allgeneiaer  Symbole 
nicbt,  wie  e«  bibeiot,  absicbtiicb  vernieden  worden  vare,  wollen 
wir  dabiu  gestellt  aeio  laiseo. 

Sasi,  J.  B.:  Buchstabenrecbnang  and  Algebra.  2te  Abtbeilong 
der  Fortsetzung  des  ,,Recbeubucbs  für  Volktscbniea**.  8.  Altona. 
1844.    1  Tbir. 

Denelbe:  Resultate  dazu.    Ebeod.    \  TbIr. 

Sacbs  :  Auflösungen  der  in  Meier- Hirscb^s  Sammlung  tod  Bei- 
spieku  etc.  entbaltenen  Gleicbungen  und  Aufgaben.  Zum  Selbst- 
uuterricbt  bebtimmt.    Sechste  Auflage.    8.    Berlin.   1844.    If  Thlr. 

Baltshausen,  If. :  Die  Grundlehren  der  Algehra,  theoretisch  ent- 
wickelt und  mit  einer  grossen  Anzahl  von  Bcispirlen  und  Aufgaben 
cur  praktisrhen  Kioübung  derselben  verseben.  Mit  bt^sonderer  Rück* 
hiebt  uuf  den  Gebrauch  in  Schulen,  gr.  8.  1844.  Solothuru. 
1  Tblr. 


Derselbe:  Der  Schliissel  zu  den  Aufgaben.    10  ggr, 

Prochaska,  L.:  Kurze  und  leichtfassliche  Anleitung,  Gleichnn- 
gen  des  1.  und  2.  Grades  aufzusetzen  und  aufzulösen.  8.  Wien. 
1844.  ,  8  ggr. 

•  Ingrnm  und  Trotter,  Clements  of  Algebra,  Tlieoretical  and 
Practical:  for  thc  use  nf  Schools  and  Private  Students;  Containing 
Ihe  Fundunieiitnl  Ruics,  Fractions,  Involution  and  Evolution,  Surds, 
l'!(|uatiouH  of  all  Degrees,  Progression»,  Series,  l^ogaritlims  and  their 
ApplicatioiiH,  Properlies  <»f  Numbers,  Continued  Fractions  and  their 
Ilses,  tlie  liidetcriniiiate  or  Diopliantine  Aualysis,  Probahiiities,  Life 
AuuuitieH  etc.:  with  numerous  Lxerciscs  uuder  each  Head,  and  a 
largo  Cullection  of  Miscellaneouö  (^uestions.  12.  Edinburgh.  1844. 
4  bh.  '.ii'.if      i'  !{..•»  f..  '   .'ifnuv»  i 

.  ^  Götz,  J  :  fjchrbuch  der  ^lathematik.  2ter  Theil :  Differential- 
und  iiitegralrechiiung.    gr.  8.    1844.    Leipzig.    20  ffgr. 

(Iiis  jetzt  ist  dieses  Buch  noch  uieht  in  unsere  Hände  gelangt, 
uud  wird  später  ausführlicher  angezeigt  werden.) 

Bell.  A. :  Mathematical  tables,  consisting  of  logarithmic  and 
other  (ahles,  required  in  the  various  braoches  of  mathematics. 
London.    3|  sh. 
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Cteometrie. 


Lebrbucb  der  Matbeniatik  für  Gymnasieo  uod  Real- 
scbuien  oebst  vielen  Uebuügbauf^nbeu  und  Excursen, 
von  J.  U.  T.  Müller,  Scbulratbe  Uüd  Director  des  Real-  ^ 

f^ymoasioois  zu  Gotlitt,  Zweiter  Theil,  Erste  Abtbei«' 
uog,  die  G rundeige nscliafteti  der  unbegrenxten  geoM- 
tjriichen  Gebilde  im  Räume  und  die  gesammte  Planime- 
trie entb  alten  (i.  AucL  unter  dem  besonderen  Titel: 
Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnusien  und  Real  scbu- 
ien, uebst  vieleo  T  c  b  u  n  s.«  u  ftr  a  b  e  n  und  Excursen,  vou 
J.  H.  T.  Muller.  Lrste  Abtbeiluug,  die  Grubdeigcn- 
•ehsften  der  niibegrenxteii  geometria ekelt  Gekilde  im 
Räume  und  die  geuee. Planimetrie  eetbaltend.  Mit  zehn 
Kupfertefelii  und  den  zum  gesammten  mathematiscben 
Ünterriclit  e rf u r d c rl ic b en  vierstelligen  Hülfstafeln  als 
kesonderer  ßeilage.    Halle.    1844.    8.    1  Tblr.  6  ggr. 

Dieses  Lehrbuch  der  Gcumetrie  ist  nach  einem  ganz  neuen 
Plaue  Learbeilet,  untl  uuterscbeidet  sich  von  allen  übrigen  uus  be- 
kannteu  tu  mekrereu  weeentlickeu  Punkteo,  die  war  jetzt  den  Le- 
tern  in  meglickster  Kürze  vor  4lie  Augen  zu  fuhren  veraueken- 
wollen. 

Der  nllgemcine  Grundgedanke,  welcher  bei  der  Abfassung  die- 
ses Werks  den  Verfasser  lortwäbreod  geleitet  hat,  ist  zuvörderst 
der,  dass  die  Mätze  nicht  iu  der  Folge,  wie  sie  sich  den  Bewei- 
sen nach  am  bequemsten  an  einander  reiben  lassen,  sondern  wie 
sie-tiefa  ihrem  In  kalte  nack  einander  am  besten  anschlietseQ ,  ge- 
ordnet wordi'ii  sind»  so  jedoeb,  dasa  darunter  die  Folgerichtigkeit 
der  Beweise  durckaus  keinen  Abbruek  erleidet. 

Eine  nothwendige  Folge  aus  diesem  leitenden  Grundgedanken 
war  nun  aber,  dass  der  Verfasser  die  seit  Buclides  fortwährend 
festgebaltcue  TrennuDtr  der  sogenannten  Planimetrie  und  Mtereo- 
uietrie  von  einander  gleich  von  vorn  hereiu  ganz  aufbeben,  und 
vom  Anfimge  an  den  Raum  als  Object  der  Geometrie  sogleich  in 
\  V eiliger  Al^emetnheit  aul'Fassen  niusste.  Die  Notb wendigkeit  die- 
ser allgemeineren  Auffassung  wird  bei  dem  Zwecke,  dessen  Errei- 
cbang  der  Verfasser  sieb  überhaupt  vorsetzte,  sogleich  einleuchten,, 
wenn  man  z.  B.  nur  überlegt,  dass,  wenn  von  den  möglichen  La- 
gen zweier  Geraden  die  Rede  war,  natürlich  die  kreuzende  Lage 
nicht. fehlen  durfte;  bei  drei  Geraden  viar  deren  Parailclität  im 
Rauma  nicht  zu  umgehen ;  ao  die  Lehre  von  den  Winkeln  muiste' 
siek  als  das  durchaus  Analoge  uamittelhar  die  Lehre  von  den  Kei* 
leo  oder  Flächen  winkeln  anschliessen ;  drei  Ebenen  bedingten  die 
Anfoabme  der  Ecken}  n«  s.  w. 

Üeberhaupt  über  musste  der  Verfasser,  wenn  er  sich  selbst  tren 
bleiben  wollte,  die  meisten  geometrischen  Objerte  aus  allgemeine- 
ren Gesichtspunkten  aunas^en,  als  dies  sonst  meistens  zu  geschehen 
pflegt,  iu  welcher  liez.ieLuug  wir  hier  nur  u.  A.  die  gleich  anfang- 
lieh ffans  allgemeine  Darstellung  der  Lehre  von  den  Winkeln  her- 
Torhehetty  wetehe». worin  jeder  crfhhrene  Lehrer  dem  Verfasser  toII- 
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kommen  hpipflichfcn  muia,  für  den  künftic;en  ünterricht  in  der  Tri- 
gouometrie  von  dir  8:röästen  UrdentiinLr  >ät^  und  xtt  dessen  Erieicib* 
terung'  die  crspriesslichsfeu  Üicuste  Iristef. 

Auä  dem  (aruuilgeduukeu ,  welcher  hei  der  Abftt&suogr  dieües 
Werks  leitoDd.  war,  gebt  endtieb  aneh  yob  aelbfl  benror,  dm  «af 
nSgliehale  GmppiruDg  der  Sätie,  fbrner  auf  das  Hervorbeben 
des  DualiaeiBs  in  der  6e<lBietrie  besoaderer  Pleite  verwasdtt  und 
auch  von  den  Aoalogieen  so  oft  wie  mSpr^ich  fjebröUf?!»  gemacht 
werdcu  inusstc,  so  dass  oamüch  die  fiir  die  Punkte  und  Gtraden 
erwieseaeo  Sätze  überall,  wo  es  thunlich  war,  beziebongsweite  auf 
die  Geraden  und  Ebenen  nbertrasren  wurden. 

Naebdett  wirjetzt  das  voHieG^eode  Werk,  ee  weit  ee  Bie 
vorgeschriebene  mine  gestattet»  im  Allgetteinen  «u  ebaraktertelreii 
Tersucbt  haben,  ifüblen  wir,  bevor  wir  aar  Angabe  dea  InbaflB  der 
einzelnen  Abschnitte  übergeben,  uns  gedrungen,  der  grossen  Cod- 
Sequenz,  mit  welcher  der  Verfasser  den  sieh  selbst  vorp^ezeichneten, 
nicht  leichten  Weg  gegantreu  ist,  die  rühmlichste  Anerkennung  zu 
Theil  werden  zu  lassen.  Und  bei  der  un^^emeiu  grossen  hrweite- 
mng  der  Geometrie  in  neuerer  Zeit,  wo  es  auch  selbst  für  des, 
weleber  sieb  forCwibrend  aaeelell  mit  diesen  Gegenifiiidea  beaeblf« 
tigt,  sehr  scbwierig^  ist,  oie  üebersicht  nicht  zu  verlieren,  kaaa 
über  den  Natzen  eines  solchen  Werks  wie  das  vorliegende  keine 
Frage  sein;  vielmehr  ist  dasselbe  IKngst  ein  Bedürfniss  gewesen. 
|)a  es  ferner  eine  wahre  Sünde  an  der  Wissenncbaft  sein  würde, 
wenn  man  die  neueren  Krobernnire ü  auf  di  [ii  Gebiete  derselben 
dem  Unterrichte,  für  welcbeu  die^eibeu  jedenfaliä  voo  der  grössten 
Bedentung  sind,  eoeb  länger  eatsiebe»  wollte,  ao  ist  ancb  in  die- 
aer  Riickaicht  da^  vorliegeede  Werk  vaa  beaaiiderer  Wiebtigkett, 
und  rouss  den  l^brera  an  bSheren  ünterriehtaanatalten  dringend 
empfofi!en  werden ,  wobfi  wir  znglcich  die  Tcbcrzcugunp^  attatu* 
fprecbeu  nicht  anstehen,  dass  schwerlich  auf  einem  anderen  We^, 
aU  dem  von  dem  Verfasser  eiogeacblagenen ,  dieses  Ziel  glücklich 
zu  erreichen  äeiu  dürfte. 

Nacbdem  nnn  der  Verfasser  in  dem  ersten  Absebiiltte,  weteber 
die  üeberscbrifit  fahrt:  Gruadeigenaebaften  der  nnbegrent- 
ten  und  balbbegränzten  geometrischen  Grftaaeft»  und  des> 
sen  Zweck  und  Wichtigkeit  aus  den  vorhergehenden  gegebenen  all- 
emcinen  Andeutungen  über  den  Zweek  des  Werks  von  selbst  er- 
eilen wird,  eine  möglichst  breite  Basis  für  alles  Folgende  zu  ge- 
winnen versucht  hat,  ^eht  er  im  zweiten  zu  den  bekränzten 
ebenen  Figuren  fiber,  und  stellt  mit  absichtlicher  Vermeidung  der 
Cengruenx,  ebne  die  eine  Fif^nr  mit  der  evderen  sn  vergleichen, 
wodurch  natUrlieb  viele  Abweidboagen  von  den  gewöhnlichen  Be- 
TPeisarten  nöthig  gemacht  werden,  dem  Verlaaaer  aber  der  grosse 
Vortheil  gebracht  wird,  dass  spiiter  die  Zusammenstellung  fremd- 
artiger Sätze  umgangen  werden  konnte,  die  hauptsächlichsten  £igeD- 
schaften  der  begränzten  ebenen  Fi2;uren  zusammen. 

Den  natürlichsten  EiotheilungägruDd  für  die  drei  übrigen  Ab- 
aebnitte  boten  die  veracbiedenen  tgeemetiitcbeii  Terwandtacbaftea 
dar,  nämlieb  die  Congrucnz,  die  Gleiebbett  mit  Einschlnss  der  Affi- 
nitätsgleichheit, die  Aehnlichkcit  und  Affinität.  Die  Folgeron^ 
aus  den  verschiedenen  VerwaiidtscbaftseigeDSChaftco  wurden  fn  je- 
dem Abschnitte  abgesondert  nachgegeben,  so  dass  niich  hierbei  uM 
Zasammcngehörige  möglichst  bei  einandet  bleiben  konnte.  ■ 
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-BiDCB  sehr  weseotlicLeD  Theil  dea  Werks  bilden  endlich  die 
Anbänse  sn  4tn  einzelnen  Abechnitten,  welche  nicht  für  den  öffeot- 
lieben  Unterricht  beitinnt  sind,  nnd  in  die  Allee  verwiesen  wer* 


zum  Zweck  hat.  Aber  auch  hier  hat  der  Verfasser  möglichst 
uut  die  GruppiruDg  von  Sützen  nod  Aiifj^ahcn  gesehen,  und  je- 
den Gegeostaod  als  eiu  kleines  abgeschlossenes  Ganzes  darzitötelien 
versacht. 

I>en  sehr  reichen  Inhalt  der  einzelnen  Abschnitte  nnd  der  An* 
hän|^  apeeiell  amngeben»  verbietet  uns  hier  leider  die  Beechrftnkt- 
Mt  dee  RnoMee,  weahntb  wir  nns  dieeem  grossen  Schatze  nur  EU 
niges  herausgreifen,  was  uns  besonders  ftuch  durch  seine  Neulieit 
bemcrkenswerth  zn  sein  scheint.  Dabin  gehören  u.  A.  auf  4S.  122 
vier  neue  aUgemeine  ConE*Tnpn7sätze  für  Dreiecke,  bei  denen  als 
drittes  Element  der  Congruenzbedingungen  die  Gleichheit  des  Flil* 
cbeninhalts  hinzugezogen  worden  ist;  Si».  147  —  S.  151  eine  voll* 
ständige  Zosetmenstellnnic  oUer  Bfiglieben  CoerdiDatevmetboden ; 
HnDches  fiber  die  geometrischen  Oerter  nnd  die  hurmonischen  Be« 
siehungen,  wobei  der  Verfasser,  auch  vm  des  Folgenden  willen, 
rnit  Rfcht  kein  Bedenken  tmcr,  den  Begriff  des  Sinus  und  Costnns 
mit  aufzunehmen;  die  an  verscliiedenLf}  JSfellen  gegebeueu  Zusam- 
menstellungen g^eomctrischer  Beziehungen,  u  s.  w.  In  den  Anban- 
den ist  auch  uut  das  Kuck^icbt  irenommen  worden,  was  von  prak- 
tischer Bedeutung  ist,  s«  B.  avf  die  Theorie  des  Proportionabir- 
kelfl,  des  Pnntographen  oder  Storehsdinnbels  und  des  nonins  oder 
Veroieni. 

Schlicsslicli  müssen  wir  norh  einer  sehr  mühsamen,  aber  auch 
sehr  verdienstlichen,  und  namentlich  denen,  welche  ilire  Zeit  dem 
Studium  der  Werke  der  griechischen  Geometer  im  Original  widmen 
wollen,  sehr  uiiulicbeu  Arbeit  gedenken,  welcher  sich  der  V  er- 
foiser  unterzogen  hat, ,  indem  derselbe  nSmlieli  in  einer  Ausdehnung, 
,  wie  dies  wohl  lioch  nicht  geschehen  ist,  überall  die  griechbchen 
'  Knnstansd rücke  nebst  ihren  lateinischen  Bedeutungen  aufgenonmeo 
hat.  Die  durch  den  Mangel  an  allen  Vorarbeiten  nur  noch  vcr- 
y:rösserte  Schwierigkeit  eiuer  solchen  Arbeit  ist  allein  (Jerjenige 
gehörig  zu  würdigen  im  Stande,  welcher  die  Schriften  der  griechi- 
schen Mathematiker  selbst  aus  den  Originalen  kennt. 

Die  anf  ähnliche  Art  wie  bei  Kunzens  Geometrie  in  grosser 
Banberkeit  ausgeföfarten  Figurentafeln,  welche  auch  bei  anderen» 
vorzüglich  *für  den  Unterricht  bestimmten  Werken  nachgeahmt  su 
werden  verdleateB,  §;ereichen  dem  Werke  ebenfalls  su  besonderer 
Empfehlung. 

Nochmals  empfehlen  wir  dieses  neue  System  der  Geometrie, 
dessen  Fortsetzung  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen,  allen  denen 
angelegentlichst,  welche  sich  für  die  Fortschritte  dieser  herrlichen 
WmtensclMifit  mid  deren  ungemein  grosse  Wichtigkeit  für  das  gen 
sawinte  Vfiterriehtsweien  Interessireii. 

Zugleich  mit  dem  Torhergehenden  Werke  sind  erschienen: 
Vierstelüc^e  f^o^arithmen  der  natürlichen  Zahlen 
und  Wiukelfunctionen  nebst  den  Gnussischeu  und  an- 
dern Hülfstafeln  zur  Auflösung  der  höhern  numerischeu 
Gleichungen  iiu4  sur  Auwendnng  der  Methode  der  klein* 
stau  Httadrato  von  J.  H.  T.  Müllor,  Scliolratbe  und  Di- 


4on  ist,  was  mehr  die  Aorci 
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Diese  Tafelu  eutlutUeD: 

1.  Aul  S.  1  die  1  uui äteliigeu  Logaritiimeu  der  gerade 
Häufigsten  vorkooiBeDdeo  Zahlen  van  luQOO  bis  15000,  ' 

2.  Auf  S.  2  und  3,  aUo  neben  einander,  4ie  vIeretelligeD 
LagaritbmeD  aller  Zahleo  von  1  bis  10000. 

3.  Auf  S.  \  bis  0  die  G  a  i!  s  s  i  s c  h  e  n  Ta f  e !  n  zur  rinen  Hälfte 
in  einer  den  (gebrauch  weseotlicli  erU-ieitteradea  Gestalt,  ver* 
ursaclite  nämlich   bei  der  aeitlM-ri^-^cü  Liurichtung  der  Tafeln  für 
log  (a  —  ifj  wegen  der  doppelten  tulumnen  nicht  aileiu  daa  Auf* 
•cblagen  sondern  anah  die  jedesmal  aas  zwei  Recbaangen  beste- 
llende Interpolation  mebV  Zeitaufwai)d  and  griSsiere  Aufnirrkflaai- 
keic,  indem  die  dnreb  die  Zwiscbenracbnnnfir  gefandene  Zahl  bald 
additiv,  buld  subtractiv  war.    Um  dies  zu  vermeiden,  hat  der  Ver- 
fasser die  VVertlie  zu  1og(a  —  6)  für  erleichmässig"  fortsrhreifende 
Argumente  neu  berechnet,  und  dnou  mit  den  Hatlhiesin  . scheu  Ta< 
fein  verglichen,  wobei  er,  so  wie  auch  bin  und  wieder  hei  der 
nachher  zu  erwäbneodeo  Formelsammlung,  von  Herrn  Director 
Hansen  dureb  mancben  Wink  über  die  mveekmiUsige  Kioriebtuog 
des  Gänsen  unteritlitst  wurde.    Dadurcb  ist  niebt  nur  das  Anf- 
scblagen»  sondern  auch  das  £inicballen  erleicblert  nnd  letsteies 
durcbgängiff  gleichförmig  geworden. 

4.  S.  10  und  11  die  vierstelligen  Quadrate  aller  Ziiblen  vaa 
0  bis  1  durch  alle  Zebntausendtel. 

5.  S.  12  bis  15  die  Viertelquadrote  aller  Zahlen  von  0 
bis  2  dureb  alle  Zebntauaendtel ,  welebe  bei  der  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten,  Quadrate,  si>  wie  der  Gräfe'schcn  Methode 
2ur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen,  eine  gi^ssere  Erleich* 
leninp^  als  die  Logarithmen  pfewäliren. 

ö.  Die  Logarithmen  der  c;  o  n  i  o  m  et  ri  sc  h  en  Fuuctionon, 
welche  in  einer  «olchen  AusdeliDuiij^  ^e^^ebei)  worden  sicid,  ditss 
sie,  äuvveic  dieti  bei  vierätelligeu  Loguntbuieu  möglich  iht,  eine 
2$ebirfe  von  1  Secnnde  gewähren. 

7.  Eine  Tafel  der  Kreisbogen  in  Theilen  des-Halbniesters 
s  1,  so  wie  der  wichtigsten  Functionen  von  n. 

8.  Alle  natürlichen  gonlemetrischen  Pnnctionen  ran 
30  zu  30  Minuten. 

9.  Eine  kleine  Tafel  der  dreistelligen  Logarithmen,  welche 
gerade  noch  Vlaiz  iaud. 

Eine  sehr  deutliche  Anleituna:  zun  Gebrancbe  der  aftsiuillicheii 
Tafeln,  so' wie  eine  Sammlung  der  wichtigsten  Formelaj  nneb  für 
die  ebene  und  sphärische  Trigonometrie  9  ist  der  Schrift  ?orans« 
geschickt. 

Durch  die  mühsame  Zusammenstellung  dieser  so  vieles  Nütz- 
liche enthaltenden  Sammlung  abgekürzter  Tafeln  hat  sich  der  Ver- 
fasser nicht  bloss  um  die  Schulen,  für  welche  gerade  eine  solche 
Sammlung  allerdings  ein  Bedürfniss  war,  sondern  auch  M'  viele 
Praktiker  ein  dankbar  aosnerkettuendei  ^^rdlmnat  erworben,  und 
wir  können  daher  nur  wünschen,  dass  sein  Fleiss,  sein  Eifer  und 
seine  Gescbicklicbkeit  durch  einen  recht  weit  verbreiteten  Gebrauch 
dieser  auch  äusserlich  sehr  orut  ausgestatteten  Tafeln  die  gebührende 
Anerkennung  finden  und  eioigermassen  belohnt  werden  möge. 
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GroBSmann :  Genetisches  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  FiSr 
RealscboleD  uod  Gymiiasieoi.  Mit  ,2  Tafeliu  Stuttgart.  1&4&.  ^ 
T  Thir. 

Löschke,  K.  A.  J. :  Geoaetrie  für  den  SdisI*  qb4  Prifatobiinel» 
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Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Von  Dr.  Chr.  Nagel,  Rector 
<ier  Kealuustalt  in  Ulm.  4te  verbesserte  und  vermehrte  Aufl.  Mit 
16  iitbogr.  Tafeln.    (Jim.   1844.  20  ggr. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  WBÜ  jdtirrebeneo  Trigonometrie.  Tob 
Dr.  Ch.  Naiirel.  I.  Abtb.:  Stereometrie.  II.  Abth.:  Ghene  TrigODO> 
aetrie.  Zweite  Auflege.  Uln.  1844.  8.  23  ggr. 

Finck,  P.  J.  E.r  G^om^trie  elemeutaire,  «uivie  de  la  Trigone<- 
n^trie  rectiiigue  et  splierique.  Troisieme  ediliou.  iu  -  8.  Sirass* 
bourg.  1844.  evec  12  pl.  4  fir.  \ 

Adhemar»  J.:  Descriptive  Geometrie,  devtech  bearbeitete mt  Ae- 
wpDduDp^  der  isometrischen  Projectionslehre  von  MoÜiegeT),  BT«  8. 
Mit  80  Xefelo  ia  Folio.  Soiothurn.  1844.  8  Tbir.  , 
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Littrow,  J.  J.  V.:  %'ergleichuQg  der  vorzüprlichsten  Maiisse^  Ge- 
Wichte  und  Münzen  mit  den  im  Oesterr.  Kuiserstaate  gebräuchlichen. 
2t»,  für  Decimal-  und  gewöhnliche  Reehoung  eiegertcbtete  Auflage 
▼OB  L.  T.  Litirow.  gr.  8.  Wieo.  1844:  |  Tbtr.  • 
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Cubik-Knekt  for  üträknioar  af  Fyrkantigt  orh  Rtindt  Wirke. 
Stockholm»  Berg:  59  sid.  8:o,  b.  36  sk*  (Bokh.  Westeriunda  förl.) 

Andrej,  £.:  Kttlik» Tabellen  für  alle  runden  Hftleer  in  denen 
mn  fichtMr  BBi  eebBell  ibroB  wabroB  HoUtfcbell,  Ib  i(Bbik*-MiBw 
hoB,  fiBM.  Lex.  8.  Wieo.  1844.  2  Tbtr; 


Pfeil,  J.  F.:  Taltellen  zur  BerecbnuDg-  des  Kubikinhalts  ron* 
der  und  vierkantig-  ficücbnitfcDer  Hölzer  nebst  Preisberechonngs» 
tabelle  in  Tlialcr-  und  Gulüeuwälirung-.  Für  Forstbeamte  bear- 
beitet und  mit  einer  Gebmuchsanweisung  versehen.  8.  Leipxig. 
1841.  l^nir. 
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Recht,  G. :  Die  Elemente  der  Trig'Mometrle  «ad  der  AvwM« 
daog  der  Algebra  auf  Geonetrte.  gr«  8.  Mfindien  1%  ggr» 


,  ;      ■        .1):  ...  jy^"    «i'J  :  .VX 

Coiftpendimn   der  popaliren  Mediuoik  und  Masebi» 

nenlefare,  von  Ad  um  nurq";  k.  k.  R  e  i  f  r  u  n  g-s;  r  u  1 1»  e.  or- 
dent.  nffnntl.  Prote^sor  der  >!  o  c  fi  a  n  i  k  ii  n  <i  >1  a  s  c  Iii  nt' n - 
Ittlire  am  k.  k.  ()  o  1  v  tt:  c  h  n  i  sc  Immi  I  [i  s  t  i  t  u  t  e  inWicii,  Krster 
Tb  eil.    Mecbuuik  ie^ter  Kurper.    ii  eitle  Tiieiie  4  Tblr. 

'  VfMtB  Itf  zweckBteigter  Kürze  abgefiwst^  Cdiatti^fidiilM^^  ver- 
dient eeiiber-IHfttlielikeit  wiegen  forzüglicb  PM^Ikera  emi^'^k»  ' 
'  tu  werde»,  da  es,  olme  «ich  übrigeaB  auf  weitläufige  S^brelbw- 
g-en  und  Berechnung^en  zusaromeng^esetztcr  Maschinen  einzulasseB| 
alle  ^\  rsoritlirhrn  Orundlehren ,  auf  dir  ps  bei  MascbineDcinrichtun- 
geu  lu  tieu  gewöhnlicheren  Fällen  unkommf.  pnthäit.  Uass  die 
Anwendung  des  höheren  Caicuis  überall  venuiuden  worden  ist, 
versteht  sich  von  selbst.  «Der  zweite  Theil  wird  die  Mechaolk 
flüssiger  Körper  epitbiUeiLt^'PlD  eiAe» ,  «asgef^riee  KttpfertofelB 
lind  in  einem' besonderen  Hefte  beigegeben. 

Elementar  - Lehrbuch    der   lV!prhanik    fester   Kör  [j  er. 
Nach  den  neuesten  Quellen  für  die  k.  k.  Artillerleschu- 
iea  bearbeitet  von  AutuD  Fink,  UauptmaDa  und  Froieü- 
aor  der.Matlisaatllc  im  k»      JIdmbnrdier-Corps.  Wie«. 
f  1845.  8,  %  Tbir,  W  gg^r.  üa      .1  f»*r>v 

Dies  deutlich  geschriebene  Lebrbneb  enthält  eine  aprösstetitheils 
analytisch  gehaltene  Darstellung  der  gewöhnlichen  Lehren  der  Sta-. 
.tik  und  Mechanik  fester  Körper,  ohne  Anwendung  der  Differential- 
und  lategralrecbnuBg,  mit  Kncksicht  auf  pmktische  Anwendung. 
Dass  die  Lebre  von  der  Wurfbewegung  und  andere  in  der  Ar- 
tillerie besonders  in  Anwendung  kommende  Lehren  der  Mechanik 
•Mfilhrlbilier  ale.  ili  uderen  fileAeatMwLehtbiebem  dieser  Wiwmi^ 
ecbnft  behandelt  worden  sind,  lässt  die  Bestimmung  des  Bttcbn  adioB 
von  selbst  erwarten.  In  der  Statik  geht  der  Verfasser  von  dem 
PftmUelofirramine  der  Kräfte  aus,  und  hat  sich  bei  der  Darstellung 
dieses  wichtigen  Priucips  an  den  aUgemein  bekannten  Jleweis  von 
Duebajria  gebaUen.  .  1      . ; /  ^  o^i- 1  .u- 

Biering*«  Bfifcbanik.  Heft  3.  Kopenhagen.  |  Uri  ;  t  f^»t 

Buquov,  Prof.  v. :  Prodrorous  zu  einer  neuen  verbesserten  Dar- 
steilungsweise  der  böbern  analyt.  Djoainik,  gr.  8.  2te  Liefernng» 
1844.    8  ggr. 

(Erste  Lieferung  erschien  8  ggr.) 
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Ckiriolis,  6.:  Trait^  de  lu  mecanique  den  corps  solides  et  du 
ealeal  de  l'effet  des  macbinef.  Seconde  ^iHod.  In -4.,  olas  t  pl. 
Paris.    1844.  Ufr. 


Praktische  Mechanik« 


Scbubert,  J.  A.:  Elemeote  der  Maschinenlehre.  2te  Abcheii. 
Von  der  Hearbeituog  fester  Körper  im  AligeiDeioeo,  vud  den  eiafa» 
eben  Werkieugta  und  von  dfln  Werkseugimwcliuieii.  gr.  $. 
35  Tafeln  in  Fol.  Dr«ad«n.  1844.  10  Tbbr. 


Astronomie. 


AsUonnaUeke  BrUf«  von  J.  H»  JUädUr.  tfUnn.  1844« 

8.    18  ggr. 

Diese  astronomischen  Briefe  f^lnd  zuerst  iu  den  wisseoschaftli« 
eben  Beilnsren  der  Augsburger  Allgemeiueu  Zeituug  veröffentlicht 
worden,  uud  erscheioen  hier  nocbmaU  üherarbfitet  uod  ver? «IUIaq- 
digt  in  einer  geordneten  Sanmiung. 

Comte,  Aug.:  Trait^  philosophiqne  d^astronomie  populaire,  on 

Exposition  syst^matique  de  tnutcs  les  notious  de  philososlM«  astro- 
pomique,  soit  scienliliques,  sott  logiques,  qui  doivent  deveoir  uoi« 
VerseUeoient  familieres.   In -8.  plus  une       Paria.   1844.   7  fr. 

Biot:  Traitd  dldnnnCaire  d'astrononie  phjsiqae.  volnnes 
in -8.)  avec  4  atlat.  En  veute:  Tome  L  4me  Edition  avee  10  plan* 
chea,  7  £r.  &0  e.  Tome  II.  avec  atlas  de  23  pL  12  fr. 

Barrien,  John:  Practical  Aatronomy  and  Geodesy.  8.  Lon- 
don. 1S44. 

Om  Himmelskroppame  oeh  Deras  Rörelse;  c1I<-  r  I>e  PSrsta  Gmii* 

dcrna  af  Astronnmien  Populärt  Framställda  af  F,  Aragfo.  Öhrer- 
sättning  af  Clemens  nigren.  Calmar,  Wahlin;  279  sid.  8.0,  med 
5  pl.,  h.  1  R:dr  32  sk.  (Bokb.  Looströias  fori.) 

Kreü;  K.i  Keobaelitungen  *  tter  den  gronen  Kometen  von 
im  gr.  4.  1844.  6  ggr. 

Jahn,  G.  A.:  f.eipziger  kleine  astroBomisehe  B^kemeriden  für 
das  Jahr  m^,   8.  Lei^^ig.   1844.   l^.ggr.  , 


Mielitt,  J.;  nbel  Over  Solen«  Dedination  og  Tid-Eqnntio^ 
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MB  til  iiver  Ua^&  Sundauddag  og  lUidiielaiildag,  samt  over  Maa« 
neos  ovre  CulnuiiatioAi  Huitfdkldk«flet  Ibr  Greeowicbs  Meridiu 
i  1846.  n  ti. 

Littrow,  E.  L.  v.:  Kalender  für  alle  Stände  fiir  das  Jahr  1845. 
gr.  8.    Wien.    1844.    10  ggr. 

(Auf  den  nützlichen  Inhalt  dieses  Kaieoders  ist  schon  früher 
mehrmals  hingewiesen  worden.} 

Die  Chronolog"ie  ?n  ilirem  g-anzen  Umfange,  mit  Tor« 
süglicher  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  in  der  Astro- 
nomic,  Weltgeschichte  und  Urkundeoiebre,  nebst  einem 
Vorsclilage  zu  einer  streng  wissenschaftlich  gereape/ten 
ZeiirecbDUOg,  durch  höhere  Arithmetik  hegrüudetuod 
'  «rlivNre  voB'  Wilhelm Matika»  ttr,  der Plf!loBO|ihie,  k.k. 
ftffeBtl.  ordeotl.  Pi^\prfessor  delr  MatbettiBtik  an  derk.  k. 
philosophiscbeB  I^ebraastatt  sn  Taraow.  Wieo.  IM. 
8.  %  Thir.  12  ggr. 

Dieses  mit  dem  grössten  Fleisse  und  der  grossfcn  Sorgfalt 
ausgearbeitete  Werk  enthält  eine  vollständige  Darstellung  der  ma- 
thematischen Chronologie  und  hilft  einem  wahren  Bedürfnisse  ab, 
da  in  ldelcr*s  beiden  bekannten  Werken  (Berlin  1825  und  Berlin 
1831),  vortrelflich  io  ihrer  Art,  doch  mehr  das  Historische  iiaä 
Matbematische  berTortrttf,  Gaas  reebt  bat  aber  der  Verfiitser  des 
Yorliegeaden  Werks  getbao,  dam  er,  wie  er  aaeh  in  der  Vorrede 
aasdrücklicb  erklärt,  von  der  fhai  durch  Ideler  dargehotenen  btstori- 
scheo  Grnadlage  bei  seinen  mathematischen  Entwiekelungen  UDmit- 
telhar  ausgegangen  ist,  da  er  in  dieser  Beziehung  gewiss  keinen  bes- 
seren (Gewährsmann  finden  konnte.  Die  Beschriinktliett  des  Raums 
verbietet  uns,  den  reichen  Inhalt  dieses  Werks  hier  im  Detail  an- 
zugel)»  n;  schwerlich  wird  aber  Jemand  in  demselben  über  irsrend 
einen  Punkt  vergeblich  Belehrung  suchen.  Sehr  zweckmässig  ^iod 
unter  dem  Titel  Vorbegriffe  der  Chronologie  die  i^ehren  der 
bttberea  Artthmelak  oder  der  sogenaaoten  ZableBlebre,  welche  ii 
der  Chronologie  Torznglicb  zur  Anweadong' kommen,  im  Zosaa- 
ntenhange  dargefltellt  worden,  aad  dabei  hat  der  Verfasser  xagleieh 
durch  Kinfdhrung  zweckmässiger,  zumTheil  neuer  Beaeicbouü gen  für 
möglichste  Ahkiirziinof  der  alTs^emeinen  Rechnungen  gesorgt.  Dass 
in  einem  ho  spcclell  und  gründlich  wie  das  vorliegende  seineu  Ge- 
genstand behatideiuden  Werke  auch  manche  neue  Untersuchungeo 
nicht  fehlen  können,  versteht  sich  von  seihst,  und  als  besonders 
verdieustlich  müssen  auch  noch  die  meist  neu  entworfenen,  iu  eioea 
beeoDdera  Aabange  beigefügten,  so  wie  auch  bin  nad  wieder  in  dca 
W^rfce  aertireu*t  yorkommeadea  Hdlfitafela  aur  Abkünnag  ebrs- 
Dologischer  Rechnungen  bervorgeboben  wordcu.  Ausserdem  ist  dss 
WerK  auf  schönes  Papier  vortrefflich  gedruckt,  und  verdient  daher 
Dochmals  in  joder  Beziehung  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  det 
Archivs,  nuch  ausserhalb  Deutschland,  empfohlen  zu  werden,  lii 
uns  wenit:;stens  auch  in  einer  anderen  Sprache  kein  so  vollständi- 
ges uud  trriiudliches^  die  neueren  Forschungen  so  sorgfältig  uud 
vielseitig  berücksicktigeudeis  Werk  über  mathematische  Chrono« 
logie  bekannt  gewor&a  let. 

Bobrik,  Dr.  Eduard:    Handbuch  der  practiscben  See- 
l%Kf..miVi]^4e.  Mit  ainfur.  ,vfil(jitliftdjgen  ^l^mliMis.logaritbfluiwhef, 
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g^ebgrapbisclier  und  astroDomischer  Tabellen,  Kapfertafeln  und  Kar- 
ten, und  eineiD  Wörterbnelie  iler.nautiscbeB  RtiDatomdrßcke  io  den 
vemdiMeiieii  earo^iiicb«D  SeeaprocbeB,  Zlm  Selbitotiterrfebte  nod 
für  L^rer  in  der  gcograpbiscben  und  n«troBomiscb(ni  Stener- 
mannkunde,  iu  der  Journatfubrung,  in  der  Zutakeluog  und  Leo* 
kuDg  des  Schiffs,  oder  in  der  practiscbcn  Schifferkunde,  so 
wie  in  den  Vorbereitungen  durch  mathematische  und  pliy^ische  Geo* 
l^raphie;  durch  Arithmetik,  Geometrie;  durch  Hydrostatik,  üjdrodj* 
oamik  und  Schififbaukuude.    2  Bde.   gr.  8.   8  Tbir. 


Physik. 


Baums;"artDer,  A.:  DieNaturiehre  in  ihrem  g<?c;eu  wat- 
tigen Zustüutie  mit  Rücksicht  auf  mathematische  Be- 
griindttogr.  8te  Aufl.   gr.      2  Tbeile.   WieD.  4  TbIr. 

Dleae  l»is  jetit  tMohieiieiie  «rate  AbCheiluDg  der  acbteD  Auf« 
läge  enthält  die  Kinleitung  nod  die  swei  ersteo  Absebnitte  des  all« 
l^eaeiD  bekaanten  Werks« 

Örateds  Naturlare,  2*  H.   Kopenhagen.   1844.   90  s. 

Faradaj)  M.s  Experimental  Researcbes  ia  Blectricitj.  TaL  f. 
.8.  LoDdoB.   1844.  9  ab. 

Kreil,  K.:  Mnc^notische  und  meteorologische  Beobachtungen 
SU  Prag.    4ler  Jahrgang,    gr.  4.    Frag.    1S44.    3  ThJr.  12  ggr. 

Der  Kreislauf  des  Blutes  ond  die  Planetenbahnen. 
Bin  physiologisch-mathematischer  Versvcb  VBB  Dr.  sied* 
K.tfni^.  Weissensee.  1844.  8.  15  ggr.  . 
„8chon  längst  legte  ich  mir",  sagt  der  Verf.  in  der  Vorrede, 
^  „in  Erwägung  der  unleugbaren  Tbatsacheo,  dass  das  Blut  in  sei- 
ner Bahn  oft  in  einer  der  Schwerkraft  entgegengesetzten'  Richtunr 
stfoint,  was  weder  doreb  Veveaklappen^  aaeb  dnreb'  Saagkial^ 
noch  durch  die  MuskelkAft  des  Herzens  allein  befriedigend  sb  er« 
klären  ist,  und  dass  zweitens  diese  Bahn  eine  in  sich  selbst  zurBek» 
laufende  geschlossene  ist,  die  Fra^e  vor,  ob  es  nicht  denkbar  sei, 
dass  es  im  menschlichen  Körper  eine,  der  allgemeinen  Schwerkraft 
analoge  Kraft  ^ebe,  durch  deren  Wirkung,  gleichsam  eine  Art  or- 

Sanischer  Gravitation,  der  Blutamiauf  so  vermittelt  werde,  wie  die 
labaeB  der  PlaaeteB,  nad  welcbe  daher  dea  MeascbeB  sii  dam  in 
.'der  Wirklichkeit  maebte,  woflir  er  sdion  so  lange  dem  Naaien  naek 
iregolten  bat,  zu  eiaem  Mikrokosmus.  Die  Beobachtung,  dass  die 
Pulsfrequenzen  sich  iimg-ekehrt  vrrlia!tpn  wie  flif*  Ouadratwurzeln 
aus  den  Körperlängeo ,  musste  mich  io  dieser  Idee  uur  bestärken, 
denn,  wenn  man,  wie  es  üblich  ist,  die  Pulsfreqnenz  als  eioeu  Aus- 
druck für  die  Blutgescbwiudigkeit  aosiebt,  ao  eotbaU  diese  Beo- 

bacbtang  aiae  mnaittalbare  PestXtigung  derselbeB.  Dies  gab  da« 
ma  folgavdaa  Yemclii  die  erwftbnte  Hjpotbasa  dmtb'Aaimdriif 
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auf  einen  coDcretea  Fali  ao  viel  aIs  nuigiifili  ad  das  PriifitiiiB  4m 
KifsbruDg  zu  legten,  seioe  Eotstebung'.'' 

So  wenig'  ich  stlhht  w^ea  Maugela  an  liiofeicheBdeo  aoatoiai« 
acbao  imd  pliysiologitcbed  KeDnloiMea  nur  eio  UrtMl  über  diese 
Mirift  «iiM«!!«»  inrft  giaate  Icli  d«el  4«b  Vcrt  die  Bemer- 
kung acbuldig  tu  sein,  dait  4ieitlbe,  wie  dies  öfters  bei  tolcbes 
Schriften  der  Fall  ist,  keineswegs  in  das  Gebiet  loftiger  naiarpbi- 
losopbiseber  Refleeliooeu  gehört,  s^ndero  dass  in  derselben  überall 
eine  gesunde  Anwendung  mathematiscber  8ätze  nnd  Rec})i]UDu:co 
hervortritr^  und  dass  dieselbe  daber  wobl  eine  nähere  Prüfung  durcb 
einen  bioreicbend  matbematiscb  gebildeten  Anatomen  und  Physiologen 
irerdl«Den  mSebte,  wm  ich  dem  Vttrf.  scboa  um  seines  waraeo  Ei» 
fers  willen,  mit  welchem  er  in  der  Vorrede  der  Anwendaiig  dsr 
Mathematik  in  der  Arzneiwissenscbaft  das  Wort  redet»  von  EleneB 
T\iin!^r^tc.  Bei  den  Herren  Aflrsteo  ivird  «r  de  freilich  meietees  !»■• 
heo  Obren  predigen,  6. 


Vermisdite  Schriften. 


Jahresbericht  für  die  .Mitglieder  der  Ham  Lurgiäclieo 
Oeiellsehnft  nur  Verhrettnng  ai»th'eBafiieher  J^ennt* 
•iise.   Fastnacht.  1844. 

Inhalt:  [Bericht  Über  die  zur  Auffindanip  ond  ßezeicbnang  m 
Höben  in  dem  abjCf l)ranntrn  Theile  der  freien  FTnnscstadf:  Humburg 
ausgeführten  und  iur  den  uicht  ab^ebrannieu  Tbeil  derselben  vor- 
geschlagenen Mvelürunofen.   Von  (h  m  Horm  Ingenieur  Röbbelio. 

—  Nachtrag  m  dem  Auisütze :  „  lieber  die  Uühen  einiger  Gebäude 
in  flanburg,  iai  Jahreshriefe  för  1842.<'  V4in  4tm  Berrn  Confertoi- 
Mb  Sctaimacher  ia  Altona.  —  Tafel u  zur  Verwandlung  Havhurgi- 
■eber  Gewiobte-EinheitaB  ia.  Fmnzöaiiehe  and  Englime,  co  wt 

Uaterbal tu u  1^ e u  aus  dem  (j^cbietc  der  Naturkuade  von 
Fr«  Arago.    Aum  dem  Frauxujiischea  üheräetzt  von  Dr. 
E.  F.  Grieb.  Sechster  TbeiL  SchUaa  daa  WexJcea.  Stvtt* 
ICar«.   1844.  «.  1  Thlr.  23  ggjr. 

Dieser  Tbeil  eatbält  die  von  Arago  gehaltenen  bisCicItcbeD 
Lehreden  ant  Laplace  (S.  1  —  S.  9),  Fourier  (S.  10  —  S.  ni 
Alexander  Volta  (S.  23  —  S.  114),  Thomas  Younp-  fS. 

—  Jü.  157),  lluuiphry  Davj  (S.  158  —  188);  ferner  die  Hobeo 
der  wicbtigtiten  Punkte  der  £rde  üiier  der  Mjeeresfl äciie 

— a  m>,  Xttfeln  aar  VerwandJnng  der  Jlaronftar* 
«ad  TheYni4iaieteniealan  (JL  197  «ad  anr  Verwani* 

lung  der  französischen  Muasae  (&  200  ^  S.'208).  Hierauf 
folgt  eine  sehr  ausführliche  nnd  mit  grosser  Sorgfalt  verfasste  Hi- 
storisch-kritische Analyse  des  Lebens  und  der  Arbeiten 
Sir  William  Herschel's  (b.  209  —  S.  489),  und  den  Bescliluü 
nuM^Leu  ein  AufäAtz  über  die  totale  Son nenf in ste rniss  VO0 
Sten  JhH  Vm  (S.  4^  —.U^),  uad  der  in  der  Sitzung  der  De: 
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piitirtenkammcr  vom  16teB  Mai  1842  voo  Arafi^o  crsfatfete  Bericht 
über  die  ueue,  «luf  Staatskosten  zu  veraiiBtaltende  Aus- 
gabe der  matbematiscI^eB  Werke  des  eliemaligeo  losti- 
CuUmitglietfes  Laplaee  (iS.  515  —  S.  54^).  —  Man  sieht  hier* 
«na,  tlaia  in  diesem  Theile  des  luterevtanlen  vie!  enäuiltoa  ist.  Dia 
Üebersetzuog  könnte  hin  und  wieder  etwas  fliessen^er  sein  un4 
weniger  an  das  frans^ösiscbe  Original  erinnern»  liest  fieb  jed^cli  in 
CSanzen  gut.      * .    .  ■  •  •  > ' 

Grditbäisen,  Fr.  v.'P.:  Natunnssenschaftlicb-astrouüm.  Jahr- 
back  för  physische  nnd  naturhistodrisehe  Biauiielsfotseher  «nd  Geo. 
logen  mit  den  für  das  Jahr  1846  vorausbestimmtea  Erscheinungen 
am  ttimmeh  7.  Jahr,  Mit  2  lithogr.  Tafeln.  &  Manchen.  l£l4. 
2f  Thlr.  ,  •  , 

Astronomiscb-iaeteorologischeä  Jahrbuch  für  Prasr 
von  Karl  Kreil.  Vierter  Jahrgang:  1845.  Prag.  1844.  1 
1  Tlihr.  8  gg^. 

Ausser  der  gewShuHchen  astronomischen  Epheneride  enthält 
dieser  Jahrgang  zwei  j^rössero  Abliandlunj^en  unter  den  Titeln: 
Erläuterung  des  Jahrbucha  und  Geschiebte  des  Kntste- 
Jteus  und  der  bisherigen  Leistungen  des  magnetischen 
reinS)  von  denen  besunderä  der  letztere  vielfaches  Interesse 
md  nwnr  nicht  Mosa  Är  Laien  In  der  Wissenschaft,  darbietet.  Der 
erste  dieser  beiden  AnfsHtne  kann  eigentlich  als  eine  allgemein  ,T;ar- 
ständlicbe  Erläuterung  des  Kalenders  betrachtet  werden»-  und  wirit 
d*her  auch  frir  ein  grösseres  Publikum  sehr  lehrreich  sein,  so  wie 
diesem  Jahrbuche  wegen  seines  allgemein  lehrreichen  und  v^rsfänd- 
Kchen  Inhalts  überhau|)t  eine  möglichst  grosiie  VerbreitonA  zu 
wünschen  ist.  ,  ' 

M^oires  de  racad^mie  imp^r.  des  sciences  de  St.  Peiersboarg. 

6  s^rie,  1.  partle:  scicnces  matlK-maf.  et  phvsiques.'  Tone  4  in 
6  livrais.   4.   St.  Petersburg.   1^44.   6  Thir,  18  ggr. 


Nachricht. 


Die  Akndemie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg  bereitet  eine 
neue  Ausg;;ibe  aller  Werke  Eulers  vor.  Die  ganze  Sammlung  wird 
25  bis  28  liände  in  gross  Quurt  umfassen,  jeden  zu  80  bis  §0  Bo- 
gen, nnd  soll  in  10  Jahren  vollständig  erschienen  sein.  Die  Her- 
ansg^ahe  ist  einer  Commission  ilhertragen,  bestehend  aus  den  Aka- 
demikern Fuss,  Ostrogradsky,  8tmve,  Lena,  Bonuiakovsky  und 
Jacobi.  Besonders  bemerkenswerth  ist  es,  dass  Herr  Fnss  eine 
grössere  Anzahl  noch  ungedruckter  und  bis  jetzt  unbekannter  Werke 
Eulers  aufgefunden  hat,  welche  der  neuen  Sammlnnj^  einverleibt 
werden  sollen.  Die  Titel  der  wichtigsten  dieser  Werke  sind  foÜ 
gende: 
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;  FriftglUBDs  de  graods  ouvrages. 

1.  MüDUscrtt  snn^t  titre,  cnntetiaDt  les  chapitres  1  k  16  d^on 
TraiU  de  la  tb^rie  des  Dombrei.  587  112  paget  iD-4.  En 
latio. 

2.  Manoscrit  saos  ütre,  »ur  Papplication  da  calcul  diff^rentiel 
a  la  ff^om^trie  des  eoorbai,  dlMtine,  a  ce  au'il  paratt,  k  former  la 
troitiSai«  piftia  dat  lntClftitioaei  caleoli  differeatialis. 
L'enveloppe  contiant  la  table  de^  cLapitraa  1  k  6,  mais  le  One  et 
la  fin  dn  5me  manquant  179  ff.  104  pagai  n*4,>  at  8  feniileto 
da  fiffures.    Ed  latio. 

S.  Manuscrit  intitule:  Statica.  18  §§.  de  notioDB  prelimi- 
naires,  et  193  ff.  sur  T^quilibre  des  forcea  appliqu^s  ä  aa  poiat. 
68  pages  io-4.   En  latin. 

4.  Maaaterit  iatitnld:  Astrononla  ^acbanlea.  Cbapiire 
I  a  7;  219.  ff.  et  un  appendica;  le  taut  Ifö  pagaa  in -4.  et  4  nail- 
leta  de  fiffures. .  £d  latio. 

5.  NanuBerit  saus  titre,  renfermant  les  chapitres  1  a  7  d'uti 
ouvruQ^e  de  dioptrique.  141  ff,  88  pagea  in  4.  et  3  £eaiUeU  de 
figures.    Eo  fruDgais. 

6.  Manuscrit  intitulö:  Theorie  gdo^rale  de  la  dioptriqae. 
186  §§.  48  pagea  ia-4.  et  t  feuillets  de  fignres.  En  fran^ia. 

„NB.  Ces  denx  derai^res  pi^cea  paraissent  enti^remeot  dilfii. 
rantes  et  dn  grand  onvrage  snr  la  dioptiiq|ne,  publie  en  latin  em 
3  volonics,  et  du  Pr^cis  d'iine  tb^orie  g^n^ralc  de  la  dio- 
ptrique,  ios^r^  dnos  les  Memuircs  de  PAcadämie  de  Pari&  de  Tan 
1765.  —  Tous  ces  manoscrits  eu  göo^ral  qooiqne  fraGrmeots,  ne 
flOot  cepeoduot  pas  des  brouilloos  (ä  Texceptioo  peut-etre  du  IVo.  3), 
naie  det  copiea  nettes,  tr^s  serr^es,  et  tellenent  soign^  qu'oD  peut 
les  Hre  tana  la  moindie  dilBeult^. 

M^moires. 

1.   Theoremu  aritbipeticum  ejusque  demonstratio. 
>        2.    Considerutiones  circa  anulysia  dippbaoteam. 

3.  Vera  uestimatio  Burtis  in  ludis. 

4.  Rdflexlana  anr  nne  eip^ca  aingnlite  de  lotdrie  noaimde  la* 
tdrie  gdnaise. 
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S^dillot,  M.  L.  A.,  Materiaux  ^pour  scrvir  a  1  iii^itMre  com- 
har^e  des  sciences  math^atiqne»  cbez  les  GftcB  «t  les  Orientmiz. 
PremUre  lltrauloii.  In  S.  1844.  Paris. 
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Hj Sterne 9  JCielir-  unit  Wörterbücher. 


  ,  -  ,    r 

Wurterbuch  det  angetvandteti  Mafhemafik*  Ein 

(landbuch  zur  Benutzung  beim  Studium  und  prakti- 
schen BetrfpT)o  (ffrjcnigeTi  Künste  und  Gewerbe,  ^ve!- 
**he  An  weil  dun  j^en  der  reinen  M  a  t  h  c  m  ;i  t  i  k  e  r  t  d  i  r*. 
Zugleich  a  I  s  F  ort  set  zu  n  g  des  Klügei  ^ciien  Würlei- 
bucas  der  reinen  Mathematik.  Im  Vereine  mit  mehre- 
ren Gelebrtcin  und  Praktikern  beraum  i^e^^eben  von  6.A« 
J ab n ,  Dr.  p h 1 1  o s.  und  Lehrer  der  Mathematik  z u  e i p- 
zig.  Erster  lland.  A  — L.  Mit  acht  Tafein  Abbiidun-. 
gen.    Leipzig.    1845.    3  f fjir.  1 H  ^xirT'. 

Als  Klügel  im  Jaliie  IhtOc»  »ein  liiaüieiiiaiischcs  W orteihuch 
begann,  hatte  er  Jaut  der  Vorrede  zum  ersten  Theile  die  Absicht« 
dasselbe  in  drei  Abtbeüiingen  berAuszugeben ,  von  denen  die  er^jto 
der  reinen  ,  die  zweite  der  angewandten,  die  dritte  der  tecbniscben 
Matbematik"*)  gewidmet  seyn  sol^e.  Es  war  ibm .'aber  nur  yer* 

*)  M.  s  über  diese  Eiotbeiliing  den  Artikel  Math emntik  im  dfit^ 

tt'ii  l  iicilß.  '  -  '  ' 
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gOnnt,  die  erste  Abtheilung  bis  zu  dem  Buchstaben  fortzufuh- 
.  reu,  und  deren  VollenduDg  anderen  Händen  zu  überlassen,  welche 
im  Jahre  18^34  erfolgte.    Oreissie  Jahre  waren  also  seit  dem  An- 
fange dieser  ersten,  nebst  den  iSupplemeuteii  aus  acht  Theilen  be- 
stehenden Abtheilmig  verflossen.    Es  ist  schwer  die  Anzahl  der 
B&ode  zu  bestinimeD ,  welche  die  angewandte  und  technische  Ma- 
thematik umfasst  haben  würden.   Aber  zwülf  sehr  starke  Bände 
hätte  man  doch  mindestens  nur  auf  die  anj^e^vandte  Mathema- 
tik, nämlich  aui  die  niechnni'^chen,  optisc  hen  und  nstronomischen 
Wissenschaften  rechnen  iiin  --son,  wenn  dieselben  nur  eioigermassen 
in  e^oer  der  in  der  ersten  Abiheilung  gegebenen  BearbeituDg  ent- 
sprecbenden  Weise  hStten  bearbeitet  werden*  «(dien,  üeber  dtn 
Umfang  der  tecrinischen  IVIathematik  wagen  wir  hier  saT  keio  ür- 
theil  zu  £lUen.    Ein  Werk  von  solcher  Atlsdehnung,  dessen  Voll- 
endung in  einer  Lürzern  Reihe  von  Jabren  nadi  den  bei  der  ersten 
Ahtheilung  gemachten  rrfMbrurii^en  gar  nicht  abznsehen  war,  zu 
beginnen,  musste  namentlich  hei  den  grossen  Forts(  liritfen ,  >velche 
die  angewandte  Mathematik  täglich  macht,  um  so  mehr  sehr  be- 
denUidi  erscMnen,  weil  in  vielfln  Tbeilen  eine- scharfe  GrSnzKnle 
zwischen  Mathematik  und  Physik  gar  nicht  mehr  zu  zfehen  ist, 
und  ein  vielfaches  Hinüberstreifen  in  die  letztere  Wissenschaft,  die 
schon  ein  vollständiges  Worterbuch  besitzt.  d?)her  nicht  wohJ  um- 
gangen werden  kann.    Man  konnte   sirh ,    w  vwn  etwas  geschehen 
sollte,  nur  darauf  beschränken ,  wieder  eine  Theilung  der  ange 
wandten  Mathematik  vorzuoehmeD,  und  besondere  Worterbficner 
der  Mechanik,  Optik  und  Astronomie  herauszugeben,  und  sollte 
es  noch  einmal  dazu  kommen,  dass  eine  Äeser  drei  Abtheilun^;en 
wirklich  in  Angriff  genommen  würde,    so    würde   dies  jedenfalls 
zuerst  die  Astronomie  sein,  dafür  diese  ein  ausführliches Wörter- 
bueli  liir  Theorie  und  I^raxis  von  vieh  ii  Seiten  her  als  ein  drin- 
gendes ßedürfniss  erkannt  wird,  und  in  ihr  uach  der  gegenwärti- 
gen Lage  der  Sache  wohl  noch  am  Ersten  eine  gewisse  Vollen- 
dung zu  erreichen  seyn  dfirfte.  Aber  auch  schon  mese  Abtheilottg 
allein .  für  welche  bereits  mancherlei  Vorbereitungen,  auch  rflck- 
sichtüch  der  Herbeisch  iffnng  des  literarischen  A]>pnrnfs  iremacht 
worden  sind,  würde  gew  iss  wenigstens  8echs  liäude  umfassen.  Üas 
vorliegende  jetzt  bis  zu  dem  liuchstaben  ^  fortgesclirittene  Wörter- 
buch der  angewandten  Mathematik,  welches  sich  auf  dem  Titel  zugleich 
als  eine^  Fortsetzung  des  Klfieerschen  Wörterbuchs 
der   reinen  Mathematik  anktinoigt,   soll  die  ganze  ange- 
wandte und  technische  Mathematik  umfassen,  und  ist  im 
Ganzen  auf  0  bis  10  Lieferunsjen ,  jede  vf>n  etwa  10  Bogen ,  fiber- 
hanjit  also  auf  zwei  massis;  starke  Bände  berechnet,  «lus  welchem 
geringen  Umfange  wohl  schon  von  selbst  hinreichend  hervorgehen 
dfirfte,  dass  dasselbe  keineswegs  als  eine  Fortsetzung  des  Klö- 


fei*scfaea  Worterbuchs  im  eigentlichen  Sinne  betrachtet  werden 
ann«  da  es  mit  die  sein  in  jeder  Beziehung  streng  wissenschaftli- 
chen, auch  die  («eschichte  der  Wissensrfiaft  überall  ausfuhr/ich 


berürksirfitiq^enden  Werke  einen  Vergleich  nicht  au^/nhaiten  im 
Stand  o  ist.  wie  jedem  Unbefangenen  der  flüchtigste  Blick  in  beide 
Werke  aui  der  Stelle  lehren  wird.' 

Dieses  unumwundene  Urtbeil  glaubte  der  Unterzeichnete  dem 
Klugelschen  Würterbuche,  ganz  abgesehen  von  dem  nicht  unbe- 
deutenden Antbeile,  welchen  er  selbst  an  diesem  in  der  Wissen* 
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CMshaft  einzig  dastehenden  Werke  hat,  und  zugleich  der  Verlags- 
handlung ,  welche .  für  dasselbe  ^  die  grössten  Opfer  gebracht 
hat,  schuldig  zu  sein,  auch  namentlich  (leshall»,  ^veil  eine  Fort- 
setzung desselben  in  einer  oder  <ler  anilereu  Weise  von  deti  un- 
mittelbar dabei  betheilii^ten  Persoiteu  noch  keineswegs  gänzlich 
aufi^egeben,  sondern  vielmehr  neuerlich  nur  erst  wieder  in  Anre- 
^uug^ebracht  worden  ist.  iNur  bedarf  eben  die  Art  und  Weise 
Jrorteeteuug  die  reiiichste  Ueberlegung,  und  den  Rath  ein^ 
sichtsvoller  Mlioner«  ehe  man  Überhaupi  wagen  darf,  Hand  an'a 
Werk  za  legen. 

Wenn  nun  aber  auch  das  vorliegende  Wörterbuch  durchaus 
nicht  eine  Fortsetzung  des  von  Klügel  unternommenen  W'erks  im 
eigeuiüclien  Sinne  genannt  werden  darf,  so  ist  doch  auf  der  andern 
äieite  der  Nutzet  und  die  V erdienstliehkeit  desselben,  als  selbst- 
ständigcs  iüi  sich  bestehendes  Werk  betrachtet,  in  gewisser  Be- 
ziehung nicht  zu  verkennen.  Dasaelhe  liefert  über  die  sUmmtli- 
chen  wichtigeren  Theiie  der  angewandten  und  technischen  Mathe- 
matik ganz  kurze  Artikel ,  die  nur  selten  theoretische  Ausführungen 

^enthalten,  begnügt  sich  vielmehr  meistens  mit  einer  allgemeinen  Er- 
Ifiutenin«^  der  Begriffe  und  lilossen  Angabe  der  wichtigsten,  die  un- 
niitttilburste  Arnverulung  gestattenden,  und  zu  derselben  nöthigsten 
Resultate,  und  dani)  mit  der  Angabe  der  besten  Werke,  in  denen 
der  Leser  weitere  Belehrung  suchen  kann,  in  welcher  letzteren  Be- 
ziehung, wie  es  scheint«  ohne  die  literarischen  Notisen  auf  eine 
oft  sehr  nutzlose  Weise  zu  häufen ,  meistens  eine  yerständige  Aus- 
wahl getroffen  worden  ist.  Jedoch  ist  dabei  eine  gewisse,  in 
der  Mehrzahl  der  Bearbeiter  aber  hinreichende  Entschuldigung 
findende,  Ungleichheit  nicht  zu  verkennen,  indem  u.  \.  die  zu  den 
Krieifsnissenschaften  und  der  1  t  iierwerkerei  i^ehrirenden ,  und  die 
kaufmiiiuilschen  Artikel,  meist  mit  einer  Meit  grosseren  Aus- 
führlichkeit bearbeitet  worden  sind  als  die  meisten  eigentlich  ma- 

K  thenmtischen  Artikel,  wofiir  sich  Tiele  In  die  Augen  &llende  Bel*^ 
spiele  aaföhren  lassen  würden,  wenn  dies  die  uns  hielr  gebotene 
Kürze  gestattete.  Ueberhaupt  ist  uns  wenigstens  das  ganze* Werk 
mehr  in  der  Art  eines  mathematischen  Conversations-Lexikons  als 
eines  die  Wissenschaft  nach  allen  Nriten  hin  ergründenden  Werks, 
wie  doch  das  Klüi^el  sche  Wörterlmch  seiner  ganzofi  Aidage  nach 
ist  und  sci/i  soll,  erschienen.  Aber  gerade  dc.sli;)lh  knnn  das- 
selbe für  einen  Jeden,  der  eine  augenblickiiclie  kurze  Belehrung 
über  irgend  einen  Gegens^nd  wünscht,  in  vielen  Fällen  recht 
bü^lich  sein  und  überhaupt  in  einem  gewissen  Kreise^  recht  vor- 
theilhaft  wirken  und  zur  weltern  Verbreitung  der  Wissenschaft 
lieitragen,  weshalb  wir  es  besonders  allen  denjenigen  empfehlen, 
die  nicht  Mathematiker  von  Profession  sind,  aber  doch  für  die  ge- 
wöhnlichem Anwendungen  der  Mathematik  ein  lebendiges  Interesse 
haben,  namentlich  auch  allen  Praktikern  und  Künstlern,  so  wie 
unter  den  Jiohrern  der  Matheuialik  an  höheren  ünterrichtsanstal- 
ten  vorzui^s weise  denen,  welche,  wie  dies  häutig  der  Fall  ist  und 
beereil  Ucherweise  sein  muss,  Ihre  Studien  bauptsSchiich  der  reinen 
Mathematik  zugewandt  haben,  aber  doch  bei  ihrem  Ihnen  meistens 
nur  wenig  freie  Zeit  übrig  lassenden  mathematischen  und  physi- 
kalischen Unterrichte  öfters  in  den  Fall  kommen  dürften,  eine 
aui^enblickliche  nur  weni^  Zeit  in  Anspruch  nehmende  nicht  tieler 
eingehende  Belehrung  über  einen  CSegeostand  der  angewandten  oder 
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technischen  Mathematik  io  moi^Hiohster  Kürze  für  die  Zwecke  des 
ÜDterrichts  zu  wünschen.  Bei  der  Schnelligkeit,  mit  denen  die  fünf 
LieferuDgen  des  ersten  Bandes  auf  einander  gefolgt  sind,  lässt  sich 
attch  ehier  baldigen  Vollendung  des  zweiten  Bandes,  dco^  wir  s^oer 
Zeit  gleichfalls  in  diesem  literarischen  Berichte  anzeimi  werden, 
wohl  mit  kSirherhoit  er)tirt'irt'T'  s:f*hon  :  nncr  2'0^vi>;s-  u  ird  dieses  Werk 
seiner  «ganzen  voriier  näher  charakterisirten  Anlage  nach  das  Seini^e 
zu  der  sehr  zu  wünschenden  immer  srrn.sseren  Verbreituni;  niatheina- 
tisclier  Kenntnisse  in  den  gewöimlichern  Kreisen  des  Lehens 
beitragen^  weshalb  wir  ihm  mogliehst  schnellen  Fortgiang  wünschen. 
Die  äussere  Ausstattung  ist  sehr  anständig.  In  dem  ersten  Bande 
haben  wir  u.  A.  in  dem  ziemlich  ausführlichen,  auch  die  neueren 
Untersuchungen  berücksichtigenden,  und  zn  dem  besten  im  imnzen 
Bliche  gehurenden  Artikel  „Linsengläser**  die  Figuren  auf 
den  dem  ersten  Bande  beigegebenen  acht  Figurentafeln  vpnnisst, 
die  daher  in  dem  zweiten  Baude  noch  nachzuliefern  sein  wt^rden, 

e, 


I  w 

Arithmetik« 


Theorie  der  periodischen  Decimalbrüche  nebst 
Tabellen  zur  leichte u  Vervvaudlung  gt;wühnlicher 
Brüche  in  Declmalhrache.  Von  Dr.  E.  H.  Nagel,  Ree« 
tor  der  Realsclinle  In  Ulm.   Ulm.   1845.  8.   20  ggr. 

Durch  Abfassung  dieses  Schriftchens ,  in  welchem  man  die 
Theorie  der  periodischen  Decimalbrüche  auf  eine  sehr  fassliche 
Weise  vollständiger  entwickelt  findet  als  in  den  Lehrbüchern  der 
Arithmetik,  so  wie  durch  die  angehängten  Tafeln,  hat  sich  der 
Herr.  Vf.  um  den  arithmetischen  Unterricht  auf  Schulen  ein  V^er- 
dicnst  erworben. 

Peto,  T,,  neue  Potenziallehre  sammt  dem  Jieweise  der  Un- 
'liehtigkeit  der  von  den  Mafbematikem  bis  jetzt  angenommenen  De- 
finitioB  yom  Potenznreo.  Oedenburg.  1844.  0  ggr« 

J.  G.  Arbüü,  (Lectur  in  de  Wis-  en  Zeevaartkuode  by  de 
Koninklyfce  Naiine,  fionorair  Lid  van  de  Commlssie  tot  faet  exa- 
mineren  der  Zee- Offideren  >  enz.)  Verhandeline  over  de  binomtaal 

coeffictenten ,  bevattende  een  aantal  merkwaaraige  eigenschappen 

v^^T>  dezelve,  benevens  cene  hcknopte  theorio  der  gcfnllen -reeksen, 
n<i  ii  de  binomiaal- wet  geordend;  gr.  8.  Te  Rotterdam ,  by  de 
Wed.  A.  U.  Krap.  1844.  f  2,  40. 

vS a n -M.1 1 i  n  o  ,  Agatino,  Demonstrazione  del  teorema  fonda- 
mcntaie  delia  teoria  delle  tiualonl  aoalitiche  di  Lagrange.  Cata- 
nia.   In  8*  . 
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Jerome  de  la  Lande's  logarithmisch  trigonometrische 
Tafehi.  Vermehrt  durcli  die  Tafein  der  (iaussischen  Logarithmen ; 
durcli  die  Logarithmen  der  Atomgevviclite  unzerlegter  und  einiger 
zusammengesetzten  chemischen  Stoffe;  durch  die  Logarithmen  an- 
derer Zahlen ,  die  in  der  Chemie  und  Physik  oft  gebraucht  werden  , 
und  durch  einige  mathematische  Formeln.  Herausg.  von  Heinr. 
Gottl.  Kühler,   il.  Stereoty-pausg.    16.   Leipzig  1844.    14  ggr. 

  .  •.  I 

i 

(jieometrie.  •  t 

  t 

Wolff,  F.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  1.  Theil.  Ebene  Ele- 
mentar-Geometrie,  Trigonometrie,  Theilungslehre.  4.  verb.  Auf- 
lage, mit  7  iithogr.  Tafeln.    Berlin  1845.   gr.  8.    1  thlr.  16  ggr.  ^ 

Nagel,  Dr.  Chr.,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Ulm 
1844.   S)ggr.  . 

Kauffmann,  E.  F.,  Lehrbuch  der  Stereometrie.  Zum 
Gebrauche  beim  Unterricht  in  Realschulen  und  Gymnasien,  sowie 
zum  Selbstunterricht.  2.  verbesserte  u.  verm.  Aufl.  Mit  4  Kupfer- 
tafeln.  Stuttgart  iai4.   8.    18  ggr. 

Lehrgebiiude  der  niederen  Geometrie.  Für  den 
Unterricht  an  Gymnasien  und  höheren  Realschulen 
entworfen  von  Carl  Anton  Bretschneider,  Professor 
am  Realgymnasium  zu  Gotha.  Mit  neun  in  Kupfer  ge- 
stochenen Figurentafeln.   Jena  1844.    2  thlr.  16  ggr. 

So  weit  es  die  Beschränktheit  des  uns  hier  verstatteten  Raumes 
erlaubt,  wollen  wir  versuchen  im  Folgenden  den  Lesern  des  Ar- 
chivs eine  möglichst  klare  Anschauung  von  diesem  in  vielen  Be- 
ziehungen ausgezeichneten  Werke  zu  verschaffen,  welches  der  Auf- 
merksamkeit nicht  bloss  aller  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstal- 
ten, sondern  überhaupt  aller  Derer,  welche  sich  für  die  Fortschritte 
der  Geometrie  in  formeller  und  materieller  Beziehung  interessiren, 
sehr  empfohlen  zu  werden  verdient. 

In  einer  kurzen  Einleitung  wird  von  den  Grundbegriffen  und 
der  Eintheilung  der  Geometrie  c^ehandelt,  und  eine  Uebersicht  der 
wichtigsten  Sätze  aus  der  allgemeinen  Grössenlehre  gegeben, 
welche  in  der  Geometrie  zur  Anwendung  kommen.  Den  ganzen 
Stoff  der  niederen  Geometrie  theilt  der  Vf.  in  zwei  Abtheilungen, 
welche  mit  den  Namen  Synthetische  Geometrie  und  A  n a- 
lytische  Geometrie  bezeichnet  werden,  und  jede  dieser  beiden 
Äbtheilungeu  zerfallt  in  drei  Bücher,  nämlich  die  Synthetische 
Geometrie  in  die  Geometrie  der  Lage,  die  Geometrie  der  Gestalt 
und  die  Geometrie  des  Maasses;  die  Analytische  Geometrie  in  die 
Goniometrie,  Trigonometrie  (ebene  und  sphärische),  und  die  Coor- 
dinaten  -  Geometrie  mit  Einschluss  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten.  Fünf  Anhänge  beschliessen  hierauf  das  Werk:  1.  Die  wich- 


et  ..I  _^  •' 
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ttp^tra  0Mkiir«-ü  IM  Wn  ( ooi^tnictiouen  iu  der  Ebene.  IL  Von  den 
CMMMMim  Oeftern  in  der  Ebene,  und  von  den  Kegelschnitten 
mmkmmmkmi^  III,  Veo  der  Methode  der  Prdeotionen  und  einigen 
damit  «BgHuiienhfineeiidee  OegenstliiideD.  I  v.  Von  der  Quadratur 
der  FmM  nnd  EMmse.  V.  Beefimmnug  des  FlacheDiulialts  8ph&- 
lier^N^T  IVeserfce  imff  Polvirone. 

Schul»  rjrs  t!fr«ser  aUgeuieinen  Ariirnbe  des  Inhalts  sieht  man, 
dÄv>  lier  \?  Ii  »  iiie  sy  s t e ma t i  c  b  e  liehandlung  der  Gefnno- 
tiie  2u  ^iiMT  i;aiiz  besoudern  Aufgabe  gemacht,  und  nach  einer 
«igjBclMl  eioBclien  und  naturgemässen  Verknüpfung  der  einzelnen 
$ttse  Tonflgiich  geetrebt  hat,  weshalb  er  denn  aueb  den  seit  aJter 
Zeit  hefk5nualicbeD  Unterschied  xwischen  ebener  Cveometrie  and 
Stmometrle  gleich  von  vorn  herein  ganz  aufgegeben  hat,  was  ge- 
wiss in  der  vorher  angegebenen  Kucksicht  nur  vollkommen  gebilligt 
werden  kann.  Alle  einzelnen  Kapitel  sind  sehr  volIstSndig,  jedoch 
meistens  in  iler  Art  bearlirilrt  worden,  dass  die  betreffenden  Fun- 
daiueiit.il>ätze,  v\ eiche  JetJer  unliedingt  kennen  muss,  von  der  wei- 
teren Ausführung  des  Gegenstandes  getrennt  worden  sind,  was 

äeolhlls  dem  Unterrichte  sehr  förderliä  sein  muss  und  den  er- 
Moen  Lehrer  bekundet  Ihrer  grossen  praktischen  Wichtigkeit 
wegeo  sind  die  Goniometrie  und  Irigonometrie  besonders  ausiuhr- 
Uch  dargestellt,  und  der  er.steren  ist  die  ihr  vollkommen  ziiste- 
henrle  Würde  einer  für  sich  be.sfehenden  selbj^tständigen  Wis- 
seni«€baA  mit  Recht  gesichert  worden.  Einen  geringeren  Raum 
bat  der  Vf.  dagegen  für  die  Coordinaten  -  Geometrie  in  Anspruch 
genommen.  Die  Anhange  enthalten  vieles  aus  der  sogenannten  neue- 
reu  Geometrie,  und  ^in  Bezug  «af  dieselben  muss  noch  beson- 
ders lobend  hervorgehoben  weraen,  dass  in  dem  zweiteo.  Anhange 
die  drei  Kegelschnitte  als  Oerter  In  der  Eben^  reili  geometrisch 
betrachtet  worden  sind,  da  nach  unserer  Ueherzeugung  eine  rein 
geometrische  Darstellung  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  filier- 
all  einen  wesentlichen  Theil  des  mathematischen  Elementar- Un- 
terricht« l»ilden  sollte,  weshall)  wir  auch  gewünscht  hätten,  dass 
der  Vf.  diesem  Anhange  eine  noch  etwas  grossere  Ausführlichkeit 
gegeben  h&tte. 

Dass  es  an  vielen  eigenthiimlicben  Darstellungen  und  AusttOb- 
Hingen  nicht  fehlt,  versteht  sieb  bei  diesem  Vf.,  dessen  frühere 
sSimntlich  durch  besondere  Eleganz  und  Nettigkeit  sich  auszeich- 
nende j?ennietnsrhe  und  naTiientlirb  trigonometrische  Arbeiten 
bekannt  ij;onii<j:  sind,  von  selbst,  weshall»  wir  uns  begnügen,  in 
dieser  Üeziehuni.^  hier  nur  Zweierlei  hervorzuheben,  ohne  damit 
sagen  zu  wollen,  (las<s  nicht  noch  ajidere  ganz  eben  so  cmpfehlens* 
Herthe  AusfiShningen  an  vielen  Stellen  des  Bu(^s  anzutreffen 
sein  sollten.  Einmal  meinen  wir  die  Lehre  von  der  Lage  der  Crem- 
den  und  Ebenen  im  Räume,  welche  der  Vf.  ohne  aUe  anderen 
Hälfsmittel  als  die  bekannten  Sätze  von  den  Winkeln  und  Paral- 
lellinien  durchgeführt  hat:  niul  dann  die  in  den  Vorbemerkungen 
zu  der  analytischen  (ieonietrie  goi:(  bene  Entwickeinng  der  geome- 
trischen Bedeutung  der  negativen  und  iniagiricären  Zahlen,  die  übri- 
gens, wie  der  Vf.  in  der  Vorrede  auch  selbst  sagt,  ihren  eigent- 
lichen Urheber  nicht  verleugnet. 

Die  Vorrede  enthält  mehrere  sehr  richtige  pädagogische  Be; 
merkungen  und  darf  hei'm  Lesen  des  Buchs  nicht  überschlsflen 
werden*  Da  das  Buch  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  auf  oem 
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Realgymoasiiim  zu  Gotha  als  Lehrbuch  zum  Grunde  gelegt  werden 

8oH,  so  muss  (lies  wptren  fler  Reichhaltigkeit  seines  Inhalts  ein 
sehr  gut«$  Vorurtheii  lür  den  Zustand  des  mathematiscbeD  Unter- 
richts auf  dieser  Lehranstalt  erwecken. 

Die  äussere  Ausstattung  it»t,  auch  was  die  Figuren  tafeln  be- 
trifft, in  jeder  Beriefaimg  snsgeseichnet' 

Catalan,  Eug^oe«  Elteens  de  Gten^trie,  avec  plancbes. 
Paris  184a.  5  fr.  50  c.  ^ 

Lardner,  Dr.,  Treatise  on  Geometry  and  its  Application  to 
the  arU.  London  1844.  &  wtth  200  igures.  6  sh. 

'Newman,  F.  W.,  The  Difficulties  of  Elementary  Geometry, 
especially  those  whieh  concern  the  StraSght  Line«  the  Plane y  and 
the  Theory  of  Parallea.  Oxford  1844.  8.  5  sh. 

Kuhn,  C. ,  Descriptive  Geometrie.  Mit  Einschluss  der 
Principien  der  Isometrischen  Projectionslehre,  für  Schulen  und 
zum  Selbstunterrichte.  Mit  00  Tat»eileu  grayirter  Constructioneu. 
Gross  Median -Quart- Velin.   Augsburg  1^44.  3  tfalr. 

O I  i  V  i  e  r,  T  h . ,  Conrs  de  G^m^trie  descriptlTe.  2eine  Partie  ayec 
Atlas    4.  Paris  1844. 

Boucharlat,  J.  L.^  Theorie  des  Courbes  et  des  Snrfaces  du 
second  Ordre,  ou  trait^  complet  d'application  d'Algebre  u  la  Geo- 
metrie. Paris  1844. 


Praktteclie  Oeometrie. 


Die  praktische  Geometrie  ohne  Instrumente.  Mit 
einem  Anhange  enthaltend;  Kreisbogen  und  Segmen- 
ten-Tabellen  nebst  einer  Aufgabe  aus  der  Markschei- 
de k  u  n  s;  t.  Ein  ini  t  z  I  i  r  h  e  s  T  n  s  c  h  e  n  b  ii  r  h  für  praktische 
G'e  o  m  e  t  e  r ,  von  Friedrich  P  r  o  s  s ,  P  r  o  1  e  s  s  o  r  der  IVI  n  t  h  e- 
matik  an  derKüuigl.  po  1  ytech  ni  so  b  en  Schule  zu  Stutt- 
gart.   Mit  5  Figurentafelu.   S tultgart  1844.    20  ggr. 

Diese  kleine  Schrift  scheint  uns  nicht  bloss  ittr  prätlsehe 
Geometer,  sondern  auch  (är  Lehrer  an  höheren  ÜnterrichtsansUlten 
empfehlenswerth  zu  sein,  weil  letztere  darin  manche  zweckmässige 
üemingsauferaben  fiir  ihre  Schüler  finden  werden.  Der  Inhalt  der- 
selben ist  foli^ender:  Lehrsätze  aus  der  theoretischen  Geometrie, 
das  Ziehen  und  Aussteckeu  gerader  Linien,  das  Bestimmen  der 
Distanzen,  das  Elrrichten  und  Fällen  der  Perpendikel,  das  Ausraes- 
sen  und  Aussteeken  der  Winkel,  das  Ziehen  der  Pandlellinien« 
das  Ausmessfn  der  Figuren,  das  Verth  eilen  der  Flächen,  Kreis- 
.bogen-  und  Segmenten-Tafelo«  eine  Aufgabe  aus  der  MarfcscheUk« 
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kmiBt.  Bei  der  Ldrans  aller  dieier  Aufgaben  bedient  sMi  der 
Herr  VL  keiner  anderen  instrumeDte  als  der  Kette  und  Stäbe^  and 
ist  wegen  dieser  geringen  praktischen  Hülfsmittei  natürlich  aea8- 

thisrt.  überall  die  besondere  Hfilfe  der  Geometrie  in  Anspnicn  zn 
nehmen,  aus  welchem  Irriinde  eben  fast  alle  diese  Aufgaben,  ^vie 
Hchon  oben  bemerkt  würde,  sieh  zu  zweckmässigen  geometrischen 
Uebungen  lür  8cbüler  eignen.    Luter  den  vorbereifenden  geome- 
triscben  Lehrsätzen  finden  eieh  einige  an  sich  bemerkeoswerthe 
Satze^  und  vorzüglich  nimmt  der  Herr  Vf.  von  dem  folgenden  Satze 
«feinen  Auslauf:  Wenn  zwei  Dreiecke  einen  gleicben  Winkel  haben^ 
ioder  wenn  ein  Winkel  des  einen  Dreiecks  einen  Winkel  des  andero 
zu  zwei  Ilecbfen  efi^finzf  ,  se  verhalten  sieb  die  Producte  der  diese 
Winkei  eiuschliessenden  Seiten  wie  die  Üeberschüsse  der  Sum- 
men der  Quadrate  dieser  Seiten  übeT  das  Quadrat  der  dritten 
Seite.  ■ — -  Elna  noch  grössere  Mannigfaltigkeit  würde  der  Herr  Vf. 
den  behandelten  Aufgaben  und  derefi  Aufliisunseo  haben  geben 
können ,  wenn  er  sicli  an  Instrttmenten  ausser  der  JCette  und  der 
Stühe  noch  den  Gebranich  des  eben  so  einfachen  als  in  der  Praxis 
nfitziichen  Winkelkreuzes  oder  der  Kreuzscheibe  (equerre  d'arpea* 
teur)  gestattet  hätte.    Endlich  wollen  wir  noch  bemerken,  dass 
eine  gleiche  Tendenz  mit  der  torliegenden  Schrill  ein  anderes 
schönes,  aber  wohl  nur  w^niff  bekannt  gewordenes  Werfechen  hat, 
welches  ebenfalls  der  AufimerKsamkeit  der  Lehrer  an  h«iheren  f  ri- 
terrichtsanstalten  bei  dieser  Gelegenheit  recht  ^ehr  emuiuhien  z.u 
werden  verdient »  tind  folgenden  Titel  föhrt:  Solutions  peui 
connues  de  diff^rens  problömes  de  Geometrie  pra- 
tiqne;  pour  sertir.de  su^pldmeni  aux  Traites  connas 
de  cette  Science;  recueillies  par  F.  J.  Servois,  Prü- 
fe sseur  de  IVl athematiaues  aux  Ecoles  d 'Artillerie.  A 
Metz  et  a  P  a  r  is.    An  Xll.    In  dieser  Schrift,  in  welcher  sich 
mehrere  elegante  Auflösungen  geometrischer  Probleme  finden,  ge- 
stattet sich  der  Vf.  den  Gebrauch  der  Piquets  ou  Jalons  avec  k 
Cordeau  ou  la  Chaine  und  tout  au  plus  des  Equerre  d'Arpenteui 
(p.  1.). 


Trigonometrie. 


Steiner .  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie  u.  d.  Stereomet^M 
Breslau  1844.  8.  10  ggr. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  für  die  ob« 
ren  Klassen  höherer  Lehranstalten,  so  wie  für  de 
Selb»«lunterricht.   JNach  einer  streng  wissenschaftl 
eben  Methode  bearbeitet  und  mit  einem  Anhange  ve 
sehen  von  Dr.  August  Wleeand.  Halle  1846.  &  ^  RS 

Ein  kurzes,  aber  recht  deutliches  Lehrbueh  der  ebelleo  Tr 
gonometrie,  in  welchem  der  Herr  Vf.  sich  neben  der  Strenge  d< 
Beweise  namentlich  anch  deren  Allgemeinheit  hat  htSMMleni  ai 
gelegen  sein  lassen* 


»37 
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Meyer,  A.,  Le^ons  de  trigpnoia^ie  A|jfi^n(|ae.   In  5.  avec 
une  [üaache.  BnixelUti  1844«  •  '  ' 

^  iMl^d  »wei  a^erk  würdige  Sätze  vom  Hauip.  \fi^m  Jf^foteB- 
^  ftOJt  Dr.  Georg  Paucker.   Mitau  1844«  8*  ^Üftr. 

^  ,  Eine  schcioe  kleine  Schrift  ,  die  insbesondere  aucb  der  Auf- 
merkganikeit  der  Lehrer  an  hühetep  Unterrichtsautitalten  em- 
pfulilen  zu  »erden  verdient.  Der  Herr  Vf.  giebt  in  derselben  zuer^it 
einen  eleganten  geometrischen  Beweis  der  Gausssischen  Gleichun« 
gen,   die   uutier^  Wissen«»  bisher  wohl  nur  analytisch  bewiesen 

,  itWen  Aiind,  und^  eotwicMt  dann  eb«nf||lli»  grÜP«tentli«i||i  nat  durch 
g0ßmM»(k^  BMn^htnmm  ▼frschiiMieiK!,  besoodeto  ab«r  sivel 
oder  drei  iiiark^jMtge  o&tze ,  von  d«B«n  der  erste  S.  30.  auf  foi- 

Send«  AH  .AwmdHIckt  wird:  i^er  sechafache  Inhalt  de« 
^    L  a  um  Vierecks ,  mit  dem  Halbmesser  der  umschrieb  e- 
'fien  Kugel  verbunden,  giebt  eine  Grösse,  welche  auf 
dieselbe  Art  aus  den  drei  V  e  r  b  i  n  d  u  n  ^  o  n  der  (i  e  g  e  n- 
kanten   z  u  s  a  m  ni  e  n  g  e  «  e  t  z  t    ist,  wie  der   Inhalt  eines 
ebenen  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten.   Der  Herr  Vf.  sagt, 
das«  er  diesen  Sats  bereits  im  Jahre  1813  bei  Gelegeniieit  der 
Äusarbeitni»  seines  stereometriscben  Hefts  ftir  das  Gymnasinm  zn 
Mitatt  gefunden«  seine  Bekanntmachung  damals  aber  unterlassen 
habe,   weil  er  ihm  in  seiner  Abfassung  zu  vereinzelt  erschien; 
seitdem  habe  ihn  aucb  Herr  I^rofessor  Bretschneider  zu  Gotha 
seinerseits  gefunden  und  in  diesem  Archiv.   Tbl.  I.  S.  G.  bekannt 
netnnc}itj  jedoch  ohne  die  in  der  vorli€»genden  Schrift  gegebenen  geo- 
inetrischen  ßeweise.  Einen  zweiten  Satz  vom  Parallelepipedon  drückt 
cictr  Um  yf.  a  3(.  auf  folgen^  Alt  anss  Die  EndfiSohen 
uaa   Querfificnen   (Diagonalparallelogramme)  eines 
Scheibenraums  (Parallelepipedums)  stehen  in  den- 
selben Beziehungen  zu  einander  wie  die  Seiten  und 
C^uerbänder  (DiagonalMnien)  einer  Zeitung  (Paralle- 
f  rt  gr a  m  111  s  ).    Ein  dritter  Satz  endlich  wird  S.  37.  auf  folgende 
\rt  ausgedrückt:    Der  Inhalt  eines  Sehe  i  be  n  räum  s,  mit 
1  o  m    Ha  1  b  m  e s s e r    desselben    v e r  b  u n  d  e n ,  g  i  e  b  t  eine 
iri'fsse,  welche  auf  dieselbe  Art  aus  den  drei  Quer- 
iäcben  Jiu^ammengesetzt  ist,  wie  der  Inhalt  eines 
^Telecka  aus  den  drei  Seiten.  Insbesondere  auch  wegen 
er  Zierlichkeit  der  i^-detselbea  asgeiätellten  geometrisclien  Be- 
achtungen wünschen  wir  nochmals,  dass  diese  kleine  Schrift  von 
eo  Lebreni  aD  höheren  Unterricbtsanstalten  nicht  unbeachtet  blei- 
m  möge« 


jpraktiselie  Mecliaiiifc. 


Schubert.  J.  A.,  Elemente  der  Maschinenlehre.  ^  ,ltH!PtttAV 
Dresden  1S44.    10  thlr.  '  .  *  ^ 

ßmnd  VI. 
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Leh  rbuch  (let  Ainvendung  der  Mechanik  anf  Ma 
schinen.  Von  J.  V.  Poncelet.  Deutsch  heraus  Siegel)  ei 
von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Erster  Band,  Mit  acht  Ii t ha 
granhi rten  Tafeln.   Darnistadt.    1845.  8.  3  thlr. 

Dieses  Werk  eines  der  ersten  französischen  Mathematiker,  de 
sich  nicht  bloss  um  die  Mechanik,  sondern  bekanntlich  inshesonder 
auch  um  die  Geometrie  die  ijrnssten  Verdienste  erw  orben  hat,  verdient 
eine  Verpflanzung  auf  deutschen  Hoden  vollkommen,  weil  in  unsere 
Literatur  schwerlich  ein  eben  so  treflFIiches ,  mit  wissenschaftliche 
Strenge  abgefasstes,  Lehrhuch  der  {traktischen  Mechanik  existirei 
dürfte,  und  weil  durch  die  Uehersetzung  gewiss  inshesondere  man 
chem  Praktiker  ein  angenehmer  Dienst  geleistet  werden  wird,  anci 
überhaupt  die,  durch  den  hohen  Preis  des  Originals  erschwerte 
möglichst  grosse  Verbreitung  dieses  vorzüglichen  Werks  sehr  zi 
wünschen  ist.  Die  äussere  Ausstattung  der  Uehersetzung  ist  ii 
jeder  Beziehung"  vorzüglich,  und  wir  sehen  der  Fortsetzung  nu 
Verlangen  entgegen.  ^ 

Mosel ey,  H.,  Illustrations  of  practical  Mechanics.  Londo 
184-1.   8.  with  numerous  woodcuts.   8  sh.  I 


Optik. 


« 

Brewster,  D.,  Treatise  on  Optlcs,  new Edition.  London  184 
with  176  woodcuts.   6  sh. 

Rosse,  Earl  of,  The  Monster  Telescopes  with  an  Accoui 
of  the  Manufacture  of  the  Specula,  and  füll  Descrintions  of  all  th 
Machinery  connected  with  there  Instruments.  8.  lllustr.  with  ei 
gravings.    London  1844.   2  s.  0  d.    «am  i^^^i 

•  ;    .1    %i  I  •)  ;<  sto  b  >i«tu«ii 

:   }   ">  V' ••  • 

Astronomie. 

  Uli  u 

Fleischhauer,  Versuch  einer  gemeinfasslichen,  nur  auf  Eli 
mentarkenntnisse  gegründeten  Volkssternkunde  für  Schule  und  Hau 
Nach  den  neuesten  Ergebnissen  astronom.  Forschungen  bearbeite 
Erster  Theil:  Die  Sonnenweltordnung.  Mit  einem 'l)iogr.  Anhang 
alterer  un<l  neuerer  Astronomen  und  IMathematiker.  12.  Darii 
Stadt  1844. 

Diester  weg,  F.  A.  W.,  Lehrhuch  der  mathematischen  Ge 
gr:»i)hie  und  populären  Himmelskunde.  Zum  Schulgehrauch  ui 
Selnstunterricht.  Mit  5  Tafeln  und  3  Sternkarten.  '2.  verm.  un 
verb.  Aufl.   8.    Berlin  1844.    1  thir.  4  ggr.  '  '  *  '  ^^  * 

.  .  '  .1/".  lituAl 
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W>dek«l»'P#iml&re  Voriemgeo  über  die  Sternkunde.  iNürn< 


Ijoudoo  1644.   0  «Ii.  •     ■  . 

Deut,  Edward  J«,  Le  Diubidoseoue,  ou  luötrument  inerL-,  * 
di^,  brmr^.  a  P«}«  1845..  . 

PearsoD,  W.,  An Introdactioo  to  the  praotictl  «stronoiny.  2« 
v»i.   Loodon  4.  witb  PL  7  JU.  7  . 

Plantaniour^  Observation^  a^tronomiques  faltes  a Tobser- 
vatoire  de  Geneve,  daub  i  annee  1^1,  42.^43.  X  Genf  1844.  3t}dr. 

Plantamour,  £^  Resultats  des  Observations  magnetiques 
faitos  a  Geneve  Atm        ipn^  1842,  43^  gr.  8.  Geof  1^4. 

1  tbkt  iö  ggr. 

Smyth,  W.  H.,  Cycle  of  Celetftial  Objects,  for  the  Use  of 
Naval,  Military,  and  Private  Astronomerö.  Observed,  redaced, 
and  discussed.  2  vols.  8.  LondoD  1844.  2  L.  2  s. 

Karsten,  H.,  kleiner  astronomispher  Alinanach  auf  das  Jabr 
ms:  Rostock' 1844.  12  ggr. 

x\lmanacco  tiautico  per  I'anno  1845,  publlrafo  delFinsegnerfi 
dottor  Vincen2o  Gallo.  Anno  quioto.  Triebt  1844*  In  ä  Oon 
e  tavoJa  incisa.  ■'  * 

Verzeicbniss  geograpbischer  Ortsbestimmungeil 
nach  den  neuesten  Quellen  und  mit  Angabe  derselben 
von  C.  L.  V.  Littrow,  üirector  der  k.  k.  Sternwarte  zu 
Wien  und  Professor  der  Astronomie  an  der  Universi- 
tät Aus  dem  neuen  physikaliscben  Worterbuche  be- 
04>iiders  abgedruckt  Leipziff  1844.   526  Seiten.  8. 

2  tblr.  12  ggr. 

Dies  ist  jedenfalls  das  vollständigste  Verzeichniss  geographi- 
s(  luT  Ijängen  und  Breltprr,  welchen  die  gesamnifo  ijooi^raphi- 
sclio  Literatur  bis  jetzt  besitzt,  und  fiuit  grosser  31  übe  und 
Sorgtalt  zusammengestellt»  wodurch  der  Herr  Vf.  sich  ein 
groases  Verdienst  um  die  Wiaaenschaft  erw^rlien  hat;  dasselbe 
wird  künftig  ein  unentbehrliches  Hflifsmittel  lur  jeden  Geographen, 
Aetrooomen  und  Physiker  aetOy  und  in  den  Händea  keinea  die- 
ser Gelehrten  fehlen  dürfen,  wenn  namentlich,  was  sehr  zu  wün- 
schen ist,  der  Herr  Vf.  sich  entschliesst ,  von  Zeit  zu  Zeit  Nach- 
träge zu  demselben  zu  liefern ,  insofern  späterhin ,  wie  dies  kaum 
anders  sein  kann,  theils  ganz  ueue,  tbeils  i^euauere  Bestiuunungen 
au  «einer  Kenntalaa  gelangpn.  Die  Einriehtuns  dieses  Verzdchr 
nisses  ist  sehr  bequem.  Zuerst  folgen  ohne  Kficksicht  auf  die  * 
Erdtheile  und  eiaaelnen  Länder  die  verschiedenen  Orte  in  alphabe- 
tischer Ordnung  auf  einnnder,  und  daneben  in  vier  Rubriken:  1) 
die  nördliche  oder  südlulic  Breite;  2)  die  Ostliche  oder  westliche 
Länge  von  Paris  ii)  Bo^en  und,  was  besonders  des  astronomlsehcn 
Gebrauchs  wegen  sehr     lubeu  ist,  3)  auch  in  Zeit;  4)  die  Angabe 
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d«r  Autorität  odtr  dtat^  Quelle  der  sad^iMbä^  Bestiittini^eii. 

Dann  sind  in  einem  zweiten  Verzeichnisse  die  TerachiedeneD  Orte- 
nacfi  (ItMi  Enltheilen  und  einzelnen  Ländern  wieder  in  al}>habetischer 
Folge  zusammengestellt,  natürlich  ohne  neue  Angabe  der  Längen 
und  Breiten,  da  diese  in  dem  ersten  alphabetischen  Verzeichnisse 
leicht  aufgeschlagen  werden  können.  Dass  der  Herr  Vf.  sich  eifrig 
^  bemüht  hat,  überall  aus  den  bestep  Quellen  zu  schöpfen,  und  dass 
zu  der  Abfassung  dieses  Werks  die  Herbetsehaffung  eines  t/tUm* 
bedeutenden  literarischen  Apparats  nöthi^  gewesen  Ist»  sieht  maD 
aus  der  den  beiden  alphabetischen  Verzeichnissen  vorausgeschick- 
ten üebersicht  der  Verweisungen;  aus  der  Vorrede  ergiebt  sieh 
aber,  dass  dabei  auch  ein  ausgedehnter  Briefwechsel  und  gelegent- 
liche Nachforschungen  auf  Reisen  erforderlich  gewesen  sind,  wo- 
durch der  Werth  des  Buchs  nur  erhöhet  werden  muss.  Bei  dem 
Anblicke  dieses  so  vollständigen  Verzeichnisses  der  Längen  und 
Rti^ti  lässt  «üli  schwer  d€t  Wunsch  snteiMcben»  das»  faftmer 
mefir  ifWvibIfilftigle  h}  psometrische  BesHmnmngen  den  ÜeiM  Vt^ 
In  den  Stand  setzen  möchten ,  durch  ein  eben  so  ausführlielkto^ 
Verzeichqi^s,  4er  WOm  über  der  Meeresfläcfaa,  als  dei;  dritten 
Coordinaten,  welche  zur  vollkständigen  Bestimmung  der  Lage  eines 
Orts  auf  (kr  Erde  noch  nötbig  sind,  das  siifb  bereits  e^wqi[Jb^f^ 
Verdienst  noch  zu  erhöhen. 

.1..     •  "  <c 

Handbuch  der  Schifffahrts-Kunde,  m it  einer  Samm- 
lung von  8eemanns*Tafeln,  einer  See-Karie  und  einer 
magnetischen  Klärte.  Im  Auftrage  der  Hamburgischen 

Gesellschaft  zur  Verbreitung  ipathematischer  KenuJk. 
nisse  verfasst   von   C.  Hümker,  Director  der  Sterur 
warte   und   Navigations- Schule  in  Hamburg.  Vtertf 
.Auflage.    Hamburg  1844.   5  thlr. 

Da  dieses  Buch,  wenn  auch  in  dem  Kreise,  für  welchen  es 
zunächst  bestimmt  ist,  wie  schon  die  wiederholten  Auflagen  deut' 
lieh  genug  zeigen,  bekannt  genug,  doch  nicht  zur  Kenntniss  seV' 
vieler  Leser  des  Archivs  gelangen  mOchfe,  so  dOrfte  hier  eiaS 
etwas  ausführlichere  Anzeige  desselben  wohl  am  Orte  sein,  da  es 
allerdings,  ))csonders  in  der  Ihm  yon  Herrn  Director  Rümker  in 
dieser  vierten  Auflage  ijegebenen  neuen  (iestalt,  recht  sehr  verdient, 
in  einem  grössern  Kreise  bekannt  und  auch  von  Lehrern  an  höhe- 
ren Unterrichtsanst^en  überhaupt  nicht  unbeachtet  gelassen  za 
werden.  "  '*''  '  '  '  "  lfi.r(»\K 

Dem.  ganzen  Werke  ist  eine  für  den  beabsichtigten  Zweck  gewiss 
völlig  a'nsreichende,  in  der  vorliegenden  neuesten  Ansgabe  vIm  ^IK 
ständigere,  und  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissenschaft  ivsll 
mehr  als  In  den  älteren  Aussahen  sich  anschliessende  Darstellung  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  vorausgeschickt, 
wogegen,  was  jedenfalls  nur  vollkommen  gebillii^t  werden  kann; 
die  in  den  älteren  Ausi^aben  sich  findende  Einleitung  in  die  Arith- 
metik und  Geometrie  ganz  weggelassen  worden  ist,  da  es  andere 
Bücher  genug  giebt,  aus  denen  die  8chüler  der  Navigationsschulen 
*  diese  Dinge  auch  ganz  so,  wie  sie  dieselben  für  ihren  nächste» 
^eck  gemiUcheit^  erlernen  kdmienw  Bei  der  £nt«plciieiung''ii«r 
B^^bre'  SStse  in  lielden  Trigonometrieen  hat  der  Herr  Vfe 
äich  ilättpislwchlich  det.con8tnictioneTlen  Methode  bedient,  wie  Jedsfr 
weite ,  der  die  Bedarlnisse  ttn4  Wflnsebs  der  Schiffer  io  disiisa 
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DiDgen  ^inigerniasseii  kennt  >  ganz  in  deren  Intisressä,  da  von  die- 
ser sehr  (übhtbaren ,  meist  mit  einem  sehr  gesunden  Veretande 
bei^ahtefi  Klasse  von  Leuten,  wenn  sie  iiberhaiint  sich  wisften- 
j^chattüchen  Bestrebungen  iiio^ben,  stet«  eine  volikoumien  deutlir 
che  und  klare,  dahei  aber  auch  nlßglichst  anschauliebe  Einä&eht 
in  die  Ndtar  des  €}egenataiMlc»  vetlangt  wird.  Unter  den  veli 
denk  Herrn  Vf.  gegebenen  geometrischea  -  Daistellangeli  fiadea 
sich ,  namentlich  in  der  sphärischen  Trii»onometrie ,  mehrere ,  die 
auch  in  etnem  weiteren  Kreise  bekarint  zu  werden  verdienen,  so 
wie  auch  eine  grosse  Anzahl  voll^t.nidiix  ausgeführter  numerischer 
Beispiele,  die  von  allen  Lehrern  an  höheren  Luterrichtsanötalten 
bei  ihrem  trigqaeäiatrifeMaheii  OatefiichteTOitiieUluift  betutat  werden 
kllaDen/^.Aiudie  Trigonometrie  folgt  die  Slenermanas-Kunde, 
aad  -irir  künnea-jallen  Lehrern  y  fteiaeafvega  bloee  denen  an  Naiäf 
gationssrhiden ,  die  Versicherung  Reben,  dass  sie  in  diesem  Ah- 
sehnitte  eine  nicht  ^erin£2,e  Anzahl  ail gemein  interessanter 
trigonometrischer  Aufgaben  finden  werden ,  u.  A.  die  in  dem  Auf- 
^  satxe  ^t,  XXX.  in  diesem  Helte  des  Archivs  behandelte  Aufgabe, 
fOr  vrefa!lM  Hair'Directot  Jlftttiltetr^iB^Wöbl  &  72.  eine  ^gne,  als 
aMki8.  81.  «iae  voa  i  Herrn  Hofirlilh  Gauss  ihm  mitgetheilte  ele- 
gante Auflösung  geliehen  hat.  Sämmtliche  x\ufgaben  in  diesem,  so 
wie  überhaupt  in  allen  Ahschnitten  sind  durch  vollständig  ausge- 
rechnete Beispiele  erläutert  —  Auf  die  »Steuermanns  -  Kunde  folgt 
unter  der  Ueberschrift  Asfronomisc  h  e  Vorkenntnisse  eine 
sehr  deutliche,  duroli  sehr  gute  Zeichoungeo  erläuterte  Darstellung 
aller  derjenigen  Lehren  der  Astronomie,  welche  Torafialfoh  bn 
Beebaichtungen  nothig  sind«  x^Yibei  wieder  rleto  seiiope  durch  nu- 

^  merische  Beispiele  erläuterte  Aufgaben  vorkommen,  u.  A.  S.  151. 
des  Pothenot'schen  Prahle m  auf  der  Sphäre,  mehrere 
Aufgaben  von  Gauss  u.  dergl.  —  Auf  diesen  Abschnitt  folgt  nun 
der  letzte  ausführlichste  und  wichtigste  Theil  des  Werks,  weicher 
unter  der  Ueberschrift  Astrondmi«ch«  (Sebiffs-Recbnuag 
eine  sehr  ansföbrliche,  im  höchsten  Grade  deutliche  und  durch  eine 
Menge  ausffferechneter  Beispiele  erläuterte  Darstelhrag  der  aauti- 

•  sehen  A«;frononiif»  enthalt,  wobei  wir  aber  bemerken  müssen,  d?iss 
wir  der  Meinung  sind,  dass  es  überhaupt  für  alle  diejenigen, 
welche ,  bloss  mit  tr a  n  s p  o  r  t  a  I)  e  I  n  Instrumenten  aussrerustet, 
sich  astrouuaiiscbeoBeobacntuugeu,  uaiueotlich  Zeit  ,  Längen-  und 
HrbitaabestiiBaran^ni  i^idmita  woUett  j  kamn  eioao  liasserea  (frakfl- 
scbsfa,  immer  aber  auf  die  strenge  TbeeiieanrOckgeibenden  Wegweiser 

gehen  dörfte,  als  diesen  Theil  des  vorliegenden  Handbuchs,  wes- 
alb  wir  dasselbe  namentlich  auch  allen  Lehrern  der  Mathematik 
empfehlen ,  die  in  demselben  Alles  mit  grösster  Deutliehkeit  dar- 
gestellt linden  werden,  \%as  für  den  vorher  näiier  bezeichneten 
2il«ck  io  Bezug  auf  die  zweclauässigsteo  Beobachtungs  -  und 
üeehniingBBietbDdeB,  so  wie  aaf  Kenotnlss  des  Gebraachs  «ad  dte 
Bericht! (;ung  der  Instnnaente  zu  wissen  nothig  ist.  —  Eine  sehr 
vollstiine^ige  Sammlung  nautischer  Tafeln  (XXXVI  Tafeln  auf  531 
Seiten)  beschHessen  das  Werk,  von  denen  wieder  ganz  dieselbe 
Bemerkung  gilt  wie  vorher,  dass  diese  Tafeln  nämlich,  die  wir 
leider  der  Beschränktheit  des  Baums  wegen  hier  nicht  einzeln 
anßlbieii  fcSanen,  fiberbanpt  eine  ftr  alle  Brabacht^  mit  transpor- 
tabelir  iostnuMiilea  sehr  ndlaßsha  gamaihiag  astronbmlsdier  IVifelii 
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Einiges  dem  Herrn  Ver&ssers  viinaflsweise  EigenthüTTi liehe 
ist  schon  vorher  liervori^eholien  ivorden.  Die  Beschränktheit  des 
Raums  erlaubt  iifis  mir  noch  unter  niehrerem  Anderen  auf  die  Er- 
klärung der  Merkator'/scben  Projection  (  S.  85.  und  8.86.),  die  Ke- 
daction  der  Zeit  des  Mitteis  der  Höhen  auf  <ias  Mittel  aer  Zeiten 
(S.  181«).  und  auf  die  für  LftangeDbesttnimunsen' so  wichtige  Re» 
dttctioD  der  MonddietaMBeti  nebst  den  dasa  ge)i6reiideD  Taläo  In»* 
anweisen»  Besonders  machen  wir  auch  nochniilli  auf  die  durdi 
das'  ganze  Werk  sieh  hindurch  ziehende  mehr  synthetische  als 
analytische  Methode,  und  die  erläuternden  m\  die  besten  englischen 
Werke  fihrdicher  Art  erinnernden  Holzschnitte,  so  wie  aucb  aOf 
die  grosse  Anzahl  mmiprischer  Heispiele  aufmerksam. 

Vergleichen  wir  endlich  im  Allgeuieinen  diese  neueste  Ausetibe 
mit  den  frühereu ,  so  zeichnet  sieh  dieselbe  vor  diesen  durch  einen 
wvit  wiBSsnscbafMicheteii.  Cbwikter  ntf  das  VotthefiMaftesfee  ausi 
ebne  dabei  etwas  von  tfiver^praktischeD  BraaehbltHdeit  mä  yeriiiffHii» 
und  legt  dadnrefa  augleieh  ein  hUehsi  erfreuliches  Zeugniss  von 
dem  übrigens  auch  anderw  eitig,  hinreichend  bekanoiea.  (m.  s.  z.  B. 
das  Vonvnrt  dos  Herrn  (^onferonzraths  Schumncher  zu  Herrn  Rfim- 
kers  Sterncatalog.  Hamburg  1843.  4.)  trefllicheii  Zustande  der 
Uambui^er  INavigatiousschule  ab. 

Ein  genaues  und  vollständiges  Dnicklebierverzeichniss  ist 
•nachträglich  noch  gednickt '  worden  ^  und  wird  von  c(eo  fiesitaem 
den  Buchs  auf  dem  Wege  des: Bachhandels  bezogen  whi^xk  kOn* 
oe»»  worauf  wir'  hier  bes<roderohinanweiBenabsicraich*-iMt*unfo- 
lassen  wollen. 

Je  schwerer  es  filr  einen  scharf  begränzten  Kreis  von  Lesern 
zunächst  bestimmten  Kürhern  gewöhnlich  wird  ,  sich  allgenieiuern 
Eingang  zu  verschaffen,  desto  mehr  haben  wir  es  für  unsere  Pflicht 
gehalten,  diejenigen  Leser  des  Archivs,  welche  sich  überhaupt 
für  die  Anwenduii^en  der  Mathematik  interessiren ,  auf  das  vor- 
liegende Werk  aa&erksam  au  meohen. 

'Mittlere  Oerter  von  1^000  Fixsternen  iüf  den  An> 

iang  von  1836,  abgeleitet  ans  ietk  BeobachtuDgen  aal 
der  Hamburger  Sternwarte  iron  Carl  Rünkker.  Ham- 
burg 1843.   4.   3  thir. 

ftieser  Fixstern  -  (  ataiog  ist  w  ohi  nur  jetzt  erst  volistaudip:  iu 
den  Buchhandel  ^koninieo.    Alle  Beobachtungen,  auf  denen  der- 
selbe beruhet ,  sind  allein  von  Herrn  R  ü  m  k  e  r  an  dem  vortreffti* 
eben  Repsolc^scben  MeridiaD- Kreise  der  Hamburger  iStmwarle 
gemacht,  der  im  Jahre        .aufoestellt  wurde ,  welches'  anch  der 
urund  ist,  dass  alle  Fixsternpemonen'  auf  den  An&ng  von  1836 
Teducirt  worden  sind.    Es  lag  vorzüglich  in  Herrn  Römker's  Ab- 
sicht, die  noch  in  der  Histoire  Celeste  und  in  Bessel's 
^onen  vorkommenden  Lucken  zu  ergänzen,  und  zu  den  in  diesen 
reichen  Sanuuiungen  aufgebauilten   »Schätzen  neue  binzuzufügeo, 
weshalb  dieser  Catalot^  wesentlich  nur  kleine  bisher  noch  nicht 
bestiminte  Sterne  eatnfilt,  ohne  dabei-  schon  Mher  bestnnmie 
'^Sterne«  die  sich  dem  Beobachter  darboten»  «nsaasdUiessen.  Daher 
wird'dteser  nene' Stert« atalog,  welchen  Herr  Conferenzrath  Schu- 
macher in  Altona  auf  Herrn  R  um kers  Wunsch  mit  einem  Vor- 
wort begleitet  hat,  insbesondere  bei  Kometen -Beobachtungen  künf- 
tig uoeDtbehriich  sein«  weshalb  auch  vorzüglich  auf  solche  kleine 
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Hteme  «Ue  Aufmerktnamkeit  gerichtet  worden  ini,  die  bei  früheren 
Kometen,  z.B.  dem  Haliey'sehen,  ais  Vergteichungssterne  getaut 
haben. 

Newton,  \V„  F^amitlar  IiUroduction  to  the  Science  pf  i^stro- 
nomy,  ulustrated  by  ' mtmerous  Diagrams;  to  whlch  arö'  addefl 
Problems  on  the  Use  of  the  dohcs,  and  a  Dcscription  of  the  Gr- 
ret y  and  Armillary  Sphcre.  3d  editioD.  London  lo44«  12.  3  sh. 

Weiland,  ('.F.,  der  nördliche  gestirnte Hiniijael.- —  Die  sicht- 
bare Seite  der  Moodoberfläclie.  PlanigloU  Weilbar  1844.  gr.  4. 
a  Ij  Ngr.. 

Dubus,  F.  J.,  Types  de  calculs  de  navigation  et  d'astronomie 
ft8iitl<|n»;  4n.4.  äkUnt-Brittub  im.  2  tUr.  HO  ggf; 

.<>  >  i  •     ,      ♦      '  . , ' •      >    >  .  •    '         '  .    '  ,  :         : .  ' 

•"Ii,  ■  *  4*'  ^1* 

il         '  .  1  'i  '  "      .  .  •    ....      I  I    .  - 
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#       =.  •         •  •! 
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.  Brandes',  fi.  W.,  Vorlesunffen  über  die  Natnrlehre,  für  Le- 
ser^ denen  es  an  nintlr(M^i:itischen  Vorkenntnissen  fehlt*. 4. Liefemiig 
mit  Kupfetu.  gr.  b. iiei|)zig.  1944.  i  tbir-< 

♦, 

Botto,  G.  D.,  Eleiuenti  di  fisica  generale  e$ueri mentale  ad  itöo 
4elle  regic  seuole  «II  filosofia.,  Torino  1843:  In  9.  4  tavore.  5.  5a 

Stopel,  A.,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  von  der  Elec- 
tririt;i( ,  für  Lehrer  an  IMiftoIxfbiilcn  und  Freunde  der  r^atiukuode. 
Tangermünde  1844.  Mit  2  FigurcMJ tafeln.  8.  10  ggr. 

ft^rjger,  J.,  die  Systeme  der  magnetischen  Curven,  Isogonen 
und  Iso^iiaroen,  nebst  andervieitigeo  empyrisclien  Forschungen 
Über  die  magnof isdijjolaren  Kräfte,  auKgorülirt  in  37  graph.  Darstel- 
fuDgei  auf  31  Tafeln  in  Folio.  Leipzig  1844.  L  Lieferg.  3  thir. 

Lardner  and  'Walker,  Treatise  on  Eleetricity,  Magnetifm 
and  Meteorolo^y.   2  vol.  Lon4on  1844.   8.   12  i^. 

'Hahtat.  docteiir  de»  Recherches  sur'  la  concentration  de  la 
force  magnetique  Vers  les  surlaces  d^s '  corps  miucD^tis^.  Ip  8. 
Kanci  18i5.  r  , 

Nuovo  igronictro,  memoria  del  professore  G.  Alessandro  Ma- 
jocchi. Estratlu  .dagli- Annali  di  fisica,  chimica  etc.  lu  8.  qon 
e  tavola  litografica. 

Kämtz,  L.  F.9  A  complete  course  of  Meteoroloey.  With 
Notes  hy  Martins,  nnd  an  ii])pendice  by  L.  Latanne.  Translafed, 
with  additions,  hy  Charles  V.  Walker.  I  vol.  post  8vo  15  Plates. 
London  lö44.   12  s.  6  d. 
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(')iavanne8  de  la  Giraadi^e,  Le  Vapeur  d^ptiis  9a  il^ouverte 
iwIdm»  etc.  In  18L  phis.une  pL  Tonn  1844. 

Oersteds  Natnrlare.  2  H.  Copenhagea  1844.  00  s. 


Maüieiiiatfeclie  Psycluilagie« 


Neue  Beha«di«tig  des  matliömatiseh  -  psyclielogi- 

ScheD  Problems  von  der  Bewegung  ei  n  fa  r her  Vorste! 
lunjren,  welche  nach  einander  in  aie  iSeeie  eintreten. 


Zugleich  als  Beitrag  zu  einer  schär  fern  Begründung 
der  mathematischen  Psychologie  lierhari's.  Von 
Theodor  Wittstein,  Dn  Pbil.  üannoTer  1845.  4. 

Bekaantlich  hat  He'rba'tt  d^  Psychologie  eine  matheoudwcbe 
Grundlage  zu  geben  und  diese  Wissenschaft  dadurch  schärfer  als 
frfihpr  zu  begründen  presucht.  T^ntcr  den  !MathpTnalikern,  die  sonst 
mit  l\echt  so  gern  Alles  etlrig  ergreifen,  ^^  as  eine  neue  Anwendung 
ihror  AVissonschaft  darzubieten  verspricht,  i^t  iridess,  so  viel  uns 
bekannt  geworden  ist,  bis  jetzt  nur  Herr  Professor  Drobißch 
in  Leipzig  mit  GIQcIl  auf  dem  Tön  Her  hart  eingeschlagenen  Wi^ 
weiter  gegangen.  Daher  ist  es  sehr  erfreulich,  dass  nun  ancli  wt 
Herr  VL  der  vorliegenden  Schrift  seinen  Scharfsinn  dieser  neuen 
Atiwendnni::  der  Lehren  der  Mathematik  zuwendet.  Auch  ist  die- 
selbe allen  denen,  welche  die  mathematische  l*sycb«logie  noch 
gar  nicht  kennen ,  vorzüelich  deshalb  zu  empfehlen ,  weil  der  Herr 
Vf.,  ohne  sonst  irgend  etwas  vorauszusetzen,  von  den  ersten  Be- 
i;riien  l>eginnt  und  muttentlich  auch,  was  iAsliesondere  die  Mathe- 
matilcer  dankbar  erkennen  werden,  alle  diejenigen  Sätse  deutlich 
und  bestimmt  hervorhebt,  welche  als  Axiome  der  neuen  Wssen- 
schaft  zum  Grunde  gelegt  werden ;  denn  nur  auf  diese  Weise  wird 
es  möglich,  über  die  Siilierhelt  und  Strenge  der  weiteren  Hetrach* 
tungen  gehörig  urtheilen  zu  können.   Ausser  derjerwahnten  kurz« 
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lung  noch  eine  neue,  von  den  von  Herbart  selbst  und  nacnhcr 
von  Drobisch  in  der  Schrill  Quaesjionum  m atheniatico- 
psychologicarum  Fase.  1.  Spec.  IV.  gegebenen  AuHosungeu 
verschiedene,  Auflösung  des  auf  dem  Titel  näher  bezeicfhneten  psy* 
clM^ogischen  Problems  gegeben.  Je  mehr  es  allerdings  zu  wün- 
schen ist»  dass  Immer  mehr  Kräfte  sich  der  weiteres  Bearhei- 
tung  der  mathematischen  Psychologie  zuwenden ,  desfo  n ehr  em- 
pfehlen wir  den  Lesern  des  Arehivs  neben  den  fröbern  iichrjlten  ^ 
von  Pro  bisch  auch  die  vorliegende  Schrifit. 
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